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” 随 着 信息 时 代 的 来 临 :经 济 全 球 化 的 深入 与 文化 软 实力 竞争 的 加 剧 。 重 ， 


人文 表 并 与 新 弛 力 的 培养 ， :提升 大 学 生 的 综合 素质 ， 已 成 为 各 国 
”教育 改革 与 发 展 关注 的 重点 和 热点 。 人 们 越 来 越 意识 到 : 高 等 教育 不 仅 要 培 ，， 
“。，， 养 大 学 生 良好 的 专业 素质 ， 更 重要 的 是 使 得 他 们 在 走向 社会 之 后 拥有 长 足 的 
“自我 拓展 能 万 。 只 有 以 宽 口 径 、 厚 基础 复合 型 为 人 才 培 养 目标 ， 才 能 更 好 
”地 提高 我 国 高 等 教育 的 质量 ， 堵 育 出 适应 应 现代 社会 需求 的 具备 公民 意识 、 社 ， 
会 站 任 说 与 创新 精神 的 优秀 人 才 。 


从 中 外 大 学 通 识 教育 的 实践 来 看 ， 通 识 教育 是 一 项 系统 工程 ， 而 课程 休 


”。。 。 系 建设 始终 是 推进 通 识 数 育 的 核心 任务 ， 教材 建设 则 又 是 其 中 的 重要 环节 。 ， 
“为 满足 广大 高 校 师 生 对 高 质量 通 识 教育 教材 的 需求 中 国人 民 大 学 出 版 社 组 : 
“多 学 科 、 多 领域 的 专家 学 者 ， 在 广泛 调研 与 深入 研讨 的 基础 上 ; 组 织 pk 
“了 这 套 “21 世纪 通 识 教 育 系列 教材 ”， \ 为 推动 高 等 学 校 通 识 教育 教材 建设 进 生 i 

了 田力 和 探索 。 : 


本 春 才 材 分 为 人 文 、 下 法、 经管 和 理工 四 大 板 决 ， Ce 


。。。 教 村 突出 “ 通 识 ” 的 特色 ， 强 调 内 容 阐释 的 “基础 ”和 “宽度 "， 力 求 突破 
“单纯 的 “专业 视 域 ”或 “知识 视 域 "， 引 导 学 生 调 整 知识 结构 ， 拓 宽 文化 视野 ，， 
以 赤 成人 才 培养 效 果 上 的 “宽度 "， 从 而 实现 高 等 教育 培养 复合 型 人 才 的 目标 


本 套 教 材 中 的 每 一 本 均 由 该 学 科 领 域 有 影响 力 的 专家 学 者 领 各 编写 ; 通 


的 “基础 ” 与“ 度 ” 1 需要 特别 重视 教材 纲目 与 内 容 的 适用 性 、 可 拓 
。 展 性 和 灵活 性 。 唯 有 在 该 领域 具有 丰富 教学 经 验 及 精深 学 术 水 淮 的 名 家 , 方 


能 “ 取 精 用 弘 ， 由 博 返 的”， 编 写 出 体现 “ 通 识 ”特色 的 高 水 平 教材 。 


: 有 趣 的 案例 、 攻 本 机 信和 ， 本 六 并 


本 套 教 材 形式 与 内 容 和 谐 统一 ， 孝 林 内 容 旺 山 运用， 语音 箭 扣 生动， 站 1。 


”人 胜 ， 照 顾 到 青年 学 生 群 体 的 阅读 习惯 。 
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作为 出 版 者 ， 我 们 特别 希望 通过 加 强 通 识 教育 教材 建设 ,推进 高 校 课程 
体系 的 融会 贯通 ， 提 高 学 生 跨 学 科 、 跨 文化 的 理解 能 力 ， 为 学 生 未 来 的 职业 
生涯 与 人 生发 展 莫 定 良好 的 知识 和 能 力 基础 。 这 套 通 识 教 育 系 列 教 材 只 是 开 
始 ， 期 望 更 多 的 专家 学 者 共事 此 事 ， 推 进 通 识 教育 教学 的 改革 与 发 展 。 


中 国人 民 大 学 出 版 社 


_ 随 着 经 济 、 -文化 的 高 速 发 展 ， 社会 对 人 才 的 要 求 也 越 来 越 注 重 整 体 素质 。 


人 也 许 你 有 从 事 的 工作 永 
远 不 会 要 求 你 去 直接 解答 某 个 数学 问题 ， 但 数学 素质 会 伴随 你 的 一 生 ， 无 时 
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”不 有 ; 无 所 不 在 。 在 科学 昌明 的 21 世纪 ， 如 果 缺 少数 学 素养 ,将 是 一 种 明显 “ 
的 次 化 能 网 。 所 以 ， 数学 来 质 的 增 养 是 我 们 各 个 层次 的 教育 者 应 该 非常 重视 
人 的 问题 。 . 

i 本 书 是 为 非 数学 专业 的 学 生 和 一 最 数学 爱好 者 编写 的 数学 素质 教育 通俗 
。 ， 读本 。 全 书 以 数学 的 车 干 经 典 问题 为 专题 ， 共 分 为 十 八 讲 。 内 容 涵盖 基础 数 、 
学 、 经 典 高 等 数学 、 现 代 应 用 数学 等 三 大 部 分 。 每 讲 或 结合 数学 某 个 分 支 学 ， 
和 科 的 起 源 和 和 发展， 讲述 一 段 经 典 的 数学 历史 ;或 以 实际 问题 引入， 然后 展开 
“到 一 个 数学 专题 上 。 本 书 通过 数学 “故事 ”阐述 数学 思想 和 数学 的 应 用 ， 介 ， 
 “ 细 数 学 是 怎样 发 现 问题 。 解 决 问题 的 ， 人 备 此 展现 数学 思想 和 数学 的 思维 特点 。 ， 
“在 培养 数学 思维 方式 增强 才学 审美 意识 的 同时 ， 也 适度 地 向 非 效 学 专业 人 
“二 介绍 一 些 经 典 与 现代 的 数学 知识 ， 全 书 按 以 下 要 求 编写 
“(DD 通过 问题 及 其 解决 过 程 来 培养 数学 思维 方式 。 每 讲 都 以 一 个 实际 问 
“是 引 入 ; 然后 自然 展开 到 二 个 数学 专题 内 容 上 来 。 这 样 来 组 织 材料 ， 具 有 较 ， 
”好 的 趣味 性 和 可 读 性 ， 但 又 不 是 单纯 的 “ 讲 故事 ”"， 而 是 把 数学 知识 融入 其 ，， 
中， 适度 介绍 数学 知识 ， 目 的 在 于 数学 思维 方式 和 数学 审 关 意识 的 培养 ， 
“(2) 注重 实际 问题 与 数学 知识 的 结合 。 Eee 
“““ ” 论 推 导 ; 而 是 把 更 多 的 注意 力 放 在 发 现 问 题 、 解 决 问题 的 思路 和 过 程 上 ; 这 
和 上 和 在 实际 生 六 生活 中 风 昌 类 作 府 池 
”为 量 ， 从 而 提高 学 习 积极 性 与 学 习 效 果 。 i i 


i 


i 

! 

i op = 

i EE 
1 

1 


My ee a 


ANAS LA A ， LV (AAA HV MiMNN ， 


《3) 力求 经 典 与 现代 的 融合 。 本 书 既 适当 介绍 了 经 典 数 学 的 基本 原理 在 
生产 实际 中 的 运用 ， 从 而 领略 经 典 数 学 之 美 ; 又 注重 把 当代 科技 发 展 与 数学 
结合 起 来 ， 使 教材 更 具 时 代 感 ， 更 贴近 生活 。 例 如 我 们 在 本 书 中 加 进 了 应 用 
极为 广泛 的 运筹 学 问题 、 大 家 熟知 的 Google 搜索 与 网 络 问题 等 现代 应 用 数学 
的 内 容 。 

本 书 从 选材 看 ， 内 容 丰 定 、 涵 盖 面 广 ; 从 编写 风格 看 ， 趣 昧 性 强 、 起 点 
低 ， 只 去 稍微 具备 一 些 数学 的 基础 ， 就 能 读 习 其 中 大 部 分 内 容 。 所 以 ， 本 书 
既 可 作为 大 中 专 院 校 数 学 素质 教育 的 教材 、 参 考 书 ， 也 是 一 本 面向 大 众 的 数 
学 科学 普及 读物 。 当 然 ， 数 学 专业 的 学 生 阅 读本 书 更 不 会 有 任何 障碍 ， 你 仍 
然 会 发 现 其 中 的 数学 思想 对 你 是 很 有 价值 的 。 

本 书 由 王 章 雄 主持 编写 ， 参 与 编著 的 有 王 章 雄 (第 一 ~ 六 讲 ; 第 九 、 十 
讲 ) 、 徐 常 青 〈 第 十 六 一 十 八 讲 )、 沈 亚军 (第 十 三 ~~ 十 五 讲 );、 曹 顺 如 (第 
七 、 八 、 十 一 、 十 二 讲 ) 等 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ， 参 考 了 众多 数学 文化 方面 的 出 版 物 ， 在 此 感谢 各 
位 作者 。 我 们 也 从 互联 网 上 获得 了 许多 资讯 ， 想 不 能 一 一 列举 致谢 。 浙 江 农 
林 大 学 有 关 部 门 的 领导 、 中 国人 民 大 学 出 版 社 的 策划 编辑 潘 旭 菩 为 此 书 的 出 
版 提出 了 很 多 好 的 建议 ， 也 做 了 很 多 工作 ， 付 出 了 很 多 辛苦 ， 在 此 一 并 表示 
感谢 ! 

对 书 中 的 错误 、 不 足 之 处 ， 晨 请 各 位 同仁 和 广大 读者 指正 1 


王 章 雄 
2010 年 冬 于 浙江 临安 
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第 一 讲 ”开篇 一 一 数 与 数学 


数学 (mathematics) 一 词 的 希腊 词 源 是 yabmpatix4， 含 有 学 习 、 学 问 、 
科学 的 意思 ， 是 一 个 较 广 的 范畴 ， 亚 里 士 多 德 曾 拿 它 来 指 “ 万 物 皆 数 ” 的 概 
念 。 但 真 要 回答 诸如 “数学 是 什么 ”之 类 的 问题 ， 奴 怕 我 们 大 家 一 时 又 难以 
说 清 。 说 到 数学 必定 先 要 谈 数 ， 因 为 数 是 数学 中 最 基本 的 元 素 和 概念 。 从 最 
早 、 最 简单 的 自然 数 ， 发 展 到 今天 各 种 名 样 的 数 ， 数 已 经 成 为 人 类 文明 的 重 
要 组 成 部 分 。 数 也 是 我 们 生产 生活 中 的 基本 语言 和 不 可 或 鲜 的 工具 ， 现 代 社 
会 没有 人 能 够 离开 数 。 理 解数 的 本 质 ， 了 解数 的 概念 是 怎样 一 次 次 扩充 起 来 
的 ， 对 于 我 们 更 好 地 认识 数学 有 着 基 础 性 的 意义 。 

本 讲 不 仅 讲述 传统 观念 下 数 的 扩展 ， 也 介绍 一 些 现代 广义 的 数 的 概念 ， 
意 在 从 数 的 演变 发 展 来 了 解数 的 概念 对 数学 发 展 的 作用 。 对 于 “数学 是 什么 ” 
这 样 很 难 正面 回答 的 问题 ， 我 们 试图 从 介绍 数学 的 研究 领域 、 数 学 区 别 于 其 
他 学 科 的 特点 以 及 数学 的 基本 思维 方式 方法 等 方面 ， 帮 助 读者 从 不 同 侧面 来 
理解 数学 的 本 质 。 


$1 数 的 演变 与 发 展 


在 远古 时 代 ， 人 类 的 祖先 过 着 群居 的 生活 。 我 们 都 知道 ， 人 类 的 共同 劳 
动 和 生活 产生 了 语言 。 随 着 劳动 内 容 的 发 展 ， 他 们 的 语言 也 不 断 发 展 进步 ， 
终于 超过 了 一 切 其 他 动物 的 语言 。 其 中 一 个 重要 标志 就 是 ， 人 类 语言 包含 了 
算术 的 色彩 一 一 产生 了 “ 数 ” 的 爱 胱 概念 。 

早期 的 原始 人 根据 狩猎 回来 时 猎物 的 或 有 或 无 ， 产生 了 “有 ”与 “无 ” 
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两 个 基本 的 定性 概念 。 后 来 ， 猎 物 的 有 多 有 少 以 及 原始 人 类 的 居住 习惯 由 早 
期 的 人 数 众 多 的 群居 发 展 为 由 一 些 成 员 很 少 的 家 庭 组 成 的 部 落 。 这 样 ， 从 
“有 ”逐渐 细 分 出 “一 “二 ”、“ 三 ” “多 ”等 最 原始 的 数字 概念 。 考 古 资 料 
表明 ， 许 多 原始 部 落 在 数 的 萌芽 期 确实 是 把 任何 大 于 “三 ”的 数量 理解 为 
“多 ”或 者 “一 堆 "、“ 一 群 ” 的 。 

大 约 在 一 万 年 以 前 冰川 退却 后 ,一 些 原先 是 游牧 状态 生活 的 石器 时 代 的 
狸猫 者 ， 
们 对 数字 有 了 更 多 的 需求 。 例 如 ， 他 们 需要 记录 日 期 、 季 节 ， 还 要 计算 收获 
的 谷物 数 、 种 子 数 等 。 当 尼罗河 流域 、 底 格 里 斯 河 与 幼发拉底 河流 域 发 展 起 
更 复杂 的 农业 社会 时 ， 他 们 还 进 一 一 步 碰 到 交 租 纳税 的 问题 。 这 就 要 求 数 有 名 
称 ， 而 且 计 数 必须 更 准确 些 ， 只 有 “一 ”、“ 二 ”、“ 三 ”、“ 多 ”, 已 远 远 不 够 用 
了 。 在 美 索 不 达 米 亚 地 区 ( 今 伊拉克 境内 幼发拉底 训 河 和 底格里斯 河中 下 游 地 
区 )， 产 生 了 两 河流 域 文化 ， 与 埃及 文化 一 样 ， 这 也 是 世界 上 最 古老 的 文化 之 
一 。 有 趣 的 是 ， 美 索 不 达 米 亚 人 和 埃及 人 虽然 相距 很 远 ， 却 以 同样 的 方式 建 
立 了 最 早 的 书写 自然 数 的 系统 一 一 在 树木 或 者 石头 上 刻 痕 记事 。 后 来 他 们 逐 
渐 以 符号 代替 刻 痕 ， 即 用 一 个 符号 表示 一 件 东 西 ， 两 个 符号 表示 两 件 东 西 ， 
依 此 类 推 ， 这 种 记 数 方法 延续 了 很 入 。 曾 有 发 现 ， 大 约 在 5 000 年 以 前 的 埃及 
保 司 在 一 种 上 芦 苇 纸 上 书 瑟 表 示 数 的 符号 ， 而 美 罕 不 达 米 亚 的 祭司 则 是 把 符号 
写 在 泥 板 上 。 他 们 除了 仍 用 单 划 表示 “一 ”以 外 ， 还 用 其 他 符号 表示 “十 ”? 
或 者 更 大 的 目 然 数 。 他 们 还 学 会 了 重复 地 使 用 这 些 单 划 和 符 导 ， 以 表示 所 需 
要 的 数字 。 南 美洲 秘鲁 印加 族 〈 印 第 安 人 的 一 部 分 ) 则 习惯 于 “ 结 强 记 
数 ” 一 一 例如 每 收 进 一 捆 庄稼 ， 他 们 就 在 绳子 上 打 个 结 ， 用 结 的 多 少 来 记录 
收成 。 “ 结 ” 与 痕 有 同样 的 作用 ， 都 是 用 来 表示 自然 数 的 。 根 据 我 国 古书 《 易 
经 》 的 记载 ， 上 古 时 期 的 中 国人 先是 “ 结 强 而 治 ”"， 后 来 又 改 为 “ 书 契 *， 即 
用 刀 在 竹 片 或 木头 上 肇 痕 记 数 。 这 样 的 计数 方法 ， 在 近代 中 国 比 较 边 远 的 少 
数 民族 地 区 痢 还 可 以 看 到 。 直 至 今天 ， 我 们 还 常用 “ 正 ” 字 来 记 数 ， 每 一 划 
代表 “一 ”。 当 然 ， 这 个 “ 正 ” 字 还 包含 着 “办 五 进 一 ”"， 凤 五 进 制 的 意思 。 


二 、 印 度 - 阿 拉 但 数 系 


数字 中 最 重要 、 最 有 名 的 莫 过 于 “阿拉 伯 数 字 ”: 1、2、3、4、5、6、7、 
8、9、0 了。 我们 现在 所 说 的 阿拉 伯 数 系 ， 议 是 指 生 这 10 个 记号 及 其 组 合 表 
达 出 来 的 10 进 制 数字 体系 。 例 如 ， 在 322 这 个 数 中 ， 右 边 的 2 表示 2 个 ， 中 
间 的 2 却 表 示 2 乘 以 10， 而 3 表示 3 乘 以 100。 在 当今 世界 上 存在 的 数 以 千 计 
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的 语言 系统 里 ， 这 10 个 阿拉 伯 数 字 是 唯一 通用 的 符号 〈 比 拉丁 字母 使 用 范围 
更 广 )。 可 以 想象 ， 假 如 没有 阿拉 伯 数 系 ， 全 球 范 围 内 的 科技 、 文 化 、 政 治 、 
经 济 、 军 事 和 体育 方面 的 交流 将 变 得 十 分 困难 ， 甚 至 不 可 能 进行 。 


图 1 一 1 秘鲁 印加 人 的 结 强 记事 图 1 一 2 ”中国 基 诺 族 人 的 刻本 记事 


其 实 ， 阿 拉 伯 数 系 并 不 是 阿拉 伯 人 发 明 创 造 的 ， 其 真正 的 发 源 地 是 古 印 
度 。 它 是 由 古代 印度 人 在 生产 和 实践 中 逐步 创造 出 来 的 ， 后 来 由 印度 传 到 阿 
拉 伯 ， 被 阿拉 伯 人 人 掌握、 改进， 到 了 12 志 纪 初 又 由 阿拉 伯 传 到 欧洲 ， 于 是 欧 
洲 人 称 之 为 “阿拉 伯 数 字 ”。 此 后 ， 以 认 传 话 ， 世 界 各 地 都 认同 了 这 个 说 法 。 
所 以 严格 地 说 ,“ 阿 拉 伯 数字 ”应 该 被 称 作 “印度 -阿拉 伯 数 字 ”。 下 面 我 们 一 
起 来 简单 地 浏览 一 下 这 段 历 史 。 

我 们 知道 ， 印 度 河流 域 是 古代 人 类 文明 的 发 源 地 之 一 。 在 古 印 度 ， 人 们 
在 进行 城市 建设 时 需要 设计 和 规划 ， 进 行人 夭 祀 时 帘 要 计算 日 月 星 展 的 运行 ， 
于 是 就 产生 了 数字 计算 。 大 约 在 公元 前 3 000 年 ， 印 度 河 流域 居民 的 数字 就 已 
经 比较 先进 了 ， 而 且 采 用 了 十 进位 的 计算 方法 。 

嘱 陀 时 代 〈1500B. C. 一 600B. C. )， 占 领 印 度 的 雅 利 安 人 已 经 意识 到 数码 
在 生产 活动 和 日 常生 活 中 的 作用 ， 创 造 了 一 些 简单 的 、 不 完全 的 数字 。 到 公 
元 前 3 氨 纪 ， 印 度 各 地 已 经 出 现 了 整套 的 数字 ， 其 中 最 有 代表 性 、 最 常用 的 
是 婆罗 门 式 。 它 的 特点 是 从 “12” 到 “9” 每 个 数 都 由 专门 的 数字 表示 。 现 代 
数字 就 是 由 这 一 组 数字 演化 而 来 。 在 这 一 组 数字 中 ， 还 没有 出 现 “0”( 和 零 ) 
的 符号 。“0” 这 个 数字 是 到 了 笈多 王朝 〈 公 元 320 一 550 年 ) 时 期 才 出 现 的 。 
公元 4 世纪 的 印度 数学 著作 《太阳 手册 》 中 , “0” 采 用 的 是 实心 小 圆 点 ““。” 
的 符号 ， 后 来 ， 小 圆 点 渐渐 演化 成 为 小 圆 图 “0”。 

公元 500 年 前 后 ， 古 印度 数学 家 、 天 文学 家 阿 叶 彼 海 特 (Aryabhata， 
476 一 550) 在 简化 数 系 方面 取得 了 突破 性 进展 : 他 把 数字 记 在 一 个 个 格子 里 ， 
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图 1 一 3 ”了 印度 婆罗 门 数字 


如 果 第 一 格 里 有 一 个 符号 代表 1， 那 么 第 二 格 里 的 同样 符号 就 表示 十 ， 而 第 三 
格 里 的 符号 就 代表 一 百 。 这 样 ， 不 仅 是 数字 符号 本 身 ， 而 且 符 号 的 位 置 也 起 
重要 作用 了 。 这 些 符号 和 表示 方法 是 今天 阿拉 伯 数 系 的 老 祖先 。 这 是 古代 印 
度 作对 世界 文化 的 局 六 现 献 。 
公元 7 一 8 世纪 ， 地 跨 亚 非 欧 三 浏 的 阿拉 伯 帝 国 崛 起 。 阿 拉 伯 人 在 向 四 周 

扩张 的 同时 ， 杞 | 光 役 各 有 人 各 全 罗马 、 印 度 等 国 的 先进 文化 ， 大 量 翻 译 
这 些 国家 的 科学 著作 。 公 元 771 年 ， 印 度 的 一 位 旅行 家 经 过 长 途 跨 涉 ， 来 到 
了 阿拉 伯 帝 国 阿 拔 斯 王朝 首都 巴格达 。 他 把 随身 携带 的 一 部 印度 天 文学 著作 
《 西 德 罕 塔 》 献 给 了 当时 的 蛤 里 发 (国王 ) 曼 苏 尔 。 曼 苏 尔 十 分 珍爱 这 部 书 ， 
下 令 将 它 译 为 阿拉 伯 文 。 这 部 著作 中 应 用 了 大 量 的 印度 数字 系统 (当时 的 译 
文 就 称 为 “印度 数字 ”， 原 意 为 “从 印度 来 的 ”)。 由 上 此， 印度 数字 和 系统 便 被 
阿拉 伯 人 吸收 和 采纳 。 此 后 ， 阿 拉 伯 人 逐渐 放弃 了 他 们 原来 作为 计算 符号 的 
28 个 字母 ， 而 广泛 采用 印度 数字 ， 并 且 在 实践 中 还 对 印度 数字 加 以 修改 完善 ， 
使 之 更 便于 书写 。 在 此 期 间 ， 著 名 的 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子 米 〈 约 780 一 850) 
对 印度 数 系 的 传播 起 了 重大 作用 ， 他 在 9 世纪 初 ， 发 表 《 印 度 计 数 算法 》， 系 
统 前 述 了 印度 数字 及 其 应 用 方法 。 

后 来 ， 阿 拉 伯 人 把 这 种 数 系 传人 西班牙 。 公 元 10 世纪 ， 又 由 教皇 热 尔 
贝 。 奥 里 亚 克 传 到 欧洲 其 他 国家 。 公 元 1200 年 左右 ， 欧 洲 的 学 者 正式 采用 了 
这 些 符号 和 体系 。 至 13 世纪 ， 在 意大利 数学 家 韭 波 那 契 (LL. Fibonacci， 约 
1175 一 1250) 的 倡导 下 ， 普 通 欧洲 人 也 开始 采用 阿拉 伯 数 字 。 西 方 人 接受 了 
由 阿拉 伯 传 来 的 印度 数 系 ， 但 他 们 当时 忽视 了 古代 印度 人 ， 而 只 认为 是 阿拉 
伯 人 的 功绩 ， 因 而 称 其 为 “阿拉 们 数字 ”， 这 个 错误 的 称呼 一 直流 传 至 今 。 

印度 -阿拉 伯 数 系 是 “着 十 进 一 ” 的 ， 也 就 是 我 们 常 说 的 十 进 制 数 。 事 实 
上 除了 十 进 制 以 外 ， 在 数学 萌芽 的 早期 ， 也 出 现 过 五 进 制 、 二 进 制 、 三 进 制 、 
七 进 制 、 八 进 制 、 十 六 进 制 、 二 十 进 制 、 六 十 进 制 等 多 种 数字 进 制 法 。 在 长 
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期 实际 生活 的 应 用 中 ， 十 进 制 最 终 占 了 上 风 ， 被 世界 各 国 普 遍 应 用 ， 而 阿拉 
伯 数 系 则 成 为 国际 通行 、 世 界 上 最 完善 的 数字 制度 和 体系 。 现 代 ， 随 着 计算 
机 的 发 展 ， 二 进 制 数 以 其 独特 的 优势 得 到 广泛 应 用 ， 成 为 与 十 进 制 数 互相 配 
合 的 更 完善 的 数字 体系 。 我 们 这 里 暂 不 讨论 关于 二 进 制 的 问题 。 

印度 -阿拉 伯 数 系 早 在 公元 8 世纪 初叶 就 传 到 我 国 ， 可 惜 因为 各 种 原因 ， 
没 能 流行 开 来 。 直 到 20 世纪 初 ， 随 着 近代 数学 在 中 国 的 兴起 ， 这 套数 字体 系 
才 被 广泛 地 使 用 。 

1987 年 1 月 1 日 ， 国 家 语言 文字 工作 委员 会 、 国 家 出 版 局 、 国 家 标准 局 、 
国家 计量 局 、 国 务 院 办 公 打 秘书 局 、 中 宣 部 新 闻 局 、 中 宣 部 出 版 局 联合 发 布 
了 《关于 出 版 物 上 数字 用 法 的 试行 规定 》。 这 个 规定 试行 了 8 年 后 ， 经 修订 ， 
于 1995 年 12 月 13 日 由 国家 技术 监督 局 正式 作为 国家 标准 颁布 ,从 1996 年 6 
月 1 日 起 实施 。 


三 、 有 理 数 与 实数 系 


前 面 说 过 , 在 1~9 的 “自然 数字 ”之 后 ， 古 印度 数学 家 首先 发 明了 符号 
“0”。 随 后 ， 他 们 在 人 研究 代数 方程 的 过 程 中 引进 了 负数 的 概念 。 例 如 ， 只 有 引 
进 了 人 负数， 方程 x 十 5 二 2 才 是 一 个 可 能 的 方程 ， 因 为 在 此 之 前 zx 一 一 3 不 是 一 
个 已 知 的 数 。“ 人 负数 ”具有 实在 的 意义 、 最 终 为 人 们 所 接受 是 它们 在 实践 中 能 
用 来 代表 债务 。 因 此 ， 在 数 的 概念 的 这 种 扩展 中 ， 数 量 大 小 的 概念 上 又 加 上 
了 方向 的 概念 。 到 此 ， 整 数 系 得 以 建立 起 来 。 

两 个 整数 的 和 、 差 、 积 总 是 整数 ， 即 整数 系 对 加 法 和 乘法 运算 而 言 是 封 
闭 的 。 但 对 整数 作 除 法 ， 并 不 总 是 产生 整数 。 也 就 是 说 ， 在 整数 系 中 只 能 施 
行 加 、 减 、 乘 法 运算 ， 而 不 能 施行 除法 运算 。 另 外 ， 整 数 系 是 一 个 非 稠 蜜 的 
数 系 ， 即 两 个 相 邻 的 整数 中 间隔 着 “ 较 大 的 ”距离 ， 因 此 人 它 只 能 表示 一 个 单 
位 量 的 整数 倍 ， 而 无 法 表示 它 的 部 分 。 整 数 系 的 这 种 缺陷 ， 就 促使 人 们 将 它 
加 以 扩充 ， 以 得 到 一 个 稠密 的 且 在 四 则 运算 下 封闭 的 数 系 ， 这 就 是 后 来 人 们 
得 到 的 有 理 数 系 。 可 以 证 明 ， 以 下 关于 有 理 数 系 的 三 种 描述 是 等 价 的 : 

(1) 正 负 整 数 、 分 数 和 零 的 总 体 称 为 有 理 数 。 

(2) 有 理 数 由 各 式 各 样 的 分 数组 成 〈 这 里 所 说 的 各 式 各 样 是 指 分 数 可 正 
可 负 ， 可 以 是 真 分 数 也 可 以 是 假 分 数 或 带 分 数 )。 

(3) 有 理 数 由 有 限 小 数 和 无 限 循 环 小 数组 成 。 

公元 前 500 年 左右 ， 人 们 就 发 现 有 些 线段 不 能 用 选 定 为 单位 长 度 的 线段 
的 整数 或 分 数 的 倍数 来 表示 (所 谓 不 可 公 度 )， 这 种 发 现 最 早 与 直角 三 角形 的 
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研究 有 关 。 勾 股 定理 说 : 直角 三 角形 两 边 平方 的 和 等 于 斜 边 的 平方 ， 然 而 当 
直角 三 角形 是 等 腰 的 时 候 ， 斜 边 的 长 度 与 其 他 任 一 边 是 不 能 公 度 的 。 事 实 上 ， 
如 果 把 两 直角 边 的 长 度 取 作 单 位 长 度 ， 那 么 斜 边 的 长 度 c 满足 方程 


二] 十 1 QD 


显然 没有 任何 整数 或 分 数 能 满足 方程 四 。 后 来 人 们 把 满足 四 的 c 值 记 作 v2。 
这 就 证 明 有 些 数 (比如 /2) 是 不 能 用 整数 和 分 数 这 两 类 数字 中 的 任何 一 种 来 
表示 的 ， 这 说 明 “v2” 不 是 有 理 数 系 中 的 成 员 。 这 个 发 现 ， 击 雁 了 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 “ 万 物 皆 〈 整 ) 数 ” 的 美梦 。 同 时 暴 壤 出 有 理 数 系 的 缺陷 : 一 条 直线 
上 的 有 理 数 尽管 “稠密 ?”， 但 是 它 却 露出 了 许多 “和 孔 院 ?”， 而 且 这 种 “和 孔 院 ” 
多 得 “不 可 胜 数 ”。 这 样 ， 古 希腊 人 视 有 理 数 为 连续 衡 接 的 “算术 连续 统 ” 的 
观念 就 彻底 破灭 了 。 它 的 破灭 ， 在 以 后 两 千 多 年 的 时 间 内 ， 对 数学 的 发 展 产 
生 了 深远 的 影响 。 

长 期 以 来 ， 诸 如 这 样 的 问题 得 不 到 合理 的 解释 : 不 可 公 度 的 本 质 是 什么 ? 
两 个 不 可 公 度 量 的 比值 又 是 什么 ”从 而 它们 被 认为 是 不 可 理喻 的 。15 世纪 的 
大 画家 达 。 芬 奇 (L. Da Vinci，1452 一 1519) 把 它们 称 为 “无 理 的 数 ”(irra- 
tional number) ， 开 普 勒 〈J. Kepler，1571 一 1630》 称 它们 是 “不 可 名 状 ” 的 
数 。 这 些 “ 无 理 ” 而 又 “不 可 名 状 ” 的 数 ， 虽 然 在 后 来 的 运算 中 渐渐 被 使 用 ， 
但 是 它们 究竟 是 不 是 实 实 在 在 的 数 ， 却 一 直 是 个 困扰 大 的 问题 。17、18 世纪 
微 积 分 的 发 展 几乎 吸引 了 所 有 数学 家 的 注意 力 ， 正 是 人 们 对 微 积分 基础 的 关 
注 ， 使 得 实数 域 的 连续 性 问题 再 次 凸显 出 来 。 因 为 微 积 分 是 建立 在 极限 运算 
基础 上 的 变量 数学 ， 而 极限 运算 需要 一 个 封闭 的 数 域 ， 正 是 由 于 有 理 数 之 间 
的 孔隙 使 得 有 理 数 系 对 极限 运算 不 封闭 ， 从 而 无 理 数 的 引入 成 了 实数 域 连续 
性 的 关键 。 为 了 克服 有 理 数 系 的 这 种 缺陷 ， 发 展 极其 有 用 的 变量 数学 〈 数 学 
分 析 ) ， 数 学 家 们 在 有 理 数 的 基础 上 ， 终 于 承认 了 无 理 数 。 因 为 有 理 数 由 无 限 
循环 小 数组 成 《按照 某 一 规则 有 限 小 数 可 写成 无 限 循环 小 数 )， 所 以 无 理 数 由 
无 限 不 循环 小 数组 成 。 有 理 数 与 无 理 数 一 起 构成 了 实数 系 。 实 数 系 的 建立 成 
功 地 克服 了 有 理 数 系 的 缺陷 。 

实数 系 的 性 质 非 常 优 良 。 一 方面 ， 实 数 可 以 与 数 轴 上 的 点 成 一 一 对 应 的 
关系 。 这 样 ， 实 数 系 就 是 连续 的 了 ， 也 就 是 说 在 实数 与 实数 之 间 不 再 有 “和 孔 
际 ” 存 在 。 这 样 一 来 ， 我 们 可 以 通过 建立 坐标 系 ， 用 代数 的 方法 去 研究 几何 
问题 或 者 反之 。 另 一 方面 ， 有 了 实数 的 连续 性 之 后 ， 实 数 系 关于 极限 运算 是 
封闭 的 ， 微 积分 从 此 有 了 坚实 可 靠 的 理论 基础 。 


本 


四 、 复 数 系 的 建 并 


如 果 说 无 理 数 起 源 于 几何 学 ， 完 善于 分 析 学 ， 则 我 们 可 以 说 复数 的 起 源 
是 代数 学 。 公 元 300 年 左右 ， 占 希腊 数学 家 丢 番 图 (Diophantus〉 用 和 我 们 现 
在 的 解法 大 致 一 样 的 方法 解 一 元 二 次 方程 ax? 十 bz 十 c 二 0， 得 出 解 : 


-一 二 8 士 V 人 一 4ac 
2a ° 


但 由 于 人 们 认为 负数 的 平方 根 是 不 可 能 的 ， 所 以 当世 一 4ac<0 时 ， 这 个 解 是 
没有 意义 的 。 直 到 公元 1545 年 ， 卡 尔 丹 诺 (G. Cardano，1501 一 1576) 发 表 
了 三 次 方程 的 代数 解法 ， 并 用 代入 法 和 形式 运算 证 明 任 何方 程 总 有 a 十 6 
Vv 一 1 这 样 的 “ 数 ” 满 足 它 。 但 是 ， 他 并 不 承认 这 种 数 ， 因 为 他 没 法 解释 
它们 。 

“虚数 ”这 个 名 词 最 早 由 17 世纪 的 法 国 数 学 家 笛 卡 儿 (Descartes， 
1596 一 1650) 采用 。 在 他 看 来 ,“ 虚 数 ” 代 表 的 意思 是 “虚假 的 数 ”、“ 实 际 不 
存在 的 数 ”。 

18 记 纪 ， 瑞 士 数 学 家 欧 拉 (LL. Euler，1707 一 1783) 试图 进一步 解释 虚数 
到 底 是 什么 数 ， 他 也 认为 虚数 是 “幻想 中 的 数 ” 或 “不 可 能 的 数 ”。 他 在 《对 
代数 的 完整 性 介绍 》(1769 年 ) 一 书 中 说 : “因为 所 有 可 以 想象 的 数 或 者 比 零 
大 ， 或 者 比 零 小 ， 或 者 等 于 零 ， 即 为 有 序数 。 所 以 很 清楚 ， 负 数 的 平方 根 不 
能 包括 在 可 能 的 有 序数 中 ， 就 其 概念 而 言 它 应 该 是 一 种 新 的 数 ， 而 就 其 本 性 
来 说 它 是 不 可 能 的 数 。 因 为 它们 只 存在 于 想象 之 中 。 因 而 通常 叫做 虚数 或 约 
想 中 的 数 .” 于 是 ， 欧 拉 引 人 符号 二 (image 之 意 ) 来 表示 w 一 1， 称 为 虚数 
单位 。 

18 世纪 末 至 19 世纪 初 ， 丹 玫 数 学 家 威 蹇 尔 〈(GC. Wessel，1745 一 1818)、 
瑞士 数学 家 阿 于 德 (J.R. Argand，1768 一 1822) 以 及 德国 数学 家 高 斯 
(C, F. Gauss，1777 一 1855) 等 都 对 “虚数 ”给 出 了 几何 解释 ， 这 使 虚数 有 了 
实际 背景 ， 不 再 那么 “虚幻 ”从 而 使 人 们 慢 慢 接受 了 它们 。 其 中 最 有 名 的 是 
1806 年 阿 干 德 提出 的 表示 法 。 他 令 V 一 1vV 一 1 = 二 一 1， 把 这 个 关系 式 写 成 
-二 :的 形式 , 这 样 ， VT 就 是 一 1 和 1 之 间 的 比例 中 项 。 利 用 两 线 
段 之 比例 中 项 的 作 图 方法 ， 可 以 得 到 符号 v 一 1 的 几何 表示 : 以 实数 轴 的 原点 
O 为 圆心 ， 以 1 为 半径 作 一 单位 圆 ， 并 在 O 点 作 一 垂 线 与 单位 圆 相 交 。 阿 干 
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德 用 这 根 单位 长 度 的 垂直 于 代表 1 的 线段 的 有 向 线段 来 代表 v 一 1。 于 是 ， 复 
数 < 十 就 用 笛 卡 儿 坐 标 为 (a，65)》 的 点 Z 来 表示 〈“ 这 种 表示 通常 被 称 为 “ 阿 
干 德 图 示 法 ”， 以 示 纪 念 )。 当 然 ， 我 们 也 可 以 用 有 向 线段 OZ 来 表示 复数 
4 十。 


OO A 


图 1 一 4 复数 的 几何 表示 
有 了 上 面 的 几何 解释 , 像 区 二 一 1 及 式 一 + 十 1 二 0 这 类 方程 就 不 再 被 认 
为 是 不 可 能 的 了 ， 因 为 它们 的 根 士 : 及 1 二 3 和 实数 一 样 容易 表示 了 。 


虚数 与 实数 合 称 为 复数 。 复 数 系 的 产生 ， 导 致 了 复 变 函数 的 迅速 发 展 。 
特别 是 19 世纪 的 三 位 代表 性 人 物 : 柯 西 〈A. Cauchy，1789 一 1857)、 魏 尔 斯 
特 拉 期 (Weierstrass，1815 一 1897) 、 黎 曼 (G. B. F. Riemann，1826 一 1866 ) 
对 此 作出 了 杰出 的 贡献 。 经 过 它们 的 不 懈 努 力 ， 终 于 建立 了 系统 的 复 变 轨 
数论 。 

值得 注意 的 是 ， 复 数 特别 适用 于 表示 二 维 的 关系 。 尽 管 它们 原来 是 从 代 
数 的 角度 为 了 解释 方程 的 所 谓 不 可 能 解 而 被 引进 的 ,但 当 复 变 函 数论 迅速 发 
展 以 后 ， 复 数 现在 切切 实 实地 已 经 成 为 数学 物理 学 上 研究 电 、 磁 或 热 在 金属 
板 上 的 流动 所 必 不 可 少 的 手段 了 。 当 然 ， 它们 也 在 制图 理论 和 流体 力学 上 有 
着 广泛 的 应 用 。 因 此 应 该 说 ， 虚 数 一 点 都 不 “ 虚 ”， 而 是 实 实在 在 的 数学 
量 了 。 


五 、 四 元 数 的 发 现 


由 于 复数 的 几何 意义 实际 上 是 把 复数 看 成 二 维 数 以 及 它 在 物理 学 上 的 广 
泛 应 用 ， 人 们 很 自然 地 又 想到 ， 能 不 能 仿照 复数 集 找 到 “三 维 复数 ”? 
爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 〈W. R. Hamilton，1805 一 1865) 经 过 长 期 的 研究 


发 现 不 存在 三 元 数 。 雪 为 当时 数学 家 们 所 知道 的 全 部 数 都 具有 乘法 交换 性 ， 


和 


因而 哈密 尔 顿 也 自然 地 相信 他 要 寻找 的 三 维 或 三 分 量 的 数 同 样 应 具有 实数 和 
复数 的 所 有 性 质 。 但 是 经 过 多 年 的 努力 之 后 ， 他 首先 发 现 ， 要 想 在 实数 基础 


上 建立 三 维 复数 ， 使 它 具 有 实数 和 复数 的 各 种 运算 性 质 ， 这 是 不 可 能 的 。 他 


进而 发 现 : 第 一 ， 这 种 新 数 要 包含 四 个 分 量 ; 第 二 ， 乘 法 交换 律 再 也 无 法 得 
到 满足 。 这 两 个 特点 都 是 对 传统 数 系 的 革命 。 于 是 他 开始 研究 “四 维 复数 ”， 
提出 了 “四 元 数 ” 的 概念 。 

到 底 四 元 数 是 什么 样子 9 仿照 复数 ， 很 容易 看 懂 下 面 的 定义 。 

定义 1 设 R 是 实数 集 ， 定 义 集合 日 一 {a 十 bi 十 cj 十 dk |a, b,c, dE 
R};， 其 中 i，j, & 是 不 同 的 符号 。 该 集合 中 的 每 个 元 素 称 为 哈密 尔 顿 四 元 数 .。 
四 元 数 的 加 法 自然 地 定义 为 ; 


(al oiec ;tdik) (a 十 bi 十 cz7 十 Qk) 
一 《ai 十 az) 十 (bi 十 bs)i 十 Cc 十 cy )7 十 (ca 二 d,)k; 


乘法 由 下 面 关 于 1i，j，k 的 乘法 再 利用 分 配 律 定义 到 整个 四 元 数 集 : 
=jt=k=—1;ij=—ji=k;jk=—kj=i;ki=—ik=} 


哈密 尔 顿 是 这 样 描述 他 自己 是 怎样 发 现 四 元 数 的 : “1843 年 10 月 16 日 ， 
当 我 和 蛤 密 尔 顿 夫人 步行 去 都 柏林 的 途中 来 到 布 鲁 厄 姆 桥 的 时 候 ， 它 们 就 来 
到 了 人 人 世间， 或 者 说 出 生 了 ， 发 育成 熟 了 。 这 就 是 说 ， 此 时 此 地 我 感到 思想 
的 电路 接 通 了 ， 而 从 中 落下 的 火花 就 是 ;，), 有 & 之 间 的 基本 方程 ; 恰恰 就 是 我 
此 后 使 用 它们 的 那个 样子 。 我 当场 抽出 笔记 本 ， 它 还 在 ， 就 将 这 些 做 了 记录 ， 
同一 时 刻 ， 我 感到 也 许 值 得 花 上 未 来 的 至 少 10 年 〈 也 许 15 年 ) 的 劳动 。 但 
当时 已 完全 可 以 说 ， 这 是 因 我 感觉 到 一 个 问题 就 在 那 一 刻 已 经 解决 了 ， 智 力 
该 缓 口气 了 ， 它 已 经 纠缠 住 我 至 少 15 年 了 。” 

哈密 尔 顿 关于 四 元 数 的 主要 工作 介绍 在 他 的 《四 元 数 讲义 》(1853 年 ) 和 
死 后 出 版 的 两 卷 《 四 元 数 基础 》(1866 年 ) 中 。1943 年 爱尔兰 政府 为 纪念 四 元 
数 发 表 一 百 周年 ， 特 别 发 行 了 以 他 的 头像 为 图 案 的 邮票 ， 并 在 都 柏林 的 布 鲁 厄 
姆 桥 上 立 了 一 个 石碑 ， 上 面 写 道 :“ 在 1843 年 10 月 16 昌 H， 当 哈密 尔 顿 鲜 士 走 过 
这 里 时 ， 天 才 的 闪光 发 现 了 四 元 数 的 乘法 基本 公式 : 尼 一 产 一 上 久 二 1 二 一 1。 

在 上 面 的 定义 之 下 ， 可 以 证 明 全 体 四 元 数 成 为 一 个 环 〈 基 对 加 、 减 、 乘 
法 封闭 的 数 系 )， 并 且 这 是 一 个 不 交换 的 除 环 。 后 来 ， 代 数学 家 们 又 证 明了 : 
对 于 实数 域 上 的 n 维 向 量 空间 ， 当 n>2 时 ， 无 法 定义 乘法 运算 使 它 成 为 数 域 
( 即 对 加 、 减 、 乘 、 除 法 封闭 且 多 于 一 个 元 素 的 数 系 )。 这 就 是 为 什么 我 们 只 
称 二 维 数 系统 为 复数 域 ， 而 不 再 称 其 他 x 盖 2 时 的 多 元 数 为 数 域 〈 仅 称 为 超 复 
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数 系统 ) 的 道理 。 

虽然 当初 四 元 数 是 扩展 了 复数 a 十 bi 的 形式 从 纯 数 学 的 角度 提出 的 ， 但 是 
后 来 人 们 发 现 四 元 数 的 研究 直接 推动 了 向 量 代数 的 发 展 ， 导 致 其 在 数论 、 群 
论 、 量 子 理论 以 及 相对 论 等 方面 的 广泛 应 用 。 例 如 ， 哈 密 尔 顿 的 学 生 、 美 国 
著名 的 物理 学 家 麦克 斯 书 〈J. C. Maxwell，1831 一 1879) 在 掌握 了 四 元 数理 论 
后 ， 利 用 向 量 分 析 等 工具 建立 起 了 著称 于 世 的 电磁 理论 。 

四 元 数 的 出 现 完 成 了 传统 观念 下 数 系 的 扩张 。1878 年 ， 富 比 尼 
(F. Frobenius，1849 一 1917) 证 明 : 实数 域 R 上 的 可 除 代 数 只 能 是 实数 域 、 
复数 域 或 四 元 数 除 环 。 

回顾 数 系 的 历史 发 展 ， 似 乎 给 人 这 样 一 种 印象 : 数 系 的 每 一 次 扩充 ， 都 
是 在 旧 的 数 系 中 添加 新 的 元 素 ， 如 分 数 添加 于 整数 ， 负 数 添 加 于 正 数 ， 无 理 
数 添加 于 有 理 数 ， 虚 数 添 加 于 实数 。 但 是 ， 由 四 元 数 的 发 现 过 程 我 们 看 到 : 
数 系 的 扩张 ， 并 不 仅 是 在 旧 的 数 系 中 添加 新 元 素 ， 而 应 该 认为 是 在 旧 的 数 系 
之 外 去 构造 一 个 新 的 代数 系 ， 其 元 素 可 以 在 形式 上 与 旧 的 完全 不 同 ， 但 是 ， 
它 应 该 与 原来 的 旧 的 数 系 是 兼容 的 ， 用 现代 数学 的 话说 ， 它 包含 一 个 与 旧 数 
系 同 构 的 子 集 。 

7X\“ 数 ”的 未 来 

以 上 我 们 叙述 了 最 常见 的 一 些 数 系 ， 随 着 现代 数学 的 飞速 发 展 ， 数 的 家 
庭 已 发 展 得 十 分 庞大 ， 数 的 概念 已 经 变 得 十 分 宽 记 ,产生 了 许多 非 传 统 的 
“ 数 ”。 我 们 不 可 能 也 不 需要 对 它们 一 一 地 加 以 论述 。 为 扩展 视野 考虑 ， 我 们 
选择 了 几 种 新 的 “ 数 ” 做 一 些 简单 介绍 。 我 们 希望 读者 从 数 的 发 展 历程 来 体 
会 人 类 对 数学 、 最 终 对 现实 世界 认识 的 不 断 深 化 。 

(1) 含 无 穷 小 、 无 穷 大 的 超 实数 系 

在 现行 《数学 分 析 》 教 程 中 , “无 穷 小 ”和 “无 穷 大 ”是 它 的 基本 概念 。 
但 值得 注意 的 是 ， 在 标准 的 数学 分 析 教 程 中 均 不 把 无 穷 小 〈 除 0 外 ) 和 无 穷 
大 当 作 “ 数 ” 使 之 参加 运算 ， 也 就 是 说 无 穷 小 和 无 穷 大 均 在 实数 系 中 没有 
地 位 。 

究竟 无 穷 小 和 无 穷 大 能 和 否 看 作 是 “ 数 ”? 1960 年 ， 美 国 数理 逻辑 专家 重演 
还 (A. Robinson) 利用 数理 逻辑 中 的 模型 论 把 无 穷 小 和 无 穷 大 引 人 和 人 实数 系 中 ， 
构成 了 一 个 超 实数 系统 。 所 谓 “ 超 实数 系 ” 就 是 指 : 在 实数 系 中 加 入 正 、 负 
无 穷 小 和 正 、 负 无 穷 大 ， 以 及 形 如 c 十 se《〈c 为 任 一 实数 ，e 为 任 一 无 穷 小 ) 这 
样 的 数 。 正 如 我 们 在 有 理 数 系 中 增加 无 理 数 而 构成 实数 系 一 样 ， 在 实数 系 中 


种 但 


增加 上 述 新 成 员 后 便 构 成 一 个 新 的 数 系 ， 即 超 实数 系 。 超 实数 系 的 成 员 叫 做 
超 实数 。 在 超 实 数 系 中 ， 所 有 实数 ， 正 、 负 无 穷 小 ， 以 及 形 如 c 十 s 的 数 ， 都 
叫做 “有 限 数 "， 而 正 、 负 无 穷 大 被 称 作 “无 限 数 “。 这 样 ， 我 们 在 超 实数 系 
中 国 样 可 以 研究 和 处 理 过 去 我 们 一 直 在 实数 系 中 研究 的 诸如 函数 的 极限 、 导 
数 、 积 分 等 问题 ， 这 就 是 所 请 的 非 标准 分 析 。 

(2) 超 限 数 

众所周知 ， 集 合 可 分 为 有 限 集 与 无 限 集 两 类 。 如 通常 所 认为 的 那样 ， 有 
限 集 的 典型 特征 是 具有 一 个 标志 元 素 个 数 的 目 然 数 。 例 如 : A={al，az，…， 
wj， 这 里 的 “”” 表 示 A 的 元 素 的 个 数 ， 我 们 称 “n” 为 A 的 基数 ; 但 男 一 
方面 ，a, 是 A 的 第 n 个 元 素 ， 这 里 的 “n” 还 具有 次 序 的 舍 义 ， 此 时 又 称 
“nn” 为 A 的 序数 。 所 以 任何 自然 数 既 是 相应 的 有 限 集 合 的 序数 ， 又 是 其 基数 。 


对 于 无 限 集 ， 我 们 就 无 法 说 出 它 的 第 末 位 元 素 的 “号 码 ” 是 几 ， 也 无 法 说 出 . 


它 的 基数 是 几 。 比 如 ， 我 们 不 知道 自然 数 集 N= 二 {1，2，3，…}) 到 底 有 多 少 
个 元 素 。 为 了 确切 地 考察 无 限 集 的 元 素 的 “个 数 ” 的 “多 少 ”， 人 们 把 自然 数 
的 序数 与 基数 的 概念 推广 到 一 般 情 况 ， 这 样 就 提出 了 超 限 序数 与 超 限 基数 的 
概念 。 超 限 序数 与 超 限 基数 统称 为 超 限 数 。 具 有 相同 超 限 数 的 集合 称 为 对 等 
的 ， 例 如 有 理 数 集合 与 整数 集合 是 对 等 的 ， 它 们 都 具有 可 数 基 数 。 关 于 超 限 
基数 ， 有 著名 的 康 托 尔 连续 统 假设 1874 年 ， 康 托 尔 〈G. Cantor，1845 一 
1918) 猜测 在 可 数 集 基 数 和 实数 集 基 数 之 间 没 有 别 的 基数 。1938 年 ， 哥 德尔 
(K. G6del，1906 一 1978) 证 明 连 续 统 假设 与 ZFC ( 策 梅 洛 - 弗 兰 克 尔 集合 论 
公理 系统 ) 的 无 矛盾 性 。1963 年 ， 美 国 数 学 家 科恩 〈P. Choen)》 证 明 连 续 统 
假设 与 ZFC 彼此 独立 。 这 说 明了 连续 统 假设 不 能 用 ZF 公理 系统 加 以 证 明 。 

(3) 广义 数 

由 于 科学 技术 发 展 的 需要 ， 向 量 、 张 量 、 佐 阵 、 群 、 环 、 域 等 概念 不 断 
产生 ， 从 而 把 数学 研究 推 向 新 的 高 峰 。 从 抽象 的 角度 讲 ， 这 些 概念 也 可 列 人 
数字 计算 的 范畴 ， 但 若 归 人 超 复 数 中 不 太 合适 ， 所 以 ， 人 们 将 复数 和 超 复 数 
称 为 狭义 数 ， 把 向 量 、 张 量 、 和 矩阵 等 概念 称 为 广义 数 。 对 此 我 们 不 展开 讨论 。 
只 介绍 一 下 我 国 数学 家 赵 克 勤 于 1989 年 提出 的 一 种 用 于 统一 处 理 模 糊 、 随 
机 、 信 息 不 完全 等 不 确定 性 问题 的 所 谓 联 系数 的 概念 。 

定义 2 称 形 如 a 十 i 十 cj ，a 十 51，a 十 cj ，6 十 cj 的 数 为 联系 数 ， 其 中 <， 
b,c 是 任意 正 数 ，;7= 二 一 1]，iE[ 一 1]，1]」] 且 不 确定 取 值 。 

世界 是 不 确定 性 与 确定 性 的 矛盾 统一 体 。 经 典 数学 一 般 处 理 确 定性 的 问 
题 ; 概率 统计 用 来 解决 随机 不 确定 性 问题 ;而 模糊 数学 用 来 解决 模糊 不 确定 
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性 问题 。 但 无 论 是 概率 论 还 是 模糊 集 理论 ， 它 们 都 以 康 托 的 经 典 集 合 论 作为 
理论 基础 ， 其 基本 思想 是 设法 把 随机 或 模糊 不 确定 性 在 一 定 条 件 下 转化 为 确 
定性 ， 再 用 处 理 变 量 的 数学 来 处 理 这 些 不 确定 性 。 然 而 客观 世界 中 还 有 大 量 
现象 是 无 法 转化 成 单一 确定 性 的 ， 而 只 能 用 所 谓 “ 确 定 不 确定 量 ” 进 行 描述 
和 分 析 。 例 如 : 假定 100 岁 算 年 老 ， 问 60 岁 的 人 算 多 大 程度 的 年 老 ? 你 或 许 
可 以 按照 某 种 规则 确定 一 个 “比例 ”来 定义 60 岁 的 年 老 程 度 ， 但 要 注意 的 
是 :两 个 同样 是 60 岁 的 人 是 有 着 不 同 程度 的 “年 者 ”的 : 和 且 对 同一 个 60 岁 
的 人 ， 不 同 的 观察 者 也 会 有 不 同 的 评价 结果 。 再 例如 : 一 个 方案 让 10 个 人 评 
价 ，6 人 赞同 ，3 人 痉 权 ，1 人 反对 ， 如 何 分 析 3 个 弃权 人 中 的 赞同 倾向 ? 诸 
如 此 类 的 问题 都 是 客观 大 量 存 在 的 ， 其 特点 是 都 具有 本 质 上 的 确定 个 确定 性 ， 
利用 处 理 随机 现象 和 模糊 现象 的 数学 工具 都 无 法 客观 地 描述 和 分 析 这 类 问题 。 
为 此 ， 赵 克勤 于 1989 年 提出 了 联系 数 的 概念 并 在 2000 年 3 月 正式 出 版 了 他 
的 专著 一 一 《 集 对 分 析 及 其 初步 应 用 》。 目 前 集 对 分 析 理 论 已 在 自然 科学 、 社 
会 经 济 等 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

从 上 面 的 讨论 可 见 ， 数 的 概念 的 每 一 次 扩展 ， 都 为 数学 提供 了 新 的 方法 
和 新 的 理论 ， 从 而 也 开辟 了 新 的 研究 领域 。 我 们 相信 ， 随 着 社会 的 发 展 和 科 
学 的 进步 ， 在 “ 数 ” 的 王国 里 还 会 不 断 涌现 出 一 些 新 的 成 员 ， 这 些 新 成 员 也 
必 将 为 社会 和 科学 的 发 展 作出 进一步 的 贡献 。 


$ 2 数学 的 内 容 与 尾 操 


一 、 数 学 是 什么 

从 进入 小 学 到 现在 ， 我 们 几乎 每 天 都 在 学 数学 、 用 数 竺 、 与 “数学 ” 打 
交道 。 我 们 如 何 理解 这 样 一 种 抽象 而 又 具体 的 东西 ? 

什么 是 数学 ? 这 是 一 个 公认 的 难以 回答 的 问题 。 伽 利 略 曾 说 过 : “数学 是 
一 种 语言 ， 是 一 切 科学 的 共同 语言 ， 展现 在 我 们 眼前 的 宇宙 像 一 本 用 数学 语 
言 写 成 的 大 书 ， 如 不 掌握 数学 符号 语言 ， 就 像 在 黑暗 的 迷宫 里 游荡 ， 人 和 什么 也 
认识 不 清 。” 高 斯 对 数学 的 说 法 是 : “数学 是 科学 之 王 …… 它 党 第 届 尊 去 为 天 
文学 和 其 他 自然 科学 效劳 ， 但 在 所 有 的 关系 中 ， 它 都 堪 称 第 一 。 大 师 们 的 伐 
法 看 来 也 无 法 准确 地 定义 什么 是 数学 。 比 较 经 典 的 说 法 是 一 百 多 年 前 恩格斯 
在 《 反 杜 林 论 》 中 ， 曾 将 数学 定义 为 :“ 纯 数学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 
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和 数量 关系 ”4 应 该 说 这 个 定义 在 客观 上 完整 地 概括 了 那 一 时 期 数学 的 对 象 
和 本 质 。 但 是 随 着 19 世纪 以 后 数学 的 快速 发 展 ， 我 们 发 现 很 多 东西 用 这 个 定 
义 已 经 概括 不 了 ， 比 如 在 19 世纪 末 诞 生 的 数理 逻辑 。 在 数理 逻辑 中 既 没 有 数 
也 没有 形 ， 很 难 归 入 恩格斯 的 定义 。 这 并 不 是 说 恩格斯 的 说 法 不 对 ， 而 是 我 
们 应 该 看 到 ， 数 学 定义 是 对 数学 科学 发 展 的 概括 和 总 结 ， 必 然 具 有 其 阶段 性 
与 局 限 性 ， 也 就 是 说 不 仓 在 适合 任何 时 期 吾 古 不 变 的 数学 定义 。 最 起 码 ， 我 
们 可 以 从 现代 数学 的 研究 内 容 与 方法 上 看 到 ， 数 学 的 处 理 对 象 已 经 超越 了 
“现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 "”， 大 量 “ 非 现实 世界 ”的 〈 即 “思维 想象 
中 ”的 )“ 空 间 形 式 和 数量 关系 "， 也 属于 现代 数学 研究 的 范畴 。 从 这 个 意义 
来 讲 ， 思 格 斯 的 说 法 似乎 可 以 扩展 为 数学 是 研究 数量 、 结 构 、 变 化 以 及 空 
间 模 型 等 概念 的 一 门 学 科 。 

但 是 如 果 我 们 放弃 给 数学 下 定义 ， 而 考察 诸如 下 面 的 问题 : 数学 具有 哪 
些 区 别 于 其 他 科学 的 特点 ? 它 有 哪些 研究 领域 ? 为 什么 抽象 的 数学 却 有 这 人 么 
多 具体 的 应 用 ? 数学 的 基本 思维 方式 方法 是 什么 ? 等 等 ， 说 不 定 我 们 能 更 好 
地 理解 数学 ! 


一 、 数 学 的 特点 


数学 区 分 于 其 他 学 科 的 明显 特点 有 三 个 : 第 一 是 抽象 性 ， 第 二 是 精确 性 ， 
第 三 是 应 用 的 极端 广泛 性 。 

数学 的 抽象 性 表现 为 三 点 : 一 是 数学 的 抽象 中 只 保留 熙 的 关系 和 空间 形 
式 而 舍弃 了 其 他 的 一 切 具 体 属 性 ; 二 是 数学 的 抽象 是 一 级 一 级 逐步 提高 的 ， 
它们 所 达到 的 抽象 程度 大 大 超过 其 他 学 科 的 一 般 抽象 ， 三 是 数学 本 身 几 乎 完 
全 周旋 于 抽象 概念 和 它们 的 互相 关系 的 圈子 之 中 。 数 学 的 精确 性 表现 为 数学 
定义 的 准确 和 性 、 推 理 的 逻辑 严格 性 和 数学 结论 的 确定 无 疑 与 无 可 争辩 性 。 而 
数学 的 广泛 应 用 是 由 于 数量 关系 和 空间 形式 方面 的 问题 是 普遍 存在 的 ， 并 且 
现在 各 门 学 科 越 来 越 走向 定量 化 ， 越 来 越 需要 用 数学 来 表达 其 定量 和 定性 的 
规律 。 

(1〉 有 异 于 其 他 学 科 的 抽 稼 性 

任何 一 门 学 科 都 具有 抽象 这 一 特性 。 例 如 在 科学 研究 中 ， 大 量 实 验 的 资 
料 必须 整理 、 简 化 、 归 纳 成 一 般 的 原则 ， 以 使 人 们 了 解 、 和 掌握 事物 的 本 质 ， 
才 有 可 能 扩充 应 用 的 范围 ， 但 数学 科学 在 这 点 上 表现 得 最 为 突出 。 现 代数 学 


@@ 《马克 思 恩 格 斯 全 集 》， 中 文 1 版， 第 20 卷 ，41 页， 北京 ， 人 民 出 版 社 ，1971。 
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基本 上 只 处 理 物体 间 量 的 关系 以 及 空间 的 样式 ， 而 与 物体 实际 的 物理 性 质 已 
经 无 大 了 。 例 如 1、2、3， 只 代表 抽象 的 数 ， 并 不 是 代表 1 个 人 、2 个 苹果 或 
者 3 把 刀 。 双 例如， 直线 概念 是 “ 平 直 ”的 一 种 抽象 ， 而 实际 物体 的 棱 线 严 
格 说 部 是 不 平 直 的 。 

由 于 数学 是 在 不 断 积累 的 基础 上 发 展 的 ， 所 以 其 抽象 的 程度 不 断 增进 ， 
导致 最 后 的 结果 远 比 一 般 科学 更 加 远离 日 常生 活 中 的 具体 经 验 。 到 今天 ,， 许 
多 数学 概念 都 是 对 原型 事物 极其 抽象 的 结果 ， 很 难看 到 其 具体 “模样 ”了 。 
现代 数学 在 抽象 的 概念 以 及 这 些 概 念 间 的 关系 〈 人 公理、 定理 等 ) 中 发 展 ， 所 
有 的 数学 事实 ， 都 由 基础 概念 和 公理 经 过 逻辑 推演 而 来 。 

第 要 说 明 的 是 ， 这 并 非 说 数学 是 数学 家 们 无 中 生 有 “创造 ”出 来 的 。 数 
学 的 这 种 抽象 与 “脱离 现实 ”"， 实 际 上 还 是 来 源 于 客观 世界 。 人 们 在 主动 反映 
外 在 具体 事物 、 分 析 并 推广 所 接触 到 的 大 量 的 具体 经 验 ， 经 过 漫长 岁月 逐步 


.发 展 出 有 一 定 抽象 性 的 基础 概念 的 基础 上 ， 经 过 对 已 有 抽象 概念 的 运用 、 不 


断 推广 与 抽象 ， 得 到 更 加 深刻 的 观念 。 如 此 继续 不 断 ， 数 学 才 发 达到 今天 这 
样 高 深 的 样子 。 所 以 说 数学 并 不 是 空洞 的 符号 游戏 ， 它 们 的 本 原 还 是 由 客观 
世界 反映 而 来 ， 它 的 研究 最 终 也 还 要 回 到 现实 的 世界 。 

(2) 严谨 与 精确 性 

一 般 的 自然 科学 理论 通常 都 有 一 定 的 适用 局 限 ， 然 而 数学 的 基本 定理 一 
日 建立 便 成 为 永久 性 的 普遍 适用 的 真理 。 这 是 由 于 数学 是 从 基本 概念 与 合适 
选 定 的 公理 严谨 推导 出 的 真理 ， 它 所 使 用 的 基本 逻辑 方法 是 演绎 法 ， 其 每 一 
步 推 理 都 在 严格 的 逻辑 条 件 管制 下 ， 它 不 能 引用 不 是 从 基础 概念 定义 来 的 概 
念 ， 所 以 数学 的 系统 脉络 分 明 ， 结 论 精 确 不 移 。 唯 一 可 以 怀疑 的 是 基础 概念 
与 公理 。 但 如 果 你 不 想 陷 入 不 可 知 论 的 泥潭 ， 就 必须 接受 一 些 自明 的 真理 
(基础 概念 和 公理 )， 否 则 便 无 知识 可 言 ， 因 此 数学 的 基础 是 稳固 的 。 同 时 由 
于 数学 语言 是 抛弃 了 事物 的 具体 属性 的 ， 所 以 在 叙述 一 般 性 原理 时 ， 其 语言 
也 是 最 精确 严谨 的 。 

(3) 应 用 的 广泛 性 

我 国 已 故 数学 家 华罗庚 曾 说 :“ 宇 宙 之 大 ， 粒 子 之 微 ， 火 箭 之 速 ， 化 工 之 
巧 ， 地 球 之 变 ， 生 物 之 谜 ， 日 用 之 繁 ， 无 处 不 用 数学 。” 他 的 话 ， 实 际 上 是 指 
出 了 数学 应 用 的 极端 广泛 性 。 

无 论 是 理论 的 架构 ， 还 是 日 常 的 计数 和 科技 的 运算 ， 我 们 的 生产 生活 现 
在 看 起 来 确实 没有 哪 一 样 能 够 离开 数学 。 数 学 已 经 成 为 一 切 理 论 知 识 的 语言 
部 分 ， 没 有 它 我 们 的 思想 无 法 组 织 起 来 ， 也 无 法 彼此 沟通 。 更 不 用 说 那些 与 
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我 们 生活 息息相关 的 日 常 计算 了 。 更 令 人 赞叹 的 是 ， 很 多 表面 上 看 来 毫 无关 
联 的 事情 ,使 用 适当 的 数学 工具 加 以 分 析 ， 便 能 够 发 现 它们 内 在 深刻 的 关 
系 一 一 这 正 是 数学 的 强大 之 处 ! 

随 着 计算 机 的 发 展 ， 数 学 越 来 越 多 地 渗 人 到 各 行 各 业 ， 并 且 物 化 到 各 种 
先进 设备 中 。 从 卫星 到 核电 站 ， 从 天 气 预 报到 家 用 电器 ， 高 科技 的 高 精度 、 
高 速度 、 高 自动 、 高 安全 、 高 质量 、 高 效率 等 特点 ， 无 一 不 是 通过 数学 模型 、 
数学 方法 并 借助 计算 机 的 计算 控制 来 实现 的 。 这 些 都 离 不 开 计 算 机 软件 技术 ， 
而 软件 技术 说 到 底 实际 上 就 是 数学 技术 。 大 量 例子 说 明 ， 在 世界 范围 数学 已 
经 显示 出 第 一 生产 力 的 本 性 ， 它 不 但 是 支撑 其 他 科学 的 “幕后 英雄 ”， 也 直接 
活跃 在 技术 革命 第 一 线 。 

我 们 应 该 看 到 ， 上 述 三 者 不 是 孤立 或 者 对 立 的 ， 而 是 有 着 非常 紧密 的 内 
在 联系 的 。 事 实 上 ， 数 学 之 所 以 能 获得 极其 广泛 的 应 用 ， 其 实 是 离 不 开 它 的 
高 度 抽象 性 和 精确 性 的 。 表 面 看 来 ， 现 实 的 生产 生活 实际 是 既 不 抽象 也 不 精 
确 的 ， 但 是 如 果 没 有 抽象 性 ， 数 学 就 不 会 是 普 适 的 ， 如 果 没 有 精确 性 ， 数 学 
没 办 法 发 展 起 来 。 另 外 ， 我 们 强调 数学 应 用 的 广泛 性 ， 也 不 能 过 于 功利 化 、 
短视 化 ,不 要 陷 人 实用 主义 的 泥潭 。 哈 佛 大 学 数学 物理 教授 阿 瑟 。 杰 佛 
(A.Jaffe) 所 作 的 两 点 精辟 论述 ， 或 许可 以 帮助 我 们 正确 理解 数学 应 用 的 广 
泛 性 ; 

(1) 高 明 的 数学 不 管 怎么 抽象 ， 它 在 自然 界 中 最 终 必 能 得 到 实际 的 应 用 ; 

(2) 要 事先 准确 地 预测 一 个 数学 领域 到 底 在 哪些 地 方 有 用 处 不 可 能 的 。 


三 、 数 学 科学 的 发 展 与 分 类 


数学 发 展 的 历史 非常 悠久 。 大 约 在 一 万 多 年 前 ， 人 类 从 生产 实践 中 就 逐 
渐 形 成 了 “ 数 ” 和 “ 形 ” 的 概念 ， 但 真正 形成 数学 理论 还 是 从 古 希 腊 人 开始 
的 。 其 标志 是 公元 前 300 多 年 前 ， 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 〈Euclid， 约 330B. 
C. 一 275B. C. ) 写 下 了 《几何 原本 》。 这 是 自古 以 来 所 有 科学 著作 中 发 行 最 
广 、 沿 用 时 间 最 长 的 巨著 。 从 那 时 开始 ， 两 和 于 多 年 来 ， 数 学 的 发 展 大 体 可 以 
分 为 三 个 阶段 : 

(1) 17 世纪 以 前 是 数学 发 展 的 初级 阶段 ， 其 内 容 主 要 是 常量 数学 ， 如 初 
等 几何 、 初 等 代数 ; 

(2) 从 文艺 复兴 时 期 开始 ， 数 学 发 展 进 入 了 第 二 个 阶段 ， 即 变量 数学 阶 
段 ， 产 生 了 微 积分 、 解 析 几 何 、 高 等 代数 ; 

(3) 从 19 世纪 开始 ， 数 学 获得 了 巨大 的 发 展 ， 形 成 了 近代 数学 阶段 ， 产 
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生 了 实 变 函数 、 泛 函 分 析 、 非 欧 几 何 、 拓 扑 学 、 近 世代 数 、 计 算数 学、 数理 
逻辑 等 新 的 数学 分 支 。 

半 个 多 世纪 以 来 ， 现代 自 然 科学 和 技术 的 发 展 ， 正 在 改变 着 传统 的 学 科 
分 类 与 科学 研究 的 方法 。“ 数 、 理 、 化 、 天 、 地 、 生 ”这 些 曾 经 以 纵向 发 展 为 
主 的 基础 学 科 与 日 新 月 异 的 技术 相 绪 合 ， 使 用 数值 、 解 析 和 图 形 并 举 的 方法 ， 
推出 了 模 跨 多 种 学 科 门 类 的 新 兴 领 域 ， 在 数学 科学 内 也 产生 了 新 的 研究 领域 
和 和 方法， 如 混沌 与 分 形 几 何 、 小 波 变换 等 。 据 统计 ， 数 学 发 展 至 今 ， 已 经 成 
为 拥有 100 多 个 分 支 的 下 科学 体系 。 尽 量 如 此 ， 其 核心 仍然 是 三 大 传统 数学 
领域 . 

(1) 研究 数 的 理论 的 代数 学 ; 

《2) 研究 形 的 理论 的 几何 学 ; 

(3) 沟通 形 与 数 且 涉及 极限 运算 的 分 析 学 。 


四 、 数 学 的 素质 及 其 思维 方式 


丘 维 声 指 出 ;“ 数 学 素质 包括 提出 数学 问题 ， 理 解 力 ， 人 逻 辑 思维 ， 抽 象 思 
维 ， 创 造 力 等 几 个 方面 ; 观察 客观 世界 的 现象 抓 住 其 主要 特征 ， 抽 象 出 概念 
或 者 建立 模型 ， 进 行 探索 ， 通 过 直觉 判断 或 者 归纳 推理 、 类 比 推理 作出 猜测 ; 
然后 进行 深入 分 析 和 人 逻辑 推理 ， 扬 示 事 物 的 内 在 规律 ， 从 而 使 纷繁 复杂 的 现 
象 变 得 并 然 有 序 ， 这 就 是 数学 的 思维 方式 .” 正 是 由 于 具备 这 种 思维 方式 ， 牛 
顿 才 发 现 了 万 有 引力 定律 。 牛 顿 力 学 的 时 空 观 认为 时 间 与 空间 不 相干 ， 佑 利 
略 变换 式 是 这 种 模型 的 数学 表现 形式 ; 爱 因 斯 坦 的 相对 论 是 宇宙 观 的 一 次 伟 
大 革命 ， 其 核心 内 容 是 时 空 观 的 改变 ， 他 认为 时 间 与 空间 是 相互 联系 的 ， 促 
使 爱 因 斯 坦 作 出 这 一 伟大 责 献 的 仍 是 数学 的 思维 方式 ; 四 维 空间 的 洛 仑 效 变 
换 是 这 种 数学 模型 的 表现 形式 。 电 磁 波 的 发 现 、 非 欧 几 何 的 诞生 等 无 不 用 到 
数学 的 思维 方式 ， 这 是 数学 对 人 类 文明 作出 的 伟大 贡献 。 

前 面 说 过 ， 数 学 中 最 重要 、 最 典型 的 思维 方式 是 演绎 ， 期 由 基础 概念 与 
公理 推导 出 所 有 的 定理 。 数 学 的 论断 不 能 由 实验 得 到 ， 就 是 测量 1 000 万 个 三 
角形 ， 也 不 能 在 数学 上 断言 所 有 三 角形 三 内 角 和 是 180 。 在 演绎 系统 中 ， 我 
们 舍弃 了 基础 概念 原来 的 具体 内 容 ， 而 用 其 他 的 具体 事物 来 解释 它 一 一 任何 
这 种 解释 如 果 又 满足 所 有 公理 ， 则 认为 这 套 解释 就 构成 原来 理论 的 一 个 模型 。 
一 旦 定理 得 证 ， 则 此 定理 在 任何 模型 中 都 成 立 ， 不 需要 在 各 个 具体 的 系统 中 
重复 同样 的 证 明 。 

演绎 方法 是 组 织 起 数学 知识 的 最 好 方法 ， 它 至 少 有 如 下 的 作用 : 
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(1〉 极 大 程度 消去 我 们 认识 上 的 不 清 与 错误 ; 

(2) 将 所 有 怀疑 都 回归 到 对 基础 概念 及 公理 的 怀疑 ; 

(3) 涵盖 了 种 种 的 具体 特例 ， 精 简 与 组 织 了 我 们 对 外 在 世界 的 认识 。 

这 也 能 够 解释 数学 为 什么 有 那么 广泛 的 应 用 性 。 因 为 数学 不 仅 抽象 出 个 
别 事物 的 概念 ， 并 且 进 一 步 抽象 出 一 般 概 念 的 共通 性 质 。 这 类 性 质 是 不 受 物 
体 普 通 物 理性 质 所 局 限 的 ， 因 此 它 有 更 普遍 的 真理 性 。 只 要 这 一 系列 的 抽象 
不 是 从 空洞 的 事物 出 发 ， 它 的 抽象 性 就 必然 保证 了 它 的 广泛 应 用 性 。 数 学 抽 
象 的 基础 是 客观 世界 的 量 与 形 ， 因 此 数学 的 作用 虽然 不 像 螺 丝 刀 、 老 虎 钳 这 
一 类 工具 那么 直接 , 但 是 一 旦 涉及 事物 间 的 深层 关联 ， 必 不 可 少 地 要 用 到 
数学 。 

从 历史 的 经 验 可 知 ， 数 学 与 逻辑 的 普遍 法 则 不 是 任意 规定 的 ， 它 们 是 无 
数 关 于 具体 事物 的 运算 、 有 具体 关系 的 思考 经 验 的 累积 。 因 此 它们 的 意义 在 人 
的 心智 上 变 得 十 分 明确 清晰 而 有 权威 性 。 另 外 ， 由 于 客观 世界 的 均匀 稳定 性 ， 
使 得 这 些 规则 不 会 有 异动 ， 这 保证 了 我 们 在 进行 演绎 推理 的 时 候 不 至 于 出 现 
不 确定 的 绪 果 与 请 误 。 具 体 与 实质 世界 的 真理 性 ， 最 终 成 为 数学 方法 的 基础 。 

我 们 强调 演绎 法 的 重要 ， 并 不 是 说 其 他 思维 方法 在 数学 中 就 不 需要 或 者 
不 重要 了 。 比 如 在 探求 原创 性 数学 概念 的 过 程 中 ， 归 纳 法 就 占 更 重要 的 地 位 。 
这 时 数学 也 要 用 尝试 、 猜 测 等 手段 ， 与 其 他 目 然 科学 方法 相当 类 似 。 我 们 只 
是 为 了 说 明 演 绎 法 的 特性 反映 了 数学 在 内 容 上 的 特色 。 

最 后 ， 作 为 本 讲 的 结尾 ， 我 们 代用 东南 大 学 教授 王 元 明 的 话 ， 对 数学 作 
一 个 这 样 的 理解 与 描述 ， 它 是 一 种 语言 ， 是 一 切 科 学 的 共同 语言 ; 它 是 一 把 
钥匙 ， 一 把 打开 科学 大 门 的 钥匙 ; 它 是 一 种 工具 ， 一 种 思维 的 工具 ; 它 是 一 
门 艺 术 ， 一 门 创造 性 艺术 。 


Sp 
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1. 数 的 扩充 与 发 展 主 要 经 过 了 哪些 阶段 ? 
2， 简 述 数 的 扩充 与 数学 发 展 的 关系 。 
3， 数 学 相对 于 其 他 科学 有 哪些 特点 ? 
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古 希 腊 著 名 学 者 阿 基 米 德 (Archimedes,， 约 287B. C 一 212B. C. ) 说 过 ， 
“只 要 给 我 一 个 支点 ， 我 就 能 摇动 地 球 .。” 在 理论 体系 的 建立 中 ， 这 个 支点 就 
是 不 定义 的 概念 〈 原 词 ) 与 不 证 明 的 命题 (公理 ) 。 试 想 ， 你 要 说 明 甲 概念 ， 
就 需要 借助 乙 概念 ， 要 说 明 乙 概念 ， 又 需要 借助 丙 概 念 …… 如 此 推演 下 去 ， 
总 有 一 个 概念 是 不 能 用 别 的 概念 来 说 明 的 ; 相反 ， 我 们 利用 它 来 说 明 别 的 概 
念 。 这 个 概念 束 是 原 词 。 数 学 中 的 “集合 ”、“ 点 ”、“ 线 ”、“ 面 ”等 就 是 原 词 。 
“点 ”， 届 有 大 小 ， 无 限 可 分 。 但 究竟 “点 ”是 什么 呢 ? 没 法 说 清楚 。 欧 几 里 
得 本 人 说 :“ 面 ”就 是 当 没 有 一 丝 风 的 时 候 ， 池 塘 中 水 面 的 无 限 延 伸 。 我 们 明 
昌 “ 面 ”是 什么 了 吗 ? 似乎 明白 些 什 么 ， 但 又 并 不 十 分 清楚 。 对 于 理论 体系 
的 建立 ， 仅 有 原 词 是 不 够 的 ， 我 们 还 要 有 一 些 基 本 的 命题 ， 这 些 基本 命题 就 
是 公理 。 同 样 的 道理 ， 这 些 基 本 命题 是 不 可 以 证 明 的 ;， 相反 ， 它 们 是 用 来 证 
明 别 的 命题 的 逻辑 基础 。“ 两 点 决定 一 条 直线 ”、“ 不 在 同一 直线 上 的 三 点 决定 
一 个 平面 "、“ 在 平面 上 ， 过 直线 外 一 点 能 且 只 能 引 一 条 直线 与 这 直线 平行 ” 
等 ， 这 些 都 是 欧 几 里 得 几何 的 公理 。 实 际 上 ， 从 根本 上 来 讲 一 切 科学 的 理论 都 
ed 欧 氏 几何 是 这 样 ， 代 数理 论 是 这 样 ， 相 对 论 也 是 这 样 。 一 切 科学 

论 都 只 能 是 基于 公理 体系 的 。 下 面 我 们 学 习 几 个 最 基本 、 最 重要 的 数学 公 
网 体系 然后 简单 介绍 一 下 公理 化 问题 和 公理 体系 的 不 完备 性 一 一 哥 德 尔 定理 。 


$ 1 几何 公理 体系 


一 、 欧 几 里 得 的 主 典 公理 万 法 
平面 几何 学 作为 数学 史上 〈 甚 至 是 整个 科学 史上 ) 第 一 个 完整 的 理论 体 
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系 而 备 受 人 们 的 推崇 。 最 早 曾 述 平面 几何 学 的 著作 是 《几何 原本 》， 它 的 作者 
是 2 000 多 年 前 上 古 希 腊 时 代 的 伟大 学 者 一 一 欧 几 里 得 。 在 西方 ， 人 们 把 这 本 书 
与 《圣经 》 并 列 ， 作 为 对 人 类 影响 最 为 深远 的 书籍 之 一 。 

在 《几何 原本 》 的 开头 ， 欧 几 里 得 列 出 5 个 公理 和 5 个 公设 (按照 欧 几 
里 得 的 想法 ， 公 理 适 用 于 数学 各 个 领域 而 公设 是 仅 适 用 于 几何 的 ) 如 下 。 

公理 1 等 于 同 量 的 量 彼此 相等 。 

公理 2 等 量 加 等 量 ， 其 和 相等 。 

公理 3 等 量 减 等 量 ， 其 差 相 等 。 

公理 4 彼此 能 重合 的 物体 是 全 等 的 。 

公理 $ 整体 大 于 部 分 。 

公设 1 由 任意 一 点 到 任意 〈 另 ) 一 点 可 作 直 线 。 

公设 2 一 条 有 限 直线 可 以 继续 延长 。 

公设 3 以 任意 点 为 心 及 任意 距离 可 以 画 圆 。 

公设 4 凡 直 角 都 相等 。 

公设 5 同 平面 内 一 条 直线 和 另外 两 条 直线 相交 ， 若 在 某 一 侧 的 两 个 内 角 
的 和 小 于 两 直角 ， 则 这 两 直线 经 无 限 延 长 后 在 这 一 侧 相 交 。 

欧 几 里 得 由 这 些 公 理 和 公设 出 发 得 到 了 平面 几何 中 的 常用 定理 (当然 ， 
欧 几 里 得 只 是 古 希腊 数学 的 集大成 者 ， 很 多 定理 并 不 是 由 他 提出 的 )。 上 十 代 
的 人 们 将 这 些 定理 付 诸 实 践 ， 解 决 实 际 问 题 一 一 如 丈量 土地 、 求 图 形 面 
积 等 。 

限于 时 代 的 局 限 , 《几何 原本 》 与 欧 几 里 得 体系 中 存在 一 些 环 疲 : 首先 ， 
欧 几 里 得 几何 学 中 的 点 、 线 、 面 等 概念 采用 了 不 严格 、 不 精确 的 描述 ;其 次 ， 
欧 几 里 得 几何 学 运用 许多 直观 的 概念 ， 如 “ 介 于 …… 之 间 ” 等 都 没有 严格 的 
定义 ; 另外， 一 些 公设 相互 等 价 而 导致 重复 ， 这 实际 上 是 对 于 公理 系统 的 独 
立 性 、 无 矛盾 性 、 完 备 性 没有 证 明 ， 等 等 。 这 些 缺 陷 由 后 来 的 数学 家 们 逐渐 
加 以 弥补 和 完善 。 例 如 ， 阿 基 米 德 补充 了 表述 长 度 、 面 积 和 体积 的 度量 公理 ; 
帕 须 (Pasch) 又 补充 了 顺序 公理 。 但 是 ，《 几何 原本 》 最 伟大 的 意义 在 于 第 
一 次 给 出 了 完整 的 数学 公理 体系 。 后 世 的 许多 数学 家 ， 一 边 改造 和 完善 欧 氏 
几何 的 公理 体系 ， 一 边 寻 求 数学 其 他 学 科 的 公理 基础 。 他 们 形成 了 数学 界 的 
所 请“ 公理 派 ?。 在 他 们 的 带动 下 ， 公 理化 的 趋势 已 扩大 到 诸如 数理 逻辑 、 力 
学 、 电 磁 学 、 量 子 力 学 等 许多 其 他 科学 领域 ， 所 以 我 们 说 公理 方法 对 整个 科 
学 的 进展 起 了 重要 的 作用 。 
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图 2 一 1 欧 几 里 得 图 2 一 2 希 尔 伯 特 


一 、 础 尔 但 特 公理 体系 


人 们 对 《几何 原本 》 中 逻辑 方面 存在 的 一 些 漏洞 、 破 绽 的 发 现 ， 正 是 推 
动 几何 学 不 断 加 前 发 展 的 契机 。20 世纪 的 数学 领袖 、 德 国 数 学 家 希 尔 伯 特 
(D. Hilbert，1862 一 1943) 在 总 结 前 人 工作 的 基础 上 ， 于 1899 年 出 版 了 他 的 
著作 《几何 基础 》 在 这 本 书 里 ， 希 尔 伯 特 为 欧 几 里 得 几何 补充 了 一 些 概 念 和 
公理 ， 使 得 其 更 为 完整 ， 并 在 此 基础 上 提出 了 一 个 比较 完善 的 几何 学 的 公理 
体系 。 这 个 公理 体系 就 被 叫做 希 尔 伯 特 公 理 体系 。 

希 尔 伯 特 公 理 体系 比 欧 几 里 得 的 公理 体系 复杂 得 多 ， 它 是 由 一 些 最 基本 
的 原始 概念 和 五 类 公理 构成 的 。 

基本 概念 (原始 概念 ) 包括; 

(0. 1) 基本 对 象 : 点 ; 直线 ; 平面 。 

《0. 2) 基本 关系 ， 点 在 直线 上 ， 点 在 平面 上 〈 属 于、 通过 、…… 均 为 
在 …… 上 的 同 义 语 )， 一 点 在 另 两 点 之 间 ; 线段 合同 ， 角 合同 。 

第 一 类 公理 叫做 关联 公理 〈 或 结合 公理 )， 共 有 8 个 ， 分 别 是 : 

(1. 1) 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 A、B， 存 在 直线 a 通过 每 个 点 A、B。 

(1. 2) 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 A、B， 至 多 存在 一 条 直线 通过 每 个 点 
A、B。 

(1. 3) 在 每 条 直线 上 至 少 有 两 个 点 ; 至 少 存在 着 三 个 点 不 在 一 条 直线 上 。 

(1.4) 对 于 不 在 一 条 直线 上 的 任意 三 个 点 A、B、C， 存 在 平面 a 通过 每 
个 点 妨 、B、C。 在 每 个 平面 上 至 少 有 一 个 点 。 
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(1. 5〉 对 于 不 在 一 条 直线 上 的 任意 三 个 点 A、B、C， 至 多 有 一 个 平面 通 
过 每 个 点 A、B、C。 

(1. 6〉 如果 直 线 a 上 的 两 个 点 A、B 在 平面 a 上 ， 那 么 直线 a 上 的 每 个 点 
都 在 平面 a 上 。 

《1.7〉 如果 两 个 平面 a、B8 有 公共 点 A， 那 么 至 少 还 有 田 一 公共 点 B。 

《1. 8) 至 少 存 在 四 个 点 不 在 一 个 平面 上 。 

第 二 类 叫做 顺序 公理 ， 共 有 4 个， 分别 是 ， 

(2.1) 设 A、B、C 是 一 条 直线 上 的 三 点 ， 如 果 呈 在 4A、C 之 间 ， 则 B 也 
在 C、A 之 间 。 

(2.2) 已 知 A、B 是 直线 上 两 点 ， 则 直线 上 至 少 有 一 点 C， 使 得 B 在 A、 
C 之 间 。 

(2. 3) 一 条 直线 的 三 点 中 ， 至 少 有 一 点 在 其 他 两 点 之 间 。 

(2. 4) 在 直线 a 不 经 过 三 角形 ABC 的 顶点 ， 且 与 线段 AB 相交 ， 则 ax 与 
AC 或 BC 相交 。 

第 三 类 是 合同 公理 (或 全 等 公理 )， 包 括 : 

(3. 1) 已 知 直线 a 及 a 上 的 线段 AB， 给 出 直线 a 及 其 上 的 点 A 并 指定 
a 上 点 A 的 一 侦 ， 则 在 a 上 点 A' 的 该 侧 存在 点 B ， 使 A 合同 于 〈 或 等 于 ) 
AB。 记 作 AB=A'B“， 

(3.2) 若 A'B’ 二 AB, 8B AB’==AB,， 则 A'B’==AB”， 

(3. 3) 关于 两 条 线段 的 相 加 。 

(3. 4) 关于 角 的 合同 (或 相等 )。 

(3.5) 若 两 个 三 角形 人 ABC 和 和信 A’B'C’ 有 下 列 合 同 式 : AB= A’B，， 
AC=A'C’, LA=AA’, 则 LB=LB', 且 人 A 人 C= 人 C。 

希 尔 伯 特 还 以 此 为 根据 ， 在 《几何 基础 》 中 建立 了 平面 的 刚体 运动 ， 为 
《几何 原本 》 中 “彼此 能 够 要 合 的 物体 是 全 等 的 ”这 一 事实 英和 定 了 公理 化 
基础 。 

第 四 类 平行 公理 中 只 有 一 个 ， 是 修改 了 的 《几何 原本 》 中 著名 的 第 五 

(4. 1) 过 直线 外 一 点 至 多 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 。 

第 五 类 是 连续 公理 ， 包 括 阿 基 米 德 度量 公理 和 直线 的 完备 性 两 条 : 

(5. 1) 如 果 AB 和 CD 是 任意 两 线段 ， 那 么 以 A 为 端点 的 射线 AB 上 ， 必 
有 这 样 的 有 限 个 点 Al, A,， “""9 A,, 使 得 线段 AAAi， AiA:， 由 A,_1A, 都 
和 线段 CD 合同 ,， 而且 B 在 A,_! 和 A, 之 间 。 
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(5. 2) 一 直线 上 的 点 集 在 保持 公理 (1.1)， (1.2)， (2.2)， (3. 1)， 
(5. 1) 的 条 件 下 ， 不 可 能 再 行 扩充 。 

《几何 基础 》 的 出 版 ， 标 志 着 数学 公理 化 新 时 期 的 到 来 。 希 尔 伯 特 的 公理 
系统 是 其 后 一 切 公 理化 的 楷模 ， 他 的 公理 化 思想 极 竣 刻 地 影响 其 后 数学 基础 
的 发 展 。 《几何 基础 》 重 版 多 次 ， 成 为 一 本 广 为 流传 的 经 典 文献 。 

希 尔 伯 特 的 公理 系统 与 欧 几 里 得 及 其 后 任何 公理 系统 的 不 同 之 处 ， 也 是 
他 的 工作 的 最 大 贡献 还 在 于 ， 他 改进 了 欧 几 里 得 的 “实质 公理 体系 ”， 从 而 创 
立 了 “形式 公理 体系 ”。 他 没有 原始 的 几何 元 素 的 定义 ， 定 义 通 过 公理 反映 出 
来 。 这 种 思想 他 在 1891 年 就 有 所 透露 。 他 说 : 我 们 可 以 用 桌子 、 椅 子 、 啤 酒 
标 来 代替 点 、 线 、 面 。 当 然 ， 他 的 意思 不 是 说 几何 学 研究 桌子 、 椅 子 、 啤 酒 
标 ， 而 是 在 几何 学 中 ,点 、 线 、 面 的 直观 意义 要 抛 掉 ， 应 该 研究 的 只 是 它们 
之 间 的 关系 ， 关 系 由 公理 来 体现 。 几 何 学 是 对 空间 进行 逻辑 分 析 ， 而 不 诉 诸 
直观 。 这 种 用 公理 系统 来 定义 几何 学 中 的 基本 对 象 和 它 的 关系 的 研究 方法 ， 
成 了 数学 中 所 谓 的 “公理 化 方法 ”。 

公理 化 的 方法 给 几何 学 的 研究 带 来 了 一 个 新 颖 的 观点 ， 在 公理 法 理论 中 ， 
由 于 基本 对 象 不 子 定 义 ， 因 此 就 不 必 探 究 对 象 的 直观 形象 是 什么 ， 只 专门 研 
究 抽象 的 对 象 之 间 的 关系 、 性 质 。 从 公理 法 的 角度 看 ， 我 们 可 以 任意 地 用 点 、 
线 、 面 代表 具体 的 事物 ， 只 要 这 些 有 具体 事物 之 间 满 足 公 理 中 的 结合 关系 、 顺 
序 关系 、 合 同 关系 等 ， 使 这 些 关 系 满足 公理 系统 中 所 规定 的 要 求 ， 这 就 构成 
了 几何 学 。 因 此 ， 几 是 符合 公理 系统 的 元 素 都 能 构成 几何 学 ， 每 一 个 几何 学 
的 直观 形象 不 止 有 一 个 ， 每 一 种 直观 形象 我 们 都 把 它 叫 做 几何 学 的 解释 ， 或 
者 叫做 某 种 几何 学 的 模型 。 例 如 ,平常 我 们 所 熟悉 的 几何 图 形 ， 在 人 研究 几何 
学 的 时 候 并 不 是 必须 的 ， 它 不 过 给 我 们 一 种 直观 形象 而 已 。 

希 尔 伯 特 不 仅 提出 了 一 个 完善 的 几何 体系 ， 并 且 还 提出 了 建立 一 个 公理 
系统 的 原则 。 就 是 说 ， 在 一 个 公理 系统 中 ， 应 该 包含 多 少 条 公理 ， 以 及 采用 
哪些 公理 ， 应 当 考 虑 如 下 三 个 方面 的 问题 : 

第 一 ， 相 容 性 (无 牙 秆 性 )。 在 一 个 公理 系统 中 ， 各 条 公理 应 该 是 不 矛盾 
的 ， 它 们 和 谐 共 存 于 同一 系统 中 。 这 个 要 求 很 自然 ， 否 则 如 果 从 这 个 公理 系 
统 中 推出 相互 矛盾 的 结果 来 ， 那 么 这 个 公理 系统 就 会 毫 无 价值 。 

第 二 ， 独 立 性 。 公 理 体系 中 的 每 条 公理 应 该 是 各 自 独立 而 互 不 依附 的 ， 
也 就 是 说 公理 没有 多 余 的 。 一 个 公理 如 果 不 能 由 其 他 公理 推导 出 来 ， 它 对 其 
他 公理 就 是 独立 的 。 假 如 把 它 从 公理 系统 中 删除 ， 那 么 有 些 结论 就 要 受到 影 
响 。 希 尔 伯 特 证 明 独 立 性 的 方法 是 建造 模型 ， 使 其 中 除了 要 证 明 的 公理 〈 比 
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如 说 平行 公理 ) 之 外 其 余 的 公理 均 成 立 ， 而 且 该 公理 的 否定 也 成 立 。 

第 三 ， 完 备 性 。 公 理 体系 中 所 包含 的 公理 应 该 是 能 足够 证 明 本 学 科 的 任 
何 新 命题 的 。 对 此 ， 和 希 尔 伯 特 猜 想 ， 不 仅 形 式 数学 系统 的 基础 逻辑 一 一 谓词 
演算 是 完全 的 ， 而 且 每 一 个 形式 数学 系统 也 是 完全 的 ， 特 别 是 皮 亚 诺 算 术 系 
统 P 应 当 是 完全 的 ， 其 体系 中 的 所 有 命题 总 是 可 以 被 证 真 或 者 证 伪 的 (二 者 
居 其 一 )。 但 他 没有 证 实 他 的 这 个 想法 ， 直 到 1931 年 哥 德 尔 给 出 了 一 个 否定 
的 证 明 。 

由 于 这 些 公 理 具 有 独立 性 和 无 予 古 性 ， 因 此 可 以 增 减 公 理 或 使 其 中 公理 
变 为 否定 ， 并 由 此 得 出 新 的 几何 学 。 比 如 平行 公理 换 成 其 否定 就 得 到 非 欧 几 
何 学 ; 阿 基 米 德 度量 公理 〈 大 意 是 一 个 短线 段 经 过 有 限 次 重复 之 后 ， 总 可 以 
超出 任意 长 的 线段 〉 换 成 非 阿 基 米 德 的 公理 就 得 到 非 阿 基 米 德 几何 学 。 希 尔 
但 特 在 他 的 书 中 详尽 地 讨论 了 非 阿 基 米 德 几何 学 的 种 种 性 质 。 

从 此 ， 几 何 学 研究 的 对 象 更 加 广泛 了 ， 几 何 学 的 含义 比 欧 几 里 得 时 代 更 
为 抽象 。 这 些 ， 痢 对 近代 几何 学 的 发 展 带 来 了 这 远 的 影响 。 
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从 时 间 上 来 说 ， 代 数 方 面 的 公理 化 来 得 比 几 何 的 要 晚 一 些 。 我 们 要 介绍 
的 是 意大利 数学 家 皮 亚 诺 的 具有 历史 意义 的 工作 。 

皮 亚 诺 (G. Peano，1858 一 1932〉 是 19 世纪 末 20 世纪 初 最 伟大 的 数学 家 
之 一 ， 他 在 几何 、 数 理 逻 辑 、 微 积分 、 微 分 方程 、 积 分 方程 等 许多 数学 领域 都 
有 很 深刻 的 研究 。 但 最 著名 的 工作 还 是 建立 以 他 的 名 字 命 名 的 自然 数 公理 体系 。 

1889 年 皮 亚 诺 的 名 著 《 算 术 原 理 新 方法 》 出 版 ， 书 中 他 完成 了 对 整数 的 
公理 化 处 理 ， 使 得 这 本 小 册子 成 为 经 典 之 作 。 他 在 其 中 做 了 最 重要 的 两 件 事 ， 
一 ， 把 算术 明显 地 建立 在 几 条 公理 之 上 ; 二 ， 公 理 都 用 新 的 符号 来 表达 。 
1891 年 皮 亚 诺 创建 了 《数学 杂志 》(Rivista di Mathematica) ， 并 在 这 个 杂志 
上 用 数理 逻辑 符号 写 下 了 这 组 自然 数 公 理 ， 且 证 明了 它们 的 独立 性 。 

皮 亚 诺 用 两 个 不 定义 的 概念 “1” 和 “后 继 者 ”及 四 个 公理 来 定义 自然 
数 。 用 他 的 说 法 ， 所 谓 自 然 数 是 指 满足 以 下 性 质 的 集合 N 中 的 元 素 : 

(1) 1 是 六 的 一 个 元 ， 它 不 是 六 中 任何 元 的 后 继 者 ， 若 a 的 后 继 者 用 a- 
表示 ， 则 对 于 N 中 任何 wa，a ”天 1; 

(2) 对 于 六 中 任意 元 ac ， 存 在 而 且 仅 存在 一 个 后 继 者 ca :; 
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(3) 对 于 N 中 任何 a，4， 若 a* = 二 b* ， 则 a=b。; 

(4) 归纳 公理 ) N 的 一 个 子 集合 M， 者 具有 以 下 性 质 : 1 EM, 当 a€E M 
时 ， 有 a EM,， 则 ME N。 

可 以 证 明 ， 公 理 〈4》 有 以 下 等 价 形 式 : 大 任意 命题 已 对 1 得 到 证 明 ， 更 
假定 它 对 于 小 于 自然 数 的 一 切 自 然 数 & 均 真确 ， 从 而 推出 它 对 于 ww 也 真确 ， 
则 该 命题 对 于 所 有 的 日 然 数 都 真确 。 这 实际 上 就 是 我 们 熟悉 的 数学 归纳 法 
原理 。 

算术 的 基本 概念 和 逻辑 推论 法 则 ， 深 刻 反 映 了 我 们 周围 世界 的 客观 规律 
性 ， 同 时 也 构成 了 数学 其 他 分 支 的 最 坚实 的 基础 。 

皮 亚 诺 在 其 他 领域 中 也 使 用 了 公理 化 方法 。 他 期 望 能 将 他 的 数理 逻辑 的 
概念 应 用 在 数学 各 分 支 的 所 有 已 知 结果 上 ,， 试 图 从 他 的 逻辑 记号 的 若干 基本 
公理 出 发 建立 整个 数学 体系 。 他 使 数学 家 的 观点 发 生 了 深刻 变化 ， 对 布尔 巴 
基 学 派 产生 了 很 大 影 啊 。 


图 2 一 3 皮 亚 诺 


$3 其 他 数学 对 象 的 公理 化 


与 我 们 大 学 数学 离 得 最 近 的 公理 化 方法 是 线性 代数 中 线性 空间 的 定义 。 

考察 一 个 与 数 域 下 有关、 其 中 定义 了 两 个 运算 “十 ”和 ““， ”的 非 空 集 
合 V， 如 果 下 列 条 件 被 满足 ， 则 称 V 为 上 的 线性 空间 : 

(1) au 十 6 一 Fas 
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(2) (a 十 PD 十 y= 二 a 十 (8 十 7); 

(3) V 中 有 一 个 零 元 O: 对 任何 aEV， 都 有 O 十 一 c; 

(4) V 中 每 一 个 元 素 a 都 有 一 个 a 的 负 元 素 a ,使 a 十 一 O; 

(5) a(latf)=aatap; 

(6) 〈a 十 D)a 一 Ca 十 pa; 

(7) (ab)}a=al(ba); 

(8) la=a。 

(这 里 a、B、Y 是 V 中 任意 元 素 ，a、2 是 下 中 的 任意 数 。) 

(1) 一 (8) 刻画 了 线性 空间 的 一 个 公理 化 体系 ， 用 这 些 公 理 可 以 证 明 零 向 
量 、 负 疝 量 的 唯一 性 ; 如 二 0 必 有 上 = 二 0 或 者 a 二 O; 子 空间 的 存在 性 等 命题 的 成 
立 。 在 此 公理 系统 中 , 尺 ，C， 了 六， 六， 开门，M CD ， 严 ，CLa,， 6b] 等 一 系列 
线性 空间 具有 了 共性 ， 讨 论 它们 的 思路 统一 为 ， 基 一 坐标 一 维 数 一 同 构 。 

在 上 述 线性 空间 定义 的 基础 上 ， 通 过 用 公理 化 方法 定义 内 积 ， 实 数 域 R 
上 欧 氏 空间 E 的 公理 化 定义 也 得 以 给 出 ， 设 王 是 一 个 实数 域 上 的 线性 空间 ， 
当 且 仅 当 二 元 实 值 函 数 Lec， 有 满足 下 列 公 理 时 ，E 成 为 一 个 欧 氏 空间 : 

(1 ) [a, 8] = [8, aj; 

(2 ) [aty, B| = La, Bj + Ly, 有; 

(3') [ka, Bl 一 上 [a, Bj; 

(4') 当 a 关 0 时, [a, 8] 半 0。 

(这 里 a,，B，Y 是 EE 中 任意 向 量 ,& 是 任意 实数 ,) 

在 欧 氏 空间 中 ， 由 公理 (1')~(4 》 可 推 证 出 向 量 的 度量 性 质 (如 向 量 的 
长 度 、 向 量 的 方向 角 及 两 个 同 量 的 夹 角 ) 以 及 有 关 的 定理 ， 进 而 建立 欧 氏 空 
间 内 向 量 之 间 的 关系 结构 ， 从 而 形成 一 个 公理 系统 。 这 样 ，R" 与 CLa, 5」 有 
了 相同 的 讨论 方式 ， 柯 西 不 等 式 也 有 了 统一 的 表达 式 ， 即 [a, Bj] 所 Le，aj 
[8, 8]。 

在 19 世纪 末 到 20 世纪 初 的 公理 化 浪潮 中 ， 数 学 家 们 对 一 系列 的 数学 对 
象 进行 了 公理 化 。 例 如 由 于 解 代数 方程 而 引进 的 域 及 群 的 概念 ， 开 始 时 都 是 
十 分 具体 的 ， 如 置换 群 。 到 19 世纪 后 半 叶 ， 逐 步 有 了 抽象 群 的 概念 并 用 公理 
刻画 它 。 群 的 定义 由 一 个 带 有 运算 的 非 空 集合 及 四 条 公理 组 成 ， 即 封闭 性 、 
运算 满足 结合 律 、 有 单位 元 素 及 逆 元 素 存 在 。 

群 在 数学 中 是 无 处 不 在 的 ， 但 是 抽象 群 的 研究 一 直到 19 世纪 末 才 开始 。 
域 的 公理 比较 多 一 些 ， 有 理 数 域 、 实 数 域 、 复 数 域 都 是 抽象 域 的 具体 模型 。 另 
外 ， 环 、 偏 序 集 、 全 序 集 、 格 、 布 尔 代数 等 大 量 的 数学 系统 也 都 已 经 公理 化 。 
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男 一 大 类 结构 是 拓扑 结构 。 拓 扑 空 间 在 1914 到 1922 年 之 间 得 到 公理 化 ， 
泛 函 分 析 中 的 希 尔 伯 特 空间 、 书 拿 赫 空 间 也 随 之 完成 公理 化 ， 成 为 20 世纪 抽 
象 数学 研究 的 出 发 点 。 在 模型 论 中 ， 这 些 数学 结构 成 为 逻辑 语句 构成 理论 的 
模型 。 


$4 哥 德 尔 不 完备 性 定理 


目 希 尔 伯 特 提出 公理 体系 的 三 大 要 求 以 来 ， 所 有 的 人 都 希望 我 们 所 使 用 
的 公理 体系 是 相 容 的 、 独 立 的 并 且 是 完备 的 ， 这 种 想法 当然 是 有 很 大 诱惑 的 。 
例如 如 果 能 证 明 数 学 公理 体系 的 完备 性 ， 那 么 对 哥 德 巴赫 猜想 之 类 难度 极 大 
的 猜想 我 们 便 可 放心 让 其 “安睡 ” 符 干 年 ， 一 直 等 到 人 类 有 足够 的 智力 来 解 
决 它 们 ， 因 为 解决 只 在 迟早 之 间 。 但 是 这 个 布 望 仅 仅 是 一 个 “和 希望”。 

1931 年 ， 捷 元 数理 逻辑 学 家 哥 德 尔 发 表 了 题 为 《 论 〈 数 学 原理 〉 及 有 关 
系统 的 形式 不 可 判定 命题 》 的 著名 论文 ， 其 中 包含 一 个 对 数学 界 具有 “上 毁灭 
性 ”的 断言 : 任 一 包含 算术 的 形式 系统 ， 它 的 一 致 性 和 完全 性 是 不 可 兼 得 的 。 
或 者 说 ， 如 果 一 个 包含 算术 的 形式 系统 是 一 致 的 ， 那 么 这 个 系统 必然 是 不 完 
全 的 。 所 谓 不 完全 ， 就 是 指 存在 一 个 公式 A， 使 得 A 和 非 A 在 这 个 系统 内 都 
不 可 证 。 这 就 是 大 名 易 易 的 所 谓 “ 哥 德尔 第 一 不 完备 性 定理 "。 哥 德尔 的 工作 
使 希 尔 伯 特 的 幻想 破灭 了 ， 因 为 这 与 希 尔 伯 特 的 猜想 和 人 们 的 希望 完全 相反 1 
有 人 惊 呼 :数学 的 “灾难 ”降临 了 ! 也 有 人 悲叹 : 上 帝 是 存在 的 ， 因 为 数学 
无 疑 是 相 容 的 ; 魔鬼 也 是 存在 的 ， 因 为 我 们 不 能 证 明 这 种 相 容 性 ! 
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自问 地 音 宕 副本 刘 间 克 直 十 吉 夫 可 划 了 康生 清和 贰 和 再 生计 人 训 如 惫 汕 轩 全 下 下 浊 和 是 章 读 开 和 和 本 有 号 本 伸 玫 站 间 量 


其 实 ， 如 果 你 有 兴趣 和 耐心 ， 抛 开 抽 象 的 形式 逻辑 后 ,我 们 不 需 多 少 高 
等 数学 知识 ， 用 中 学 数学 知识 就 能 大 致 弄 懂 哥 德尔 定理 。 大 家 都 知道 ， 算 术 
是 数学 中 最 基本 的 体系 。 这 里 ， 以 “算术 公理 系统 (也 就 是 皮 亚 诺 公 理 系 统 ) 
是 不 完备 的 ”为 例 讲 一 下 证 明 的 思想 。 

第 一 步 ， 哥 德尔 把 所 用 到 的 算术 元 件 : 轴 辑 操作 符号 〈 非 ， 列 含 ， 
Y 〈 对 任何 )，…)》、 运 算 符 号 〈 加 ， 乘 ， 左 右 括 导 ，…)、 等 号 “一 ”、 常 量 
(0，1，2，…)、 恋 量 (z(1)，z(2)，…) 等 ， 都 一 一 对 应 于 一 个 正 整数 ， 称 
为 哥 德 尔 数 。 

第 二 步 ， 建 立 一 个 通过 以 上 元 件 写 出 算术 陈述 语句 和 证 明 语 句 的 规则 。 
在 元 件 编号 的 基础 上 再 定义 与 这 些 语句 一 一 对 应 的 哥 德 尔 数 。 通 过 哥 德 尔 数 
的 性 质 又 可 提供 一 个 判 则 ， 判 渐 一 个 哥 德 尔 数 所 对 应 的 语句 是 或 者 不 是 另 一 
个 语句 的 证 明 。 

第 三 步 ， 根 据 以 上 结果 构造 一 个 哥 德 尔 数 为 m 的 语句 :“ 具 有 哥 德 尔 数 mm 
的 语句 没有 合适 的 证 明 语 句 ”。 因 为 此 语句 的 哥 德 尔 数 恰 为 m， 这 等 于 说 “本 
语句 不 能 被 证 明 ”。 

现在 我 们 看 到 这 个 语句 就 不 能 根据 公理 体系 加 以 形式 上 的 证 明 。 因 为 ， 
如 果 不 可 证 ， 那 它 已 是 一 名 不 可 证 明 的 语句 ;如 果 可 证 ， 又 说 明了 “本 语句 
不 能 被 证 明 ”， 也 就 是 说 ， 我 们 要 承认 系统 里 面 有 不 可 以 证 明 的 语句 ! 

从 以 上 的 简单 介绍 中 ， 我 们 看 到 哥 德 尔 定理 是 从 算术 公理 出 发 进行 推理 
的 ， 利 用 哥 德 尔 数 讨 论 问题 是 一 个 关键 。“ 哥 德尔 定理 ” 既 叫 “生理 ”地 有 
证明”， 它 的 每 一 步 推理 都 有 根据 ， 这 些 “ 根 据 ” 归 根 到 底 也 是 来 和 目 公 理 体 
系 。 也 正 因为 它 在 算术 公理 体系 内 推理 ， 发 现 了 体系 内 的 问题 ， 它 的 结论 才 
对 算术 体系 有 意义 。 如 果 站 在 算术 体系 之 外 ， 你 按 你 的 规则 ， 我 按 我 的 根据 ， 
那 就 没有 什么 意义 了 。 

上 述 哥 德尔 定理 指出 ， 在 任何 数学 公理 体系 下 ， 总 存在 它 不 能 做 出 判断 
的 数学 命题 ， 即 逻辑 演绎 也 存在 失效 的 地 方 。 无 论证 明 怎 么 严密 ， 一 旦 纳 人 
整体 来 考虑 ， 问 题 肯 和 定 会 暴露 出 来 ， 这 说 明 公 理 体 系 不 具有 普 适 性 ， 只 在 规 
定 的 前 提 范 围 内 才 是 有 效 的 。 所 谓 的 数学 证 明 也 还 是 在 公理 化 基础 之 上 的 演 
绎 证 明 ， 不 具有 完全 严格 的 确定 性 ， 具 有 一 定 的 不 完备 性 ， 只 具有 相对 的 真 
理性 。 

哥 德 尔 定理 的 意义 之 一 在 于 ， 那 种 希望 把 数学 公理 体系 搞 成 一 个 形式 化 
系统 、 和 希望 所 有 的 猜想 都 能 从 公理 出 发 加 以 判定 、 和 希望 不 发 生 “ 出 乎 始 料 ” 
的 事 的 期 望 ， 是 不 可 能 实现 的 。 这 是 我 们 使 用 数学 公理 体系 时 需要 注意 的 。 
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至 于 哥 德 尔 定理 的 其 他 和 意义， 以 及 在 一 个 公理 体系 中 不 可 判定 的 “猜想 ”是 
否 在 男 一 公理 体系 中 可 判定 等 问题 ， 读 者 可 以 参阅 其 他 相关 的 文章 。 

有 一 个 例子 足以 说 明 哥 德尔 的 影响 是 深远 的 。2002 年 夏天 北京 国际 数学 
家 大 会 ， 稚 金 的 报告 就 是 《 哥 德 尔 与 M 理论 》。 在 当今 国际 物理 研究 领域 ， 
很 多 科学 家 提出 有 可 能 存在 一 个 能 描述 一 切 物理 现象 的 理论 ， 并 把 这 一 理论 
称 为 超 弦 理 论 。 爱 因 斯 坦 后 期 一 直 在 寻找 的 统一 场 论 也 是 其 中 之 一 。 不 过 和 坎 
金 认为 ， 建 立 一 个 单一 的 描述 宇宙 的 大 统一 理论 是 不 太 可 能 的 。 和 霍金 说 他 的 
这 一 推测 正 是 基于 数学 领域 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 。 


在 本 讲 将 要 结束 的 时 候 ， 我 们 指出 ; 要 注意 区 分 作为 科学 的 “数学 公理 ” 
和 作为 教学 内 容 处 理 的 “数学 教学 公理 ”。 例 如 :; 从 数学 科学 的 角度 来 说 ， 
“两 直线 平行 ， 同 位 角 相 等 ”并 不 是 公理 ， 因 此 ， 以 “两 直线 平行 ， 同 位 角 相 
等 ”为 公理 来 证 明 “ 两 直线 平行 ， 内 错 角 相等 ”和 “两 直线 平行 ， 同 旁 内 角 
互补 是 有 问题 的 。 但 中 学 数学 教材 多 是 这 样 处 理 的 :以 “两 直线 平行 ， 同 
位 角 相 等 ”为 依据 ， 逻 辑 地 说 明 “ 两 直线 平行 ， 内 错 角 相等 ”与 “两 直线 平 
行 ， 同 旁 内 角 互 补 ”。 这 从 中 学 数学 教学 内 容 的 处 理 角 度 来 说 ， 有 它 的 方便 与 
实用 之 处 。 同 样 的 理由 ,“ 三 组 对 应 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 ”并 非 “ 数 
学 公理 ”的 命题 ， 也 一 直 被 我 们 中 学 数学 教材 作为 “教学 公理 ”在 使 用 。 即 
使 到 了 高 等 数学 里 ， 我 们 也 能 找到 一 些 这 样 的 例子 ， 如 “线性 空间 ”的 定义 
中 著名 的 8 大 公理 ， 即 使 在 任意 的 数 域 上 实际 上 也 只 有 7 条 是 独立 的 。 现 在 
所 有 的 线性 代数 教科 书 仍然 使 用 8 条 公理 的 说 法 ， 这 里 面 大 约 既 有 实用 的 理 
由 ， 也 有 历史 的 原因 吧 。 


思考 题 


， 在 数学 发 展 过 程 中 ， 产 生 了 哪 几 个 重要 的 公理 体系 ? 

公理 化 的 主要 思想 方法 是 怎样 的 ? 

， 哥 德尔 不 完备 性 定理 有 什么 重要 意义 ? 它 给 我 们 什么 启示 ? 

， 简 述 作为 科学 的 “数学 公理 ”和 作为 教学 内 容 处 理 的 “数学 教学 公 
理 ” 的 差别 。 


~ 


第 二 讲 ”对 还 是 错 ? 尾 论 与 数学 危机 


我 们 先 从 一 个 小 游戏 开始 。 
上 诬 时 ， 老 师 在 黑板 上 写 下 : 


这 里 有 三 个 错误 的 句子 


学 生 们 开始 回答 。 可 是 他 们 很 快 发 现 上 自己 陷入 了 一 个 “陷阱 ”如 果 他 们 回答 
只 有 第 三 句 和 第 五 句 错 了 ， 则 第 一 句 也 是 错 的 ， 这 样 就 共有 三 句 话 错 了 ， 所 
以 第 一 名 话 又 是 对 的 。 但 是 当 你 承认 第 一 名 是 对 的 时 候 ， 则 又 只 有 第 三 句 和 
第 五 句 是 错 的 ， 所 以 第 一 名 不 对 了 ! 无 论 你 如 何 回 答 ， 总 是 得 到 与 你 的 答案 
相反 的 结果 ， 似 乎 这 么 简单 的 一 个 问题 是 没有 答案 的 。 这 是 怎么 回 事 ? 这 就 
是 数学 中 潜伏 着 的 怪物 一 一 悖 论 。 

“ 悖 论 ” (paradox) 一 词 源 于 希腊 文 “para 十 dokein”， 原 意 为 “多 想 一 
想 ”， 引 申 为 “无 路 可 走 ， 四 处 碰壁”,， 现 译 义 为 “似是而非 的 观点 ， 目 相 矛 
盾 的 话 ?”。 悖 论 实 际 上 是 一 种 特殊 的 逻辑 矛盾 。 一 般 我 们 把 以 下 几 种 情况 都 称 
为 悖 论 : 

(1) 一 种 论断 看 起 来 好 像 肯 定 错 了 ， 但 实际 上 却 是 对 的 〈 伴 廖 ); 

(2) 一 种 论断 看 起 来 好 像 肯 定 是 对 的 ,但 实际 上 却 错 了 似是而非 ); 

《3) 一 系列 推理 过 程 看 起 来 无 懈 可 击 ， 可 是 却 导 致 逻 辑 上 目 相 艺 盾 。 

现在 我 们 所 说 的 数学 上 的 悖 论 ， 主 要 是 指 第 三 种 。 所 以 它 在 很 多 情况 下 
表现 为 不 符合 排 中 律 的 矛盾 命题 : 由 它 的 真 ， 可 以 推出 它 为 假 ; 由 它 的 假 ， 
又 可 以 推出 它 为 真 。 关 于 侍 论 的 比较 精确 的 陈述 是 希 尔 伯 特 给 出 的 : 如 果 茶 
一 理论 的 公理 和 推理 规则 看 上 去 是 合理 的 ， 但 在 这 个 理论 中 推出 了 两 个 互相 
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矛盾 的 命题 ， 或 者 证 明了 一 个 表现 为 两 个 矛盾 命题 的 等 价 式 的 复合 命题 ， 那 
么 我 们 就 说 这 个 理论 包含 一 个 那 论 。 

悖 论 看 似 荒诞 ， 但 却 在 数学 史上 产生 过 重要 影响 。 数 学 虽然 历来 被 视 为 
严格 、 和 谐 、 精 确 的 典型 学 科 ， 但 它 的 发 展 从 来 不 是 直线 式 的 ， 它 的 体系 也 
不 是 永远 和 谐 的 ， 特 别 是 一 些 重 要 悖 论 的 产生 ， 曾 经 引起 人 们 对 数学 基础 的 
怀疑 以 及 对 数学 可 靠 性 信仰 的 动摇 。 由 此 导致 的 怀疑 还 会 引发 人 们 认识 上 的 
普遍 危机 感 ， 这 时 那 论 就 会 导致 “数学 危机 ”的 产生 。 数 学 发 展 史上 的 三 次 
危机 丝 由 数学 导 论 而 起 。 然 而 ， 数 学 悖 论 和 人 危机 的 产生 并 不 全 是 坏事 。 一 些 
著名 的 迟 论 曾 引 发 诸多 伟大 的 数学 家 和 人 逻辑 学 家 长 期 艰难 而 深入 的 思考 ， 并 
由 此 而 产生 很 多 新 的 数学 思想 和 理论 。 例 如 欧 拉 的 拓扑 学 、 冯 “， 诺 依 曼 (Von 
Neumann，1903 一 1957) 的 博 穿 论 等 均 起 源 于 数学 悖 论 。 迄 今 为 止 数学 的 三 
次 危机 ， 每 一 次 都 导致 了 新 的 数学 理论 的 出 现 ， 从 而 促进 了 数学 自身 的 发 展 。 

应 该 注意 ， 悖 论 不 是 “ 施 辨 "”， 因 为 悖 论 与 施 辩 有 本 质 的 不 同 。 后 者 不 仅 
从 公认 的 理论 明显 看 出 是 错误 的 ， 而 且 通 过 已 有 的 理论 逻辑 可 以 论述 其 错误 
的 原因 而 前 者 昌 感 到 是 不 妥 的 ， 在 现 有 理论 之 下 却 不 能 阐明 其 错误 的 原因 。 


$1 和 希 帕 索 斯 悖 论 与 第 一 次 数学 危机 


一 、 毕 达 哥 拉 斯 学 派 及 勾 股 定理 


数学 发 展 史 上 的 第 一 次 危机 发 生 于 十 希腊 时 期 ， 与 义 股 定理 的 发 现 以 及 
希 帕 索 斯 悖 论 密 切 相 关 。 

毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras， 约 572B.C. 一 497B. C. ) 是 古 和 希腊 的 著名 数学 
家 与 哲学 家 ， 他 曾 创 立 了 一 个 合 政治 、 学 术 、 宗 教 三 位 于 一 体 的 神秘 主义 派 
别 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 。“ 唯 数论 ”是 该 学 派 的 哲学 基石 , “万物 丝 数 ” 就 是 毕 
达 哥 拉 斯 本 人 提出 的 著名 观点 。 他 们 认为 世间 万 物 的 本 原 是 数 ， 宇 宙 的 本 质 
就 是 数 的 和 谐 ， 数 的 规律 统治 万 物 。 不 过 要 注意 的 是 ， 在 那个 年 代 ， 他 们 所 
说 的 “ 数 ” 只 是 整数 ， 或 者 至 多 是 有 理 数 。“ 一 切 数 均 可 表示 成 整数 或 整数 之 
比 ” 就 是 这 一 学 派 的 数学 信仰 。 

我 们 知道 ,“ 勾 股 定理 ”是 欧 氏 几何 中 最 著名 的 定理 之 一 ， 开 普 勒 将 其 与 
黄金 分 割 并 称 为 欧 氏 几何 的 两 颗 明 珠 。 它 是 人 类 最 早 认 识 到 的 平面 几何 定理 
之 一 ， 同 时 也 在 实践 中 有 着 极其 广泛 的 应 用 。 在 我 国 ， 这 个 定理 最 早 见 于 西 
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周 时 期 商 高 〈 比 毕 达 哥 拉 斯 早出 生 五 百 多 年 ) 同 周公 的 一 段 对 话 中 ( 见 西汉 
数学 着 作 《 周 体 算 经 》)， 所 以 中 国人 把 这 个 定理 叫 作 “ 商 高 定理 ”。 不 过 ， 我 
国 对 它 的 证 明 较 晚 ， 直 到 三 国 时 期 ， 赵 爽 才 用 面积 割 补给 出 它 的 第 一 个 证 明 。 
欧 几 里 得 在 编著 《几何 原本 》 时 ， 认 为 这 个 定理 是 毕 达 哥 达 斯 最 早 证 明 的 ， 
因而 国外 一 般 称 之 为 “ 毕 达 哥 拉 斯 定理 ”。 据 说 毕 达 哥 拉 斯 当时 曾 杀 了 一 百 头 
牛 来 庆贺 这 一 伟大 定理 的 证 明 ， 因 此 这 一 定理 还 获得 了 一 个 带 神秘 色彩 的 称 
号 ;“ 百 牛 定 理 ”。 遗 憾 的 是 ， 当 年 毕 达 哥 拉 斯 定理 证 明 的 方法 已 失传 ， 现 在 
最 流行 的 证 明 方 法 是 欧 几 里 得 的 〈 据 说， 关于 勾 股 定理 的 证 明 方 法 现 已 有 500 
余 种 )。 然 而 具有 莫 剧 意味 的 是 ， 毕 达 哥 拉 斯 建立 的 这 一 著名 定理 最 后 成 了 这 
个 学 派 数学 信仰 的 “ 掘 墓 人 ”。 
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图 3 一 1 上 毕 达 哥 拉 斯 图 3 一 2 欧 多 克 斯 


二 、 和 希 则 索 斯 悖 论 与 第 一 次 数学 危机 


在 一 般 人 看 来 ， 对 于 任何 两 条 不 一 样 长 的 线段 ， 我 们 都 能 找到 第 三 条 线段 ， 
使 给 定 的 两 条 线段 都 是 第 三 条 线段 的 整数 倍 ， 这 就 是 所 谓 线 段 的 可 公 度 性 。 

前 面 提 到 ， 古 希腊 时 代 的 人 只 有 “有 理 数 ” 的 观念 ， 其 实 这 也 并 不 奇怪 。 
我 们 知道 ， 在 数 轴 上 整数 是 一 点 点 分 散 的 ， 而 且 点 与 点 之 间 的 距离 是 1， 就 是 
说 ， 整 数 不 能 完全 填 满 整 条 数 轴 。 但 有 理 数 则 不 同 了 ， 我 们 发 现任 何 两 个 有 
理 数 之 间 ， 必 定 有 男 一 个 有 理 数 存在 ， 例如: 1 与 2 之 间 有 1/2, 1 与 1/2 之 
间 有 1/4 等 ， 因 此 令 人 很 容易 以 为 “有 理 数 ” 可 以 完全 填 满 整 条 数 轴 。“ 有 理 
数 ” 就 是 一 切 数 ， 这 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 自然 想法 。 可 惜 这 个 想法 是 错 的 ， 
因为 希 帕 索 斯 的 发 现 导致 了 数学 史上 第 一 个 无 理 数 V2 的 诞生 。 
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希 巾 索 斯 (Hippasus， 约 500B. C. ) 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 一 个 成 员 。 他 
根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 提出 了 如 下 问题 : 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 长 度 是 多 
少 ? 如 果 设 对 角 线 长 为 x<， 根 据 勾 股 定理 ， 有 2 二 x*， 可 以 证 明 ， 没 有 任何 整 
数 或 者 分 数 的 平方 是 2。 

事实 上 ， 首 先 ， 显然 2 不 是 整数 的 平方 。 


设 若 2 一 (于) ， 其 中 四 ,mn 互 素 ， 则 两 边 平方 。 有 


112 一 27172 ， (Xx) 


导致 2 | m; 令 m 二 28 代 人 (*)， 得 22 一 好 2， 又 导致 2 | n， 从 而 与 m,n 互 素 
夏 盾 。 

于 是 ， 我 们 看 到 x (后 来 被 记 为 /2〉 和 1 是 不 可 公 度 的 ， 这 在 当时 是 不 被 
接受 的 ( 正 因 为 如 此 ， 这 个 数 一 直 被 称 为 “无 理 的 数 ”)。 由 于 可 公 度 性 是 当 
时 的 人 们 普遍 接受 的 信仰 ， 希 帕 索 斯 的 问题 就 在 当时 的 数学 界 掀起 了 一 场 巨 
大 风暴 。 这 个 无 法 写成 有 理 数 的 “怪物 ”动摇 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 哲学 基础 ， 
人们 局 言 念 完全 破坏 了 ， 他 们 所 持 和 所 自豪 的 信念 彻底 被 粉碎 。 实 际 

上 ， 这 对 于 当时 所 有 人 的 观念 也 是 一 个 极 大 的 冲击 。 因 为 在 常识 上 ， 任 何 量 ， 
在 任何 精确 度 的 范围 内 都 可 以 表示 成 有 理 数 。 即 使 在 测量 技术 已 经 高 度 发 展 
的 今天 ， 这 个 断言 在 实践 上 也 还 是 正确 的 。 但 希 帕 索 斯 提出 的 显然 也 是 一 个 
无 法 回避 的 问题 ， 于 是 ， 就 构成 了 “存在 一 个 线段 ， 它 的 长 度 要 用 存在 的 数 
和 的 悖 论 。 由 于 希 帕 索 斯 悖 论 是 毕 达 棚 拉 斯 学 派 内 的 人 发 现 的 ， 因 此 

常常 被 称 为 毕 达 哥 拉 斯 悖 论 。 这 个 悖 论 意 味 着 人 们 之 前 所 了 解 的 数学 的 根 
生出 现 了 问题 整个 数学 都 有 可 能 被 推翻 ! 它 导致 了 西方 数学 史上 一 场 大 的 
风波 ， 历 史上 称 为 “第 一 次 数学 危机 ”。 

简 言 之 ， 希 帕 索 斯 悖 论 就 是 不 可 公 度 线段 的 出 现 ; “第 一 次 数学 危机 ”就 
是 有 理 数 的 不 完备 性 ， 亦 即 有 理 数 不 可 以 完全 填 满 整 条 数 轴 。 现 在 我 们 知道 
在 有 理 数 之 间 还 有 大 量 的 “孔隙 ”， 这 些 “ 孔 际 ” 就 是 “无 理 数 ”。 但 在 当时 ， 
却 使 得 数学 家 们 经 历 了 极度 的 思想 混乱 。 


三 、 危 机 的 解决 


混乱 和 诅 丧 一 直 延 续 到 公元 前 370 年 左右 ,“ 和 柏拉图 同时 代 的 最 杰出 
的 ”( 和 希腊 史学 家 拉 瑟 尔 语 ) 上 古 希 腊 数 学 家 、 天 文学 家 欧 多 克 斯 《Eudoxus， 
约 408B. C. 一 355B. C. ) 建立 起 了 一 套 改进 毕 达 哥 拉 斯 理论 的 完整 的 比例 论 。 
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欧 多 克 斯 用 巧妙 的 方法 避 开 了 无 理 数 ， 但 保留 住 与 之 相关 的 一 些 结论 ， 从 而 
初步 解决 了 由 无 理 数 出 现 而 引起 的 数学 危机 (他 本 人 的 著作 已 失传 ， 他 的 成 
果 被 保存 在 欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 第 五 篇 中 )。 

欧 多 克 斯 首先 引入 “ 量 ”的 概念 ， 将 “ 量 ” 和 “ 数 ” 区 别 开 来 。 用 现代 
的 术语 来 说 ， 他 的 “ 量 ” 指 的 是 “连续 量 ”， 如 长 度 、 面 积 、 重量 等 ; 而 
“ 数 ” 是 “离散 的 ”， 仅 限于 有 理 数 。 其 次 ， 他 改变 “ 比 ”的 定义 :“ 比 ”是 同 
类 量 之 间 的 大 小 关系 。 如 果 一 个 量 加 大 若 于 倍 之 后 就 可 以 大 于 另 一 个 量 ， 则 
说 这 两 个 量 有 一 个 “ 比 ”"。 这 个 定义 含蓄 地 把 零 排 除 在 可 比 量 之 外 ， 并 且 实 质 
上 相当 于 所 谓 “ 阿 基 米 德 公理 ”( 阿 基 米 德 本 人 将 此 公理 归功 于 欧 多 克 斯 ,不 
过 在 现存 文献 中 正式 作为 公理 形式 提出 的 , 仍 以 阿 基 米 德 命名 )。 


我 们 知道 ， 如 果 A，B，C,，D 四 个 量 成 比例 ， 全 一 与 ， 两 边 分 别 乘 以 分 
数 哇 ， 得 到 和 一 5 。 于 是 ， 

(1) 由 mA>7zB， 可 以 推出 mC>>nD; 

(2) 由 mA 二 nB， 可 以 推出 mC 一 nD; 

(3) 由 inA 二 nB， 可 以 推出 mC 二 nD。 

欧 多 克 斯 比例 论 的 关键 ， 是 将 这 一 性 质 作为 比例 的 定义 ， 即 : 设 有 A， 


B,C, DD 四 个 量 ， 如 果 满 足 上 面 的 (1)、(2)、(3)， 就 说 两 个 比 全 与 与 相 


等 ， 或 者 说 四 个 量 可 构成 比例 式 全 一 扩 。 


从 这 一 定义 出 发 ， 可 以 推出 有 关 比 例 的 大 干 命题 ， 而 不 必 考 虑 这 些 量 是 
奋 可 公 度 。 这 在 希腊 数学 史上 是 一 个 大 突破 。 不 难看 出 ， 当 两 个 量 4 和 5 不 


可 公 度 时 ,可 按 " 一 或 之， 把 全 体 有 理 数 划分 成 两 个 不 相交 的 集合 上 


和 U， 使 得 的 每 一 元 素 都 小 于 UU 的 每 一 元 素 ， 并 以 此 定义 无 理 数 。 这 令 


人 想起 了 分 析 学 中 著名 的 “ 戴 德 金 分 割 ”。 事 实 上 ，19 世纪 的 无 理 数 理论 正 是 
欧 多 克 斯 思想 的 继承 和 发 展 。 虽 然 欧 多 克 斯 理论 是 建筑 在 几何 量 的 基础 之 上 
的 ， 回 避 了 把 无 理 数 作为 数 来 处 理 , 但 欧 多 克 斯 的 这 些 定义 无 疑 给 不 可 公 度 
比 提供 了 人 逻辑 基础 。 为 了 防止 在 处 理 这 些 量 时 出 错 ， 他 进一步 建立 了 以 明确 
的 公理 为 依据 的 演绎 体系 ， 从 而 大 大 推进 了 几何 学 的 发 展 。 从 他 之 后 ， 几 何 
学 成 了 希腊 数学 的 主流 。 

这 次 数学 危机 不 仅 导 致 了 无 理 数 的 诞生 ， 使 数 的 体系 变 得 更 加 丰富 和 完 
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备 ， 还 使 得 古 希腊 数学 家 不 得 不 承认 直观 和 经 验 并 非 绝 对 可 靠 ， 因 此 他 们 开 
始 对 一 些 任 经验 而 得 到 的 几何 知识 要 求 用 严格 的 推理 加 以 证 明 。 正 是 在 这 个 
过 程 中 ， 促 进 了 伟大 的 欧 氏 几何 的 诞生 。 

直到 1761 年 ， 德 国 数学 家 兰 伯 特 (J. H. Lambert，1728 一 1777) 第 一 个 
证 明了 圆周 率 是 无 理 数 时 ， 拥 护 无 理 数 存在 的 人 才 越 来 越 多 了 。 问 题 的 最 后 
解决 是 在 19 世纪 下 半 叶 ， 这 时 现代 意义 上 的 实数 理论 已 经 建立 起 来 ,无 理 数 
的 本 质 才 被 彻底 搞 清楚 。 无 理 数 在 数学 中 合法 地 位 的 确立 ， 不 仅 拓 9 展 了 人 类 
对 数 的 认识 ， 同 时 也 彻底 、 圆 满 地 解决 了 第 一 次 数学 危机 。 


2 贝 殉 羔 导论 与 第 二 次 数学 危机 


一 、 无 穷 小 与 贝克 菜 悖 论 


数学 史上 的 第 二 次 危机 发 生 在 18 世纪 ， 涉 及 的 是 微 积 分 理论 基础 的 问 
题 ， 是 由 贝克 莱 悖 论 引 起 的 。 

17 拓 纪 下 半 叶 ， 随 着 科学 和 技术 的 发 展 ， 牛 顿 (I. Newton，1642 一 
1727) 和 药 布 尼 茨 〈G. W. Leibniz，1646 一 1716) 几乎 同时 各 自 独 立 发 现 了 微 
积分 。 微 积分 一 问世 ， 立 即 就 显示 出 它 的 非凡 威力 ， 实 际 计算 中 的 许多 疑难 
问题 运用 这 一 数学 工具 后 马上 变 得 易如反掌 。 但 是 当时 的 微 积分 理论 还 是 很 
不 严格 的 ， 不 仅 缺 乏 令 人 信服 的 严格 的 理论 基础 ， 在 推导 过 程 中 还 存在 着 明 
显 的 逻辑 矛 慎 。 其 中 最 明显 的 是 ， 牛 顿 、 莱 布 尼 菊 的 理论 都 建立 在 无 穷 小 分 
析 之 上 ， 但 他 们 自己 对 “无 穷 小 量 ” 的 理解 与 运用 却 是 混乱 的 。 正 因为 此 ， 
微 积分 从 一 诞生 ， 就 遭 到 了 很 多 人 的 攻击 ， 其 中 最 有 代表 性 的 是 贝克 莱 。 
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贝克 菜 (G. Berkeley，1685 一 1753) 是 英国 的 大 主教 。1734 年 ， 他 出 版 
了 一 本 标题 很 长 的 书 《 分 析 学 家 ; 或 一 篇 致 一 位 不 信 神 数学 家 的 论文 ， 其 中 
审查 一 下 近代 分 析 学 的 对 象 、 原 则 及 论断 是 不 是 比 宗 教 的 神秘 、 信 和 仰 的 要 点 
有 更 清晰 的 表达 ， 或 更 明显 的 推理 》。 在 这 本 书 中 ， 贝 克 莱 抓 住 牛 顿 对 无 穷 小 
量 概念 的 不 清晰 ， 对 微 积 分 理论 进行 了 猛烈 攻击 。 例 如 他 列举 了 牛顿 的 流 数 
法 计算 zx? 的 导数 的 过 程 : 先 对 工 取 一 个 不 为 0 的 增 量 Az， 由 
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贝克 莱 指出 :“ 无 穷 小 最 初 不 是 零 ， 才 能 在 由 的 到 中 的 过 程 中 作 除 数 ， 而 
在 @ 到 名 时 ， 又 作为 零 而 舍弃 ， 这 违反 了 节 盾 律 。 无 穷 小 如 果 是 零 就 不 能 作 
除数 ， 如 果 不 是 零 ， 就 不 能 舍弃 .。” 贝 克 莱 说 牛顿 的 方法 是 “依靠 双重 错误 得 
到 了 不 科学 却 正 确 的 结果 ”。 贝 克 莱 的 攻击 虽说 是 出 自 维 护 神学 的 目的 ， 但 却 
抓 住 了 牛顿 理论 中 的 缺陷 ， 是 切中 要 害 的 。 这 就 是 著名 的 “贝克 莱 悖 论 ”。 


3 一 5 ”贝克 莱 
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溪 统 地 说 ， 贝 克 莱 悖 论 可 以 表述 为 “无 穷 小 量 究 竟 是 否 为 0” 的 问题 : 就 
无 穷 小 量 在 当时 的 实际 应 用 而 言 ， 它 必须 既是 0， 又 不 是 0; 但 从 形式 逻辑 而 
言 ， 这 无 疑 是 一 个 矛盾 。 这 一 问题 的 提出 在 当时 的 数学 界 引起 了 很 大 的 混乱 ， 
由 此 导致 了 第 二 次 数学 危机 的 产生 。 


二 、 微 积分 发 展 初期 的 状况 


其 实 ， 微 积分 隐 含 的 问题 远 不 止 贝 克 莱 提 出 的 悖 论 。 下 面 仅 举 一 无 穷 级 
数 为 例 ， 来 说 明 当 时 微 积 分 面临 的 困境 。 

问 : 无 穷 级 数 S 一 1 一 1 十 1 一 1 十 1… 到 底 等 于 什么 ? 

一 方面 S 一 (1 一 1) 十 (1 一 蕊 十 … 一 0; 另 一 方面 ，S 一 1 十 (1 一 1) 十 (1 一 
1) 十 … 一 1， 这 样 看 起 来 ， 岂 不 是 有 0 一 1? 这 一 矛盾 竟 使 很 多 大 数学 家 也 困惑 
不 解 ， 欧 拉 曾 经 这 样 求解 这 个 级 数 : 他 由 


1 十 z 十 好 十 妇 十 一 于 一， 
革 才 
令 XX 二 一 1]， 得 出 

S=1 一 1 十 1 一 1 十 1… 一 仿 。 


殉 拉 的 结果 当时 得 到 很 多 人 的 赞同 ， 因 为 级 数 的 部 分 和 序列 是 
1,0，1,0，… 


于 是 人 们 认为 级 数 S 应 该 “平等 地 ”在 0 与 1 之 间 ， 即 万 。 现 在 看 来 ， 这 是 


一 个 相当 “低级 ”的 错误 ， 可 是 在 当时 却 无 法 克服 。 显 然 ， 这 里 存在 着 最 基 
本 、 最 深刻 的 问题 没有 解决 。 

由 此 一 例 ， 即 不 难看 出 当时 数学 中 出 现 的 混乱 局 面 : 当时 分 析 任 何 一 个 
比较 细致 的 问题 ， 如 级 数 、 积 分 的 收敛 性 、 微 分 积分 的 换 序 、 高 阶 微 分 的 使 
用 以 及 微分 方程 解 的 存在 性 等 ， 几 乎 都 找 不 到 严格 的 理论 推 寻 。 数 学 家 们 来 
不 及 顾及 基础 是 否 严 格 、 论 证 是 否 严 密 ， 仅 赁 直观 去 “快速 ”不 断 开 创新 的 
数学 领地 。 在 这 种 思潮 的 影响 下 ， 经 过 一 个 多 世纪 几 代 数学 家 ， 其 中 包括 达 
朗 贝 尔 (D’Alembert，1717 一 1783)、 拉 格 朗 日 (J.L.Lagrange，1735 一 
1813) 、 伯 努 利 家 族 、 拉 普 拉 斯 (P. Laplace，1749 一 1827)、 欧 拉 等 的 努力 ， 
各 种 新 方法 、 新 结论 以 及 新 分 支 纷纷 涌现 出 来 ， 微 积分 理论 和 方法 获得 了 空 
前 丰富 ， 造 成 了 当时 分 析 学 的 极 大 繁荣 。 应 该 说 当 新 思想 涌流 的 时 候 ， 情 况 
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一 般 都 是 这 样 的 。 然 而 ， 这 种 粗糙 的 、 不 严密 的 工作 也 导致 了 雇 误 越 来 越 多 
的 局 面 的 出 现 。 尤 其 到 19 世纪 初 ， 傅 立 叶 理论 直接 导致 了 数学 逻辑 基础 问题 
的 彻底 骏 露 。 这 样 ， 微 积分 的 发 展 到 了 一 个 既 欣 欣 向 荣 ， 又 问题 成 堆 的 尴 众 
的 十 学 路 口 。 


三 、 分 析 学 的 基础 与 危机 的 解决 


当年 ， 针 对 贝克 菜 的 攻击 ， 牛 顿 与 莱 布 尼 茨 也 曾 试图 通过 完善 目 己 的 理 
论 来 解决 尽 论 ， 但 都 没有 获得 完全 成 功 。 这 使 得 微 积 分 陷入 了 矛盾 : 一 方面 
它 在 应 用 中 大 获 成 功 ， 几 平 无 坚 不 挫 ; 另 一 方面 其 自身 却 存 在 着 大 量 的 诸如 
贝克 莱 秆 论 这 样 的 逻辑 予 盾 。 如 何 解 决 这 个 极 大 的 矛盾 ?显然 ， 废弃 、 停 止 
微 积分 已 经 是 不 可 能 的 了 ， 唯 一 的 出 路 是 回 过 头 来 审视 微 积分 的 理论 基础 ， 
从 而 消除 悖 论 。 更 进一步 来 说 ， 把 分 析 学 建立 在 严密 的 逻辑 推理 之 上 ， 使 之 
成 为 一 门 真 正 严谨 的 数学 学 科 就 成 为 数学 家 们 迫在眉睫 的 任务 。 

纵 观 微 积分 的 各 种 问题 和 矛盾 ， 数 学 家 发 现 最 根本 的 缺失 是 极限 的 概念 
和 理论 ， 贝 克 菜 悖 论 的 要 害 也 就 在 这 里 ， 因 为 无 穷 小 的 概念 本 质 上 就 是 极限 
的 概念 。 为 解决 这 些 问 题 ， 无 数 优秀 的 数学 家 投入 了 大 量 的 劳动 。 

在 分 析 基 础 严密 化 的 工作 中 作出 第 一 个 实质 性 贡献 的 ， 是 法 国 著 名 数学 
家 柯 西 。 从 1821 年 开始 ， 柯 西陆 续 出 版 了 《分 析 教 程 》、《 无 穷 小 计算 讲义 》、 
《无 穷 小 计算 在 几何 中 的 应 用 》 等 几 部 具有 划时代 意义 的 论著 。 在 其 中 ， 他 给 
出 了 分 析 学 中 连续 、 导 数 、 微 分 、 积 分 、 无 穷 级 数 的 和 等 分 析 学 的 一 系列 基 
本 概念 的 较为 严格 的 定义 ， 计 分 析 学 建立 在 了 较为 坚实 的 基础 上 。 

柯 西 这 样 定义 极限 : 

(1) 当 一 个 变量 相继 取 的 值 无 限 接近 于 某 一 个 固定 值 ， 最 终 与 此 固定 值 
之 差 要 多 小 就 有 多 小 时 ， 就 称 该 值 为 这 一 变量 的 极限 ， 

(2) 当 辐 -一 变量 相继 到 的 数值 无 限 减 小 以 至 于 降 到 低 于 任何 给 定 的 数 ， 
这 个 变量 就 成 为 人 们 所 称 的 无 穷 小 或 无 穷 小 量 。 这 类 变量 以 零 为 其 极限 。 

(3) 当 同 一 变量 相继 取 的 数值 越 来 越 增 加 以 至 于 升 到 高 于 每 个 给 定 的 数 ， 
如 果 它 是 正 变量 ， 则 称 它 以 正 无 穷 为 其 极限 ， 记 作 “co”;， 如 果 是 负 变 量 ， 则 
称 它 以 负 无 穷 为 其 极限 ， 记 作 “ 一 ce”。 

柯 西 是 历史 上 有 数 的 大 分 析 学 家 之 一 ， 现 在 我 们 学 习 的 很 多 数学 的 定理 
和 公式 也 都 以 他 的 名 字 来 称呼 ， 如 柯 西 不 等 式 、 柯 西 积 分 公式 、 柯 西 收 伍 准 
则 等 。 他 在 分 析 学 方面 的 开创 性 的 工作 起 到 了 葛 基 性 作用 。 

柯 西 的 极限 概念 大 大 改进 了 此 前 达 朗 贝尔 等 人 所 给 的 定义 。 他 给 了 无 穷 
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小 一 个 准确 的 概念 ， 完 全 摆脱 了 与 几何 直观 的 联系 。 他 用 到 了 现代 的 e 一 6 论 
证 法 的 和 雏形， 使 无 穷 的 运算 化 为 一 系列 不 等 式 的 推导 ， 这 就 是 所 谓 极限 概念 
的 “算术 化 ”。 同 时 ， 他 首次 放弃 了 过 去 定义 中 常 有 的 “一 个 变量 绝 不 会 超过 
它 的 极限 ”这 类 不 准确 也 不 必要 的 提 法 ， 也 不 提 过 去 定义 中 常 涉及 的 一 个 变 
量 是 否 “ 达 到 ” 它 的 极限 的 问题 ， 而 把 重点 放 在 变量 具有 极限 时 的 性 态 上 面 。 
接着 他 又 以 极限 概念 为 基础 ， 建 立 了 连续 、 导 数 、 微 分 、 积 分 以 及 无 穷 级 数 
等 较 严 格 的 一 般 理论 。 不 过 ， 由 于 当时 实数 的 严格 理论 尚未 建立 ， 所 以 柯 西 
的 极限 理论 还 不 可 能 十 分 完善 (目前 广泛 使 用 的 “se 一 8” 极 限定 义 方法 是 德国 
数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 19 世纪 60 年 代 给 出 的 )。 


图 3 一 和 柯 西 
19 世纪 70 年 代 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 、 康 托 尔 等 人 经 过 各 自 独立 的 深 
人 研究 ， 发 现 数学 分 析 的 无 矛盾 性 可 以 归结 为 实数 理论 的 无 矛盾 性 ， 他 们 用 
不 同 的 方法 建立 了 完整 的 实数 理论 ， 最 终 完 成 了 分 析 学 的 逻辑 莫 基 工作 ， 从 
而 使 微 积 分 学 这 座 人 类 数学 史上 空前 雄伟 的 大 厦 建 在 了 牢固 可 靠 的 极限 理论 
与 实数 理论 基础 之 上 。 这 项 伟大 的 工作 结束 了 当时 数学 中 的 混乱 局 面 ， 同 时 
也 宣布 了 第 二 次 数学 危机 的 彻底 解决 ， 贝 克 莱 尾 论 也 自然 迎 为 而 解 。 


$3 罗素 悖 论 与 第 三 次 数学 危机 


一 、 康 托 尔 的 集合 论 
研究 集合 的 数学 理论 一 一 集合 论 是 现代 数学 的 一 个 基本 分 支 ， 在 数学 中 
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占据 着 一 个 极其 独特 的 地 位 ， 其 基本 概念 已 渗透 到 数学 的 所 有 领域 。 我 们 从 
中 学 阶段 开始 ， 就 接触 到 集合 的 概念 。 如 果 把 现代 数学 比 作 一 座 辉 煌 的 大 厦 ， 
那么 可 以 说 集合 论 正 是 构成 这 座 大 厦 的 基石 ， 由 此 可 见 它 在 数学 中 的 重要 性 。 
其 创始 人 康 托 尔 也 以 其 集合 论 的 成 就 被 誉 为 对 20 世纪 数学 发 展 影响 最 深 的 学 
者 之 一 。 

在 第 二 次 数学 危机 的 解决 过 程 中 我 们 已 经 看 到 ， 极 限 理论 的 最 终 完善 依 
赖 于 严格 的 实数 理论 的 建立 。 由 此 康 托 尔 开始 探讨 前 人 从 未 涉足 的 实数 点 集 ， 
这 就 是 集合 论 研 究 的 开端 。19 世纪 70 年 代 ， 康 托 尔 开始 提出 一 般 “ 和 集合 ”的 
概念 。 他 对 集合 所 下 的 定义 是 : 把 若干 确定 的 有 区 别 的 (不 论 是 具体 的 或 抽 
象 的 ) 事物 合并 起 来 ， 看 作 一 个 整体 ， 就 称 为 一 个 集合 ， 其 中 各 事物 称 为 该 
集合 的 元 素 。 人 们 把 康 托 尔 于 1873 年 12 月 7 日 给 戴 德 金 的 信 中 最 早 提出 集 
合 论 思想 的 那 一 天 定 为 集合 论 诞生 日 。 

作为 新 生 事物 的 集合 论 在 它 刚 产生 时 ， 曾 遭 到 许多 人 的 攻击 。 然 而 经 历 
了 二 十 余年 后 ， 集 合 论 最 终 获 得 了 世界 公认 。 到 20 世纪 初 ， 集 合 论 已 完全 得 
到 数学 家 们 的 认同 ， 并 且 获 得 了 广泛 而 高 度 的 移 誉 。 数 学 家 们 甚至 乐观 地 认 
为 从 算术 公理 系统 出 发 ， 借 助 集合 论 的 概念 ， 便 可 以 建造 起 整个 数学 的 大 厦 ! 
例如 在 1900 年 的 国际 数学 家 大 会 上 , 法 国 著 名 数学 家 庞 加 莱 
(J. H. PoincarE，1854- 一 1912) 就 曾 宣 称 : “借助 集合 论 概 念 ， 我 们 可 以 建造 
整个 数学 大 厦 …… 今 天 ， 我 们 可 以 说 绝对 的 严格 性 已 经 达到 了 1!1” 


图 3 一 7 康 托 尔 图 3 一 8 罗素 


可 是 ， 正 当 集 合 论 为 大 家 所 接受 并 逐渐 深入 到 数学 的 各 个 分 支 时 ， 罗 素 
提出 的 关于 集合 论 的 悖 论 ， 又 把 数学 市 到 了 人 危机 之 中 。 
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二 、 交 到 情 论 与 第 三 次 数学 危机 


康 托 尔 的 集合 论 是 没有 使 用 公理 的 ， 站 在 今天 公理 化 的 角度 分 析 一 下 ， 
他 的 论证 基本 上 依赖 于 下 面 三 个 公理 . 

中 外 延 公 理 : 集合 由 它 的 元 素 决 定 ， 即 两 个 集合 元 素 相 同 则 它们 相同 。 

抽象 公理 : 任 给 一 个 性 质 ， 都 有 一 个 满足 该 性 质 的 客体 组 成 的 集合 。 

(选择 公理 每 个 集合 都 有 一 个 选择 函数 。 

这 三 个 公理 中 ， 第 一 个 是 没有 任何 问题 的 ， 但 其 他 两 个 就 包含 了 巨大 的 
隐患 。 罗 素 就 是 抓 住 抽象 公理 的 缺陷 ， 提 出 了 著名 的 罗素 悖 论 。 

罗素 〈(B. Russell，1872 一 1970》 是 英国 哲学 家 、 数 学 家 ， 也 是 20 世纪 西 
方 最 着 名 、 影 响 最 大 的 学 者 和 社会 活动 家 之 一 。 他 早年 对 数学 很 有 兴趣 ， 后 
来 才 逐 渐 转 向 研究 哲学 ， 因 此 他 在 数学 方面 也 有 很 多 重要 的 建树 。1902 一 
1903 年 ， 罗 素 思 考 了 “说 谎 者 悖 论 ”( 即 “我 说 的 都 是 假 的 "〉” 以 及 集合 论 中 
的 一 些 基 本 问题 ， 但 没有 找到 解决 的 办 法 。 他 在 《我 的 哲学 的 发 展 》 第 七 章 
“数学 原理 ”中 写 道 :“ 自 亚 里 士 多 德 以 来 ,无论 哪 一 个 学 派 的 有 逻辑 学 家 ， 从 
他 们 所 公认 的 前 提 中 似乎 都 可 以 推出 一 些 矛 盾 来 。 这 表明 有 些 东西 是 有 毛病 
的 ， 但 是 指 不 出 纠正 的 方法 是 什么 。 在 1903 年 的 春季 ， 其 中 一 种 矛盾 的 发 现 
把 我 正在 享受 的 那 种 逻辑 蜜月 打 断 了 .” 这 个 令 人 讨厌 的 “了 矛盾 ”， 就 是 罗素 
悖 论 。 

首先 ， 罗 素 构造 了 一 个 集合 S:S=(zj| >zEzi， 即 说 ，S 由 一 切 不 是 自身 
元 素 的 集合 所 组 成 。 然 后 问 : S 是 否 属于 S 呢 ? 根据 排 中 律 ， 一 个 元 素 要 么 
属于 某 个 集合 ， 要 人 么 不 属于 某 个 集合 ， 因 此 ， 对 于 一 个 给 定 的 集合 ， 问 是 否 
属于 它 自己 是 有 意义 的 。 但 当 你 试图 回答 这 个 问题 时 ,你 马上 会 发 现 陷 和 人 了 
两 难 境地 : 如 果 S 属于 S， 根据 S 的 定义 ，S 就 不 属于 S; 反之 ， 如 果 S 不 属 
于 S， 同 样 根据 定义 ，S 就 属于 S。 总 之 ， 无论 怎 么 回答 ， 前 提 与 答案 都 是 蔬 
盾 的 。 

“罗素 悖 论 ” 的 通俗 形式 是 广为人知 的 “理发 师 悖 论 ”: 一 个 理发 师 声称 
他 只 给 他 居住 的 镇 上 任何 一 个 不 为 自己 刮 验 的 人 刊 脸 。 那 么 他 应 该 给 自己 乔 
脸 吗 ? 如 果 他 给 自己 刮 脸 ， 那 他 就 属于 为 自己 刊 脸 的 那 类 人 。 但 是 ， 他 声称 
他 不 给 这 类 人 刊 脸 ， 因 此 他 不 能 给 自己 刊 脸 ; 如 果 他 不 给 自己 甜 脸 ， 那 他 就 
是 不 自己 刊 脸 的 人 。 但 是 ， 他 说 他 要 给 所 有 这 类 人 刊 脸 ， 所 以 他 应 该 给 生 已 
刊 脸 。 因 此 无 论 这 位 理发 师 是 否 给 自己 刊 脸 ， 都 不 符合 他 自己 的 规定 。 读 者 
还 可 能 已 经 看 到 ,我们 在 本 讲 开 头 提 出 的 “游戏 ”与 罗素 悖 论 基本 上 也 属于 
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同一 类 问题 。 

其 实在 罗素 悖 论 之 前 ， 集 合 论 已 经 被 发 现 是 有 漏洞 的 了 。 如 19 世纪 的 最 
后 几 年 间 ， 就 有 人 分 别提 出 了 集合 的 最 大 序数 悖 论 和 最 大 基数 尾 论 。 但 由 于 
这 两 个 悖 论 都 涉及 集合 论 中 太 多 的 复杂 概念 和 理论 ， 所 以 未 能 引起 大 家 的 注 
意 。 罗 素 悖 论 则 不 同 ， 它 浅显 易 履 ， 所 涉及 的 只 是 集合 论 中 最 基本 的 东西 。 
所 以 ， 罗 索 悖 论 一 提出 ， 就 在 当时 的 数学 界 与 逻辑 学 界 内 引起 了 极 大 岩 动 。 
如 德国 数学 家 、 逮 辑 学 家 和 哲学 家 弗 雷 格 在 他 的 关于 集合 的 基础 理论 著作 胸 
稿 付 印 时 ， 收 到 了 罗素 关于 这 一 悖 论 的 信 。 他 立刻 发 现 ， 自 己 工 作 很 久 得 出 
的 一 系列 结果 ， 却 因为 这 条 悖 论 变 得 一 塌 糊 涂 。 他 只 能 在 自己 着 作 的 末尾 伤 
心地 写 道 :“ 一 个 科学 家 所 遇 到 的 最 不 合 心 意 的 事 莫 过 于 在 他 的 工作 即将 结束 
时 ， 其 基础 参 省 了。 罗素 先生 的 一 封 信 正 好 把 我 置 于 这 个 境地 。 分 析 学 家 戴 
德 金 也 因 人 悖 论 推迟 了 他 的 《什么 是 数 的 本 质 和 作用 》 一 书 的 再 版 。 有 罗素 悖 论 
对 数学 产生 的 震撼 是 不 言 而 喻 的 ;数学 家 们 每 天 部 在 使 用 并 且 试 图 用 之 统一 
整个 数学 的 “集合 ”概念 居然 存在 蔬 盾 和 漏 润 ! 这 对 于 当时 的 人 们 不 审 一 记 
晴天 甫 和 雳 。 就 好 像 一 个 人 早上 醒 来 ， 却 发 现 且 己 住 的 房子 脚下 都 是 流沙 一 样 。 
这 样 的 感 党 无 疑 使 人 震惊 ， 甚 至 是 恐惧 的 。 这 就 是 历史 上 的 第 三 次 数学 危机 。 


三 、 集 合 公理 化 与 悖 论 的 排除 


把 罗素 悖 论 用 符号 表示 ， 就 可 看 出 ， 它 使 用 了 这 样 一 个 定义 模式 ; x 是 S 
的 ， 如 果 不 是 x 的 (稍微 严格 一 点 写成 这 样 ， xRS， 如 果 非 z+Rr+。 其 中 下 
为 一 个 所 谓 的 二 元 谓词 )。 而 在 定义 S 时 ，S$ 本 身 又 可 以 用 它 自己 的 定义 来 判 
定 ， 即 可 以 把 定义 中 的 xz 换 成 S$， 导 致 这 样 一 个 语 名 ; S 是 S$ 的 ， 如 采 S 不 
是 S 的 。 由 于 定义 中 的 两 个 语句 总 是 互 为 充 要 条 件 ， 所 以 原来 的 定义 中 就 纺 
含 了 一 个 “PP 等 价 于 非 己 ” 的 结论 ， 从 而 导致 两 难 推理 。 这 种 定义 模式 本 刁 
是 逻辑 中 的 漏洞 ， 康 托 尔 的 朴素 集合 论 正 因为 没有 防范 的 机 制 从 而 陷入 了 这 
个 逻辑 汤 洞 ， 才 导致 了 集合 论 形式 的 罗素 悖 论 。 

数学 家 们 针对 问题 的 根源 提出 了 解决 问题 的 思路 : 既然 罗素 悖 论 是 由 于 
朴素 的 集合 论 思 想 不 严 密 而 造成 的 ， 那 么 就 要 建构 更 加 严密 的 集合 论 ， 在 朴 
素 集合 论 的 概念 里 加 上 一 些 限制 ， 以 防止 不 适当 集合 的 出 现 ， 也 就 是 希望 通 
过 对 集合 定义 加 以 限制 来 排除 悖 论 。 这 样 ， 公 理 集 合 论 就 渐渐 发 展 起 来 了 。 

1908 年 ， 策 梅 洛 (F. Zermelo，1871 一 1953) 第 一 个 提出 用 公理 化 集合 
论 体系 来 消除 罗素 悖 论 。 据 说 在 1899 年 策 梅 洛 就 已 经 发 现 了 罗 率 悖 论 ， 但 他 
没有 发 表 出 来 ， 而 是 开始 研究 如 何 去 解 决 它们 。 他 的 著名 论文 《关于 集合 论 
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基础 的 研究 》 中 确定 了 公理 化 集合 体系 的 原则 : “这 些 原 则 应 该 足够 地 狭 罕 ， 
足以 排除 掉 所 有 的 矛盾 。 同 时， 又 要 足够 地 宽广 ， 能 够 保留 这 个 理论 所 有 有 
价值 的 东西 .” 在 这 篇 文章 中 ， 策 梅 洛 试图 把 集合 论 变 成 一 个 完全 抽象 的 公理 
化 理论 。 在 这 样 一 个 公理 化 理论 中 ， 集合 这 个 概念 不 加 定义 ， 而 引进 一 系列 
公理 ， 集 合 的 性 质 就 由 这 些 公理 反映 出 来 。 

策 梅 洛 的 体系 共有 ?7 条 公理 ， 分 别 是 : 

(1) 外 延性 公理 : 如 果 一 个 集合 M 的 所 有 元 素 也 是 N 的 元 素 ， 反 之 亦 
然 ， 则 M 王 N。 就 是 说 ， 每 一 集合 都 是 由 它 的 元 素 所 决定 的 。 

(2) 初等 集合 公理 : 存在 一 个 没有 元 素 的 集合 ， 并 称 它 为 空 集合 ; 对 于 
对 象 域 中 的 任意 元 素 a 与 56， 存在 集合 {a} 和 {a, 6b)。 

(3) 分 离 公 理 : 如 果 一 命题 函数 p(x) 是 对 于 一 集合 S 为 确定 的 ， 那 么 
就 存在 一 集合 工 ， 它 恰好 含有 S 中 的 元 素 z 并 使 命题 函数 p(xr) 取 真 值 的 那 
些 元 素 。 

(4) 圭 集 合 公理 : 如 果 S 是 一 集合 ， 则 5 的 蜘 集合 仍然 是 一 集合 ， 换 言 
之 ， 一 集合 S 的 所 有 子 集合 仍然 组 成 一 集合 。 

(5) 并 集合 公理 : 如果 S 是 一 集合 ， 则 S 的 并 仍然 是 一 集合 。 它 包含 $ 
的 元 束 们 的 所 有 元 素 作 为 元 素 。 

《6) 选择 公理 : 如果 S 是 不 空 集合 的 不 交集 合 ， 那 么 存在 S 的 并 的 一 子 
集合 工 ， 它 与 S 的 每 一 元 素 都 恰好 有 一 -个 公共 元 素 。 

《7) 无 穷 公 理 : 存在 一 集合 Z， 它 含有 空 集合 ， 并 且 对 于 任 一 对 象 a， 若 
aEZ, 则 {a}€Z。 

策 梅 洛 的 公理 系统 〈 记 为 Z) 是 他 研究 康 托 尔 集合 论 基 本 原则 的 结果 。 
一 方面 他 保留 了 康 托 尔 理论 的 一 些 基 本 出 发 点 和 运算 性 质 的 其 他 公理 ; 男 一 
方面 则 剔除 了 “抽象 公理 ”等 不 合理 部 分 ， 而 改 用 分 离 公 理 。 实 际 上 就 是 对 
集合 做 了 必要 的 限制 ， 使 之 不 要 太 大 。 在 这 里 ， 集 合 不 能 用 任意 的 逻辑 上 可 
定义 的 概念 来 独立 地 定义 ， 它 们 必须 被 “分 离 ” 为 已 经 “给 出 ”的 集合 的 子 
集 。 这 消除 了 如 “所 有 集合 的 集合 ”或 “所 有 序数 的 集合 ”等 矛盾 的 想法 ， 
从 而 消除 了 侍 论 产生 的 条 件 。 正 是 由 于 策 梅 洛 用 “分 离 公理 ”和 蔡 代 了 “抽象 
公理 ”， 不 承认 自己 包含 自己 的 集合 ， 从 而 就 消除 了 罗素 悖 论 。 

策 梅 洛 是 第 一 个 集合 论 公理 系统 的 开创 者 ， 也 是 选择 公理 的 开创 者 ， 他 
的 成 果 是 重大 的 ， 影 响 是 深远 的 。 但 是 这 个 体系 中 还 有 许多 缺点 和 毛病 。 比 
如 ， 他 的 公理 没有 涉及 有 逻辑 基础 (他 自己 相信 7 条 公理 是 相互 独立 的 ， 但 他 
也 承认 不 能 证 明 它 们 的 相 容 性 ); 分 离 公 理 的 命题 函数 的 含义 并 不 清楚 ; 选择 
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公理 有 许多 争议 等 。 后 来 经 许多 人 加 以 严格 处 理 及 补充 ， 才 成 为 严格 的 公理 
系统 。 最 具有 代表 性 的 是 ZF 或 ZFS 系统 ， 其 中 ZzZ 代表 策 梅 洛 ,，F 代表 弗兰克 
尔 (Fraenkel)，S 代表 斯 科 兰 姆 〈(Skolem) 。 但 是 一 般 的 ZF 中 往往 不 包括 选 
择 公 理 ， 如 果 加 进 选 择 公 理 则 写 为 ZFC (C 即 是 Axiom of Choice 的 简写 ) 。 

除 ZF 系统 外 ， 集 合 论 的 公理 系统 还 有 多 种 ， 如 诺 依 曼 等 人 提出 的 NBG 
系统 等 。 这 些 公 理化 集合 系统 的 建立 ， 很 大 程度 上 弥补 了 康 托 尔 朴 率 集合 论 
的 缺陷 ， 成 功 排除 了 集合 论 中 出 现 的 悖 论 ， 从 而 比较 圆满 地 解决 了 第 三 次 数 
学 危机 。 

虽然 罗素 迟 论 和 第 三 次 数学 危机 从 发 生 到 解决 不 如 前 两 次 经 历 的 时 间 长 ， 
但 是 下 于 它 涉 及 了 数学 中 许多 最 基本 、 最 核心 问题 的 讨论 ， 所 以 罗素 悖 论 对 
数学 而 言 衣着 更 为 深刻 的 影响 ， 被 认为 是 具有 决定 性 意义 的 事件 。 事 实 上 ， 
这 次 危机 使 得 数学 基础 问题 第 一 次 以 最 迫切 的 需要 的 姿态 摆 到 数学 家 面前 ， 
导致 了 数学 家 对 数学 基础 的 研究 ， 掀 起 了 “对 数学 进行 一 场 批判 性 的 检查 运 
动 ”。 这 场 运动 不 仅 使 数理 逻辑 更 加 成 熟 ， 使 数学 有 了 更 严实 的 基础 ， 而 且 还 
产生 了 公理 化 方法 论 以 及 实 变 了 泪 数 论 、 点 集 拓 扑 学 、 抽 象 代 数学 等 新 的 数学 
学 科 。 


$4 和 屠 论 意义 反思 


虽然 ZF 公理 集合 论 到 目前 还 没 出 现 矛 盾 ， 但 是 经 过 了 第 三 次 数学 危机 ， 
数学 家 们 如 何 能 够 相信 ZF 公理 集合 论 是 一 致 的 〈 也 就 是 不 矛盾 的 )? 这 个 问 
题 又 扩展 到 对 数学 基础 的 反思 ， 什 么 样 的 数学 基础 是 稳固 的 ? 数学 真理 的 本 
质 是 什么 ”数学 命题 有 什么 意义 ? 它们 是 建立 于 什么 样 的 证 明之 上 的 ? 

对 于 这 些 问题 ， 数 理 逻 辑 界 形成 了 三 派 : 迎 辑 主义 学 派 、 形 式 主义 或 公 
理学 派 、 直 党 主义 学 派 。 他 们 对 解决 数学 的 本 源 问 题 都 作出 了 各 自 的 贡献 ， 
但 问题 还 远 远 没有 解决 。 例 如 前 面 第 二 讲 中 谈 到 的 ， 当 以 希 尔 伯 特 为 代表 的 
公理 学 派 满怀 信心 要 把 一 切 数学 问题 都 公理 化 ， 从 而 一 劳 永 逸 地 解决 数学 基 
础 问题 时 ， 哥 德尔 的 不 完备 性 定理 却 打破 了 他 们 的 美梦 。 

现在 看 来 ， 现 代 公 理 集 合 论 的 一 大 堆 公 理 仍 然 很 难 分 清热 真 熟 假 ， 可 是 
又 不 能 把 它们 一 股 脑 儿 消除 掉 ， 它 们 已 经 跟 整 个 数学 血肉 相连 了 ， 去 掉 它 们 
中 间 的 任何 一 个 都 可 能 对 整个 数学 带 来 无 法 估量 的 影响 。 所 以 第 三 次 危机 表 
面 上 解决 了 ， 实 质 上 更 深刻 地 以 其 他 形式 延续 着 。 早 在 康德 时 期 ， 哲 人 们 就 
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意识 到 “理性 不 能 回答 关于 其 自身 的 问题 ”， 而 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 进一步 
告诉 我 们 ,你 辑 本 身 存 在 着 无 法 弥补 的 汤 润 。 但 我 们 又 不 可 能 抛弃 理性 与 逻 
辑 ， 因 为 它们 是 人 类 了 解 世 界 的 唯一 途径 。 所 以 矛盾 是 固有 的 ， 悖 论 仍然 还 
会 出 现 ， 我 们 应 该 对 悖 论 有 一 个 正确 的 认识 。 

自 完 ， 数 学 悖 论 是 在 数学 学 科 理 论 体系 发 展 到 相当 高 的 阶段 才 出 现 的 ， 
是 对 数学 学 科 理 论 体系 可 能 存在 的 内 在 矛盾 的 揭示 ， 是 该 理论 体系 的 发 展 陷 
入 茶 种 危机 的 表现 。 因 此 ， 人 悖 论 的 出 现 ， 往 往 会 使 人 们 对 该 理论 体系 的 信念 
产生 动 播 ， 引 起 思想 混乱 ， 甚 至 悲观 失望 。 对 正常 的 科学 研究 活动 形成 一 定 
程度 的 冲击 。 毕 达 哥 拉 斯 悖 论 的 出 现 ， 就 兽 彻底 动 揪 了 该 学 派 的 世界 观 ， 给 
当时 证 和 希 膀 的 数学 家 带 来 了 极 大 的 思想 混乱 、 丽 慌 和 愤怒 。 希 帕 索 斯 甚至 被 
一 群 “ 万 物 赂 数 ”的 捍卫 者 抛 到 海中 活活 淹 死 。 无 穷 小 量 悖 论 的 发 现 ， 曾 引 
起 数学 界 长 达 两 个 世纪 的 论战 。 罗 素 悖 论 的 发 现 ， 导 致 了 数学 基础 的 崩 淡 ， 
引发 了 第 三 次 数学 危机 。 

其 次 ,数学 悖 论 的 出 现 虽然 暂时 引起 人 们 的 思想 混乱 ， 对 正常 的 科学 研 
究 可 能 会 形成 一 定 的 冲击 ， 但 它 对 于 揭露 原 有 理论 体系 中 的 逻辑 矛 慎 、 缺 陷 
或 局 限 性 ， 对 于 进一步 深入 理解 、 认 识 和 评价 原 有 科学 理论 ， 对 于 原 有 科学 
概念 或 理论 的 进一步 充实 完善 和 促进 科学 理论 的 产生 都 有 相当 重要 的 意义 。 
所 以 ,和 悖 论 和 人 危机 的 出 现 会 有 助 于 原 有 理论 的 进一步 严密 、 完 善 有 助 于 促 
进 新 理论 的 建立 ， 从 而 极 大 地 促进 数学 科学 的 发 展 。 正 是 希 帕 索 斯 悖 论 的 发 
现 ， 导 致 了 无 理 数 的 3 引入， 从 而 使 数 的 概念 发 生 了 深刻 的 变革 ; 第 二 次 数学 
危机 引发 了 极限 理论 的 产生 ， 并 由 此 建立 了 完整 的 实数 理论 ， 促 成 了 分 析 学 
大 厦 的 完成 和 集合 论 的 创立 ; 而 罗素 悖 论 和 第 三 次 数学 危机 ， 则 使 数学 家 们 
在 长 期 的 激烈 争论 中 形成 了 一 系列 学 派 ， 大 大 促进 了 集合 论 的 研究 ， 导 致 数 
理 逻 辑 与 一 批 现 代数 学 新 学 科 的 产生 ， 使 数学 在 更 加 严密 的 基础 上 得 到 了 还 
狂 的 发 展 。 

在 21 世纪 的 今天 ， 讨 论 和 人 研究 迟 论 和 数学 危机 问题 时 ， 不 要 把 它们 的 出 
现 看 作 坏 事 ， 而 应 看 作 是 促使 人 们 进行 辨证 思维 的 一 种 动力 。 悖 论 一 经 发 现 ， 
就 力求 排除 ， 使 理论 系统 合 于 有 逻辑。 从 正确 认识 要 求 来 说 ， 悖 论 是 不 允许 丰 
在 的 ; 从 人 类 认识 的 真实 情况 来 看 ， 和 导论 又 是 会 随时 出 现 的， 这 本 喘 就 是 矛 
盾 。 人 类 正 是 通过 不 断 地 发 现 和 解决 矛盾 ， 来 不 断 地 提高 认识 水 乎 。 我 们 应 
该 自觉 地 应 用 悖 论 方法 ， 通 过 不 断 地 提出 和 解决 新 的 悖 论 ， 发 现 和 揭露 原 有 
理论 体系 中 的 逻辑 矛盾 的 形成 原理 、 概 念 的 缺陷 ， 促 进 数 学 的 发 展 。 

除了 上 面 讲 到 的 之 外 ， 历 史上 还 有 许多 著名 的 悖 论 。 我 们 只 是 选取 了 与 
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数学 史上 三 次 重大 危机 有 关 的 数学 悖 论 ， 对 它们 如 何 引起 数学 危机 以 及 人 们 
如 何 去 解 决 它们 的 思想 、 过 程 、 方 法 做 了 简单 的 介绍 。 虽 然 由 于 有 些 问题 涉 
及 的 理论 较 艰深 而 不 便于 展开 进一步 的 讨论 ， 但 从 中 我 们 依然 不 难看 到 数学 
悖 论 在 推动 数学 发 展 中 的 巨大 作用 。 正 如 爱 因 斯 坦 所 说 ,，“ 提 出 一 个 问题 往往 
比 解决 一 个 问题 更 重要 ， 因 为 解决 问题 ,也许 是 数学 上 或 实际 上 的 技能 而 已 。 
而 提出 新 的 问题 、 新 的 可 能 性 ， 从 新 的 角度 去 看 旧 的 问题 都 需要 创造 性 的 想 
象 力 ， 而 且 标志 着 科学 的 真正 进步 "。 数 学 悖 论 提 出 的 正 是 让 数学 家 们 无 法 回 
避 的 问题 ， 它 迫使 数学 家 们 投入 最 大 的 热情 去 解决 它 。 而 在 解决 悖 论 的 过 程 
中 ， 各 种 理论 应 运 而 生 了 ， 数 学 由 此 获得 了 蓬勃 发 展 ， 这 正体 现 了 数学 悖 论 
的 重要 意义 和 特殊 作用 。 


-Ap 思 考 是 


1]. 数学 史上 三 次 数学 危机 是 怎样 引起 的 ? 并 试 述 其 解决 之 道 。 

2. 试用 极限 理论 解决 “ 芝 诺 导论 ”: 阿 基 里 斯 是 古 希 腊 神 话 里 跑 得 最 快 
的 人 ,但 如 果 他 前 面 有 一 只 乌龟 ( 正 从 A 点 癌 前 息 )， 那 他 永远 也 追 不 上 这 只 
乌 包 。 理 由 如 下 : 他 要 追 上 乌龟 必须 要 经 过 乌 包 出 发 的 地 方 A,， 但 当 他 追 到 
这 个 地 方 的 时 候 ， 马 包 又 向 前 息 了 一 段 距离 ， 到 了 B 点 ， 他 要 追 上 乌 包 又 必 


须 经 过 B 点 ,但 当 他 追 到 B 点 的 时 候 ， 马 龟 又 息 到 了 C 点 …*… 所 以 阿 基 里 斯 
永远 也 追 不 上 乌龟 ! 


3， 谈 谈 悖 论 对 数学 发 展 的 意义 。 
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在 我 们 居住 的 这 个 世界 上 ， 总 有 许多 不 解 之 恋 ， 引 导 我 们 去 探索 自然 界 
的 奥妙 ， 上 总 有 许多 看 似 偶然 的 巧合 让 我 们 去 思考 其 内 在 的 联系 ， 去 追溯 事物 
的 本 源 。13 世纪 生活 在 比萨 的 一 位 哲人 不 经 意 描 述 的 一 对 兔 手 ， 居 然 几 乎 影 
啊 了 我 们 生活 的 每 一 个 方面 ， 从 植物 界 里 向 日 葵花 盘 和 松 果 的 螺 线 、 植 物 茎 
干 上 的 幼 芽 分 布 、 种 和子 发 育成 形 ， 到 动物 特 角 的 生长 定式 ， 人 类 胚胎 、 婴 儿 、 
孩童 到 成 年 的 发 育 规律 : 从 优美 的 艺术 、 建 筑 、 音 乐 领域 到 变化 莫 测 的 金融 
市 场 甚 至 残酷 的 战争 的 形势 发 展 ， 从 微不足道 的 草木 、 雪 花 到 茫茫 银河 系 中 
天 体 的 排列 与 运行 ， 无 一 不 与 这 对 神奇 兔子 和 由 之 而 产生 的 大 名 鼎鼎 的 斐 波 
那 究 数列 以 及 黄金 分 割 率 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 。 本 章 通 过 介绍 斐 波 那 契 数列 
及 其 基本 性 质 ， 从 几 个 不 同方 面 描述 和 探讨 了 这 个 有 趣 而 又 极其 重要 的 数列 
的 表现 和 应 用 ， 展 示 出 数学 与 目 然 界 的 令 人 吃惊 的 契合 。 


$1 神奇 的 网 于 数列 


一 、 蓝 波 那 契 数 的 来 源 


意大利 数学 家 斐 波 那 契 在 1202 年 写 了 一 本 叫做 《算盘 书 》 的 著作 ， 这 是 
当时 欧洲 最 好 的 数学 书 。 书 中 有 许多 有 趣 的 数学 题 ， 其 中 有 下 面 这 个 问题 : 
如 果 一 对 兔子 每 月 能 生 1 对 小 兔子 ， 而 每 对 小 兔子 在 它 出 生 后 的 第 3 个 月 里 ， 
又 能 开始 生 1 对 小 兔子 ， 假 定 在 不 发 生死 亡 的 情况 下 ， 由 1 对 初生 的 免 子 开 
始 ，1 年 后 能 繁殖 成 多 少 对 倪 子 ? 

分 析 : 第 一 个 月 小 兔子 没有 繁殖 能 力 ， 所 以 还 是 一 对 ; 两 个 月 后 ， 生 下 
一 对 小 兔子 对 数 共 有 两 对 ; 三 个 月 以 后 ， 老 兔子 又 生 下 一 对 ， 因 为 小 兔子 还 


图 4 一 1 非 波 那 契 


斐 流 那 契 把 推算 得 到 的 头 几 个 数 摆 成 一 串 : 1，1，2，3，5，8，…， 发 
现 这 串 数 的 一 个 十 分 明显 的 规律 ， 那 就 是 : 从 第 3 个 数 起 ， 后 面 的 每 个 数 都 
是 它 前 面 两 个 数 的 和 。 而 根据 这 个 规律 ， 只 要 作 一 些 简单 的 加 法 ， 就 能 推算 
出 以 后 各 个 月 兔子 的 数目 了 。 于 是 ， 按 照 这 个 规律 推算 出 来 了 数学 史上 一 个 
有 名 的 数列 ， 大 家 都 叫 它 “ 韭 波 那 站 数 列 ”"， 又 称 “ 人 兔子 数列 ”。 
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斐 波 那 契 数列 表面 看 来 似乎 简单 有 趣 ， 然 而 人 们 发 现 该 数列 是 一 个 非常 
美丽 、 和 谐 的 数列 。 数 学 上， 它 与 组 合 数 学 、 概 率 论 等 一 系列 深刻 的 数学 问 
题 关 系 密 切 。 在 自然 界 ， 植 物 花瓣 、 枝 权 、 叶 序 的 分 布 ， 种 子 排列 的 纹理 与 
蜂 房 结构 ， 以 及 人 体 结 构 等 大 量 的 自然 现象 也 遵从 斐 波 那 契 数列 的 奇妙 构造 。 
另 一 方面 ， 与 之 密切 相关 的 黄金 分 割 更 是 体现 在 音乐 、 艺 术 、 建 筑 等 许多 
领域 。 

二 、 生 物 中 的 斐 波 那 契 数 

自然 界 中 到 处 可 见 斐 波 那 契 数列 的 踪迹 ， 而 植物 似乎 对 斐 波 那 契 数 更 加 
情 有 独 钟 。 它 们 的 花 、 叶 、 枝 条 果实 、 种 子 等 ， 都 可 发 现 与 斐 波 那 契 数 有 某 
些 联系 。 璧 如， 自然 界 中 多 数 花 的 辩 数 、 许 多 植物 种 子 (如 回 日 芯 盘 和 松 果 
的 排列 螺 线 ) 、 植 物 葵 干 上 的 幼 芽 分 布 等 都 是 斐 波 那 契 数 。 另 一 方面 ， 从 种 子 
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发 育成 形 和 动物 生 角 的 生长 定式 ， 到 人 类 由 胚胎 、 婴 儿 、 孩 童 到 成 年 的 发 育 
规律 等 许多 生命 现象 ， 也 遵循 着 与 斐 波 那 契 数 有 密切 关系 的 黄金 分 割 率 。 

最 容易 观察 的 是 ， 斐 波 那 契 数列 常常 出 现在 许多 植物 的 果实 或 花瓣 上 。 
如 果 观 察 整 个 松 果 ， 它 的 鳞片 是 一 片 片 顺 着 两 组 螺 线 排列 的 : 一 组 呈 顺 时 针 
旋转 ， 数 目 是 8 条 ; 男 一 组 呈 逆 时 针 方 向 ,数目 则 为 13 条 ( 见 图 4 一 2) 。 


图 4 一 2 松 果 种 子 的 排列 : 8 条 左 螺旋 和 13 条 右 螺旋 


再 来 观察 区 的 花头 。 如 图 4 一 3 所 示 ， 标 出 了 两 条 不 同方 向 的 螺旋 。 我 们 
可 以 数 一 下 ， 左 图 中 顺 时 针 方 向 的 螺旋 一 共有 13 条 、 逆 时 针 方向 的 有 21 条 : 
右 图 中 的 顺 逆 方 向 螺旋 数目 则 恰好 相反 。 
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左 : 13 条 左 螺旋 和 21 条 右 螺 旋 右 : 13 条 右 螺旋 和 21 条 左 螺 旋 
4 一 3 具有 螺旋 的 葡 的 头 部 


向 日 蔡 的 花 盘 常见 的 螺 线 数目 一 般 是 34 和 55、55 和 89， 较 大 的 向 日 药 
的 螺 线 数目 可 以 达到 89 与 144， 更 大 的 甚至 还 有 144 及 233， 其 中 前 一 个 数字 
是 顺 时 针线 数 ， 后 一 个 数字 是 逆 时 针线 数 ， 而 每 组 数字 都 是 斐 波 那 契 数列 中 相 
邻 的 两 个 数 。 有 些 植物 的 螺 线 不 是 那么 明显 ， 需 要 仔细 观察 才 会 注意 到 ， 例 如 
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人 花生。 如 采 拿 一 颗 花 沫 认真 研究 一 上， 会 发 现 花 生 上 的 小 花 排 列 也 形成 了 两 组 
螺 线 ， 再 数 数 螺 线 的 数目 ， 是 不 是 也 是 相 邻 的 两 个 斐 波 那 契 数 ， 例 如 顺 时 针 5 
条 ， 逆 时 针 8 条 ? 大 下 一 和 东 小 花 再 用 放大 镜 仔 细 观 察 ， 它 实际 上 是 由 更 小 的 小 
花 组 成 的 ， 而 且 也 排列 成 了 两 条 螺 线 ， 其 数目 也 是 相 邻 的 两 个 斐 波 那 契 数 。 我 


图 4 一 4 自然 界 中 各 种 各 样 的 斐 波 那 契 螺旋 
以 这 样 的 形式 排列 种 子 、 花 瓣 或 叶子 的 植物 还 有 很 多 ， 如 图 4 一 5 所 示 ， 如 
蒲公英 、 延 龄 草 、 血 根 草 、 大 波斯 菊 、 金 凤 花 、 糕 斗 菜 、 百 合 花 、 蝴 蝶 花 等 。 
在 大 多 数 情 况 下， 植物 一 条 花 的 花瓣 数目 也 常常 是 韭 波 那加 序 列 中 的 数 
字 。 例 如 : 火 瞧 为 1， 百合、 蝴蝶 花 、 延 龄 草 为 3， 梅花 、 野 政 瑰 为 5， 血 根 
草 、 桔 梗 花 、 大 波斯 菊 凋 为 8， 金 芍 花 多 为 13， 等 等 。 


第 四 讲 ” 从 兔子 到 黄金 分 割 一 一 神奇 的 斐 波 那 契 数 <<< 
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图 4 一 5 许多 植物 的 花瓣 数目 是 斐 波 那 契 数 


斐 波 那 契 数 还 可 以 在 植物 的 叶 、 葵 等 排列 中 发 现 。 在 树木 的 校 二 上 选 一 
片 叶 子 ， 记 其 为 数 0， 然 后 依 序数 叶子 的 数目 ， 直 至 到 达 与 那 片 叶子 正 对 的 位 
置 。 叶 子 从 一 个 位 置 到 达 下 一 个 正 对 的 位 置 称 为 一 个 循环 ， 叶 子 旋转 圈 数 与 
在 一 个 循环 中 叶子 数 的 比 称 为 叶 序 。 例 如 ， 对 于 樱 树 ， 这 种 叶 序 为 2/5。 橡 树 
以 及 许多 其 他 树 和 植物 ， 大 多 与 之 相同 。 在 一 些 情况 下 ， 例 如 榆树 ， 它 的 叶子 
交错 着 长 在 校 干 的 相对 位 置 ， 所 以 其 叶 序 为 /2。 对 于 普通 的 山 毛 样 ， 每 经 过 3 
片 叶 子 便 完成 一 个 循环 ， 重 新 加 到 相对 于 初始 的 位 置 ， 则 其 叶 序 为 1/3。 还 有 其 
他 的 例子 ， 例 如 梨 树 的 叶 序 为 3/8， 柳 树 的 时 序 为 5/13。 很 多 草 的 叶 序 是 1/2， 
但 更 常见 的 是 1/3， 如 图 4 一 6 所 示 。 饶 有 趣味 的 是 ， 所 有 的 时 序 “ 分 数 ”， 痢 
是 由 辈 波 那 契 数列 交错 的 两 个 数组 成 ， 即 一 个 循环 中 的 旋转 圈 数 以 及 一 个 循 
环 中 的 叶子 数 都 是 斐 波 那 契 数 ， 除 非 因 损坏 或 扭曲 而 改变 了 那里 的 排列 。 


图 4 一 6 ”植物 的 时 序 大 多 是 斐 波 那 问 数 


第 四 讲 ”从 兔子 到 黄金 分 割 一 一 神奇 的 斐 波 那 契 数 <<< 


和 人 下 


这 些 植物 的 叶 序 显然 是 按照 某 种 自然 规律 进化 成 这 样 的 ， 那 它们 为 什么 
与 斐 波 那 契 数 列 有 如 此 多 的 巧合 ? 后 面 我 们 会 知道 ， 这 是 植物 排列 种 子 的 
“最 优化 方式 ”。 为 了 “公平 ”对 待 ， 它 们 要 使 所 有 的 种 子 朴 密 得 当 ， 不 至 于 
在 圆心 处 挤 了 太 多 的 种 子 而 在 圆周 处 却 又 黎 稀 拉 拉 。 叶 子 的 生长 方式 也 是 一 
样 的 道理 ， 对 于 许多 植物 来 说 ， 每 片 叶子 从 中 轴 附 近 生 长 出 来 ， 为 了 使 后 来 
连续 生长 出 的 叶子 在 生长 的 过 程 中 都 能 最 佳 地 利用 空间 ， 植 物 就 要 使 每 片 叶 
于 和 前 一 片 叶子 之 间 具 有 一 个 最 佳 的 角度 。 后 面 我 们 会 证 明 这 个 角度 是 
222. 5 《或 者 从 男 一 个 方向 是 137.5 )， 称 为 “黄金 角度 "。 种 子 的 这 种 优化 
生长 方式 、 叶 子 的 最 佳 排 列 角度 与 斐 波 那 契 数 有 密切 的 联系 。 

由 于 受 上 自然 环境 的 影响 ， 比 如 地 形 、 气 候 或 病害 ， 即 使 是 生长 得 很 健康 
的 植物 ， 也 难免 有 这 样 或 那样 的 缺陷 ， 所 以 很 难 找到 完美 的 斐 波 那 契 螺旋 。 
仔细 观察 自然 界 中 的 斐 波 那 契 螺旋 ， 我 们 会 发 现 螺 旋 的 中 心经 常 是 一 片 混乱 。 
完美 的 斐 波 那 契 螺旋 只 能 通过 计算 机 绘制 出 来 ， 见 图 4 一 7。 


4 一 7 ”计算 机 绘制 的 斐 波 那 契 螺 旋 

除了 植物 的 花 、 叶 ， 树 木 的 分 枝 也 符合 斐 波 那 契 数 。 数 学 家 泽 林 斯 基 
(Zielinsky) 曾 在 一 次 国际 性 的 数学 会 议 上 提出 ， 树 木 的 分 枝 问 题 正 好 与 兔子 
的 繁殖 规律 一 样 ， 如 果 一 棵 树苗 在 一 年 以 后 长 出 一 条 新 校 ， 然 后 休息 一 年 ， 
再 在 下 一 年 又 长 出 一 条 新 枝 ， 并 且 每 一 条 树枝 都 按照 这 个 规律 长 出 新 校 ， 那 
么 ,第 1 年 它 只 有 主干 ， 第 2 年 有 两 枝 ， 第 3 年 就 有 3 校 ， 然 后 是 5 校 、8 
枝 、13 枝 等 ， 这 样 ， 分 枝 数 正 好 就 是 斐 波 那 契 数 。 
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除了 斐 波 那 契 数 本 身 ， 与 之 相关 的 是 黄金 分 割 数 。 黄 金 分 割 问 题 起 源 于 
古 希 腊 著 名 数学 家 欧 多 克 斯 提出 来 的 一 个 美妙 的 设想 :“ 能 不 能 把 一 条 线段 分 
成 不 相等 的 两 部 分 ， 使 得 较 长 部 分 为 原 线段 和 较 短 部 分 的 比例 中 项 ?” 用 数学 
的 语言 ， 欧 多 克 斯 的 设想 可 以 表达 为 : 在 任意 长 的 线段 AC 上 取 一 点 B， 其 中 
假设 AB 为 较 长 的 一 段 ( 如 图 4 一 8 所 示 )， 


x 1—x 
4 B C 
图 4 一 8 
则 有 “ 侨 服 一 下 自 "， 即 ,4 一 艇 ,这 就 是 众所周知 的 分 线段 为 中 外 比 。15 


世纪 的 意大利 数学 家 帕 奇 欧 里 把 “中 外 比 ” 称 为 “神圣 比例 ”。 我 们 来 计算 一 下 
点 昌 应 该 到 在 什么 位 置 。 设 整个 线段 AC 的 长 度 为 单位 长 度 1， 并 设 大 线段 AB 


的 长 度 为 z， 则 小 线段 BC 的 长 度 为 1 一 z， 于 是 有 圭一 二-， 解 得 xz 一 一] 二， 


取 其 正信 为 : x 二 二!， 即 有 zx 一 0.618…。 这 个 值 在 应 用 时 一 般 取 其 约 数 


0. 618， 这 就 是 人 们 所 说 的 “黄金 数 ”。 由 于 按 此 比例 设计 出 来 的 造型 十 分 优 
美 ， 意 大 利 著名 学 者 兼 画 家 达 。 耸 奇 赋予 这 个 比率 “黄金 分 割 率 ”的 美称 。 

在 生物 世界 里 ， 黄 金 分 割 的 现象 比比 和 丝 是 。 比 如 将 世界 上 任何 一 个 蜂 梨 
里 的 雄 蜂 和 上 峻 蜂 分 开 数 ， 你 将 得 到 一 个 基本 相同 的 比率 ， 约 为 0. 618; 鹦鹉 螺 
外 壳 上 每 圈 罗 纹 的 直径 与 相 邻 罗 纹 直径 之 比 也 约 为 0.618; 昆虫 身上 的 分 节 也 
符合 这 个 比率 。 我 们 人 类 自身 生命 体内 也 有 这 个 黄金 数 的 踪影 ， 一般 情 况 下 ， 
人 的 肚脐 约 长 在 人 体 长 的 黄金 分 割 点 ; 人 体 肩 膀 到 指 尖 的 距离 除 肘 关节 到 指 
尖 的 距离 约 为 0.618; 用 丑 部 到 地 面 的 距离 除 膝 盖 到 地 面 的 距离 约 为 0. 618。 
再 大 看 手指 关节 、 有 脚趾、 准 柱 的 分 节 ， 我 们 都 可 以 从 中 得 到 0.618。 在 本 讲 稍 
后 ， 我 们 将 揭示 斐 波 那 契 数 与 黄金 分 割 率 的 渊源 。 


$ 2 ” 裴 波 那 契 数 和 黄金 数 的 若干 应 用 
一 、 音 乐 中 的 应 用 


斐 波 那 契 数 在 音乐 上 屡见不鲜 ， 例 如 图 中 钢琴 的 黑 折 和 琴键 的 排列 ， 正 好 
是 斐 波 那 契 数列 的 前 几 项 。 
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中 国 古 人 对 整流 那 契 数 的 领 恒 与 运用 ， 与 西方 有 异曲同工 之 妙 。“ 以 全 长 
全 体 三 分 损 一 ， 又 三 分 益 一 ， 而 转 相 增 减 ”， 全 弦 共 有 十 三 徽 ， 把 这 些 排列 到 
一 起 : 二 池 ， 三 纽 ， 五绝 ， 八 音 ， 十 三 征 。 这 恰恰 都 是 奇妙 的 斐 波 那 契 数 ! 


图 4 一 9 钢琴 的 琴键 与 斐 波 那 契 数 

斐 波 那 契 数 不 仅 体 现在 乐器 上 ， 更 为 美妙 的 是 ， 你 可 以 发 现 贝多 芬 、 莫 
扎 特 、 包 赫 、 巴 托 克 、 德 彪 西 、 等 伯 符 这 些 大 师 们 在 他 们 的 宪 乐 里 流 满 着 革 
让 那 兢 数 与 黄金 分 割 的 完美 和 谐 : 在 乐曲 〈 乐 、 首 、 节 〉 中 的 大 小 高 潮 大 都 
处 在 乐曲 的 5/8 的 点 上 。 

与 非 波 那 契 数 密切 相关 的 黄金 分 割 律 也 是 小 提 季 系 统 工程 中 的 一 个 重要 
组 成 部 分 。 意 大 利 伟大 的 提琴 制作 师 斯 特 拉 迪 瓦 里 在 制造 他 那 有 名 的 小 提琴 
“ 克 重 采 ” 时 运用 了 黄金 分 割 率 来 确定 了 形 洞 的 确切 位 置 。 同 样 ， 二 胡 要 获得 
最 佳音 色 ， 其 “千斤 ” 须 放 在 琴 弦 长 度 0.618 处 。 小 提琴 的 调试 是 比较 困难 
的 ， 其 中 有 的 可 以 目 行 调 试 ， 有 的 则 明知 不 准确 也 难于 凋 试 。 在 可 能 的 条 件 
下 调节 其 某 些 可 调 部 分 的 黄金 分 割 点 ， 其 音质 可 获得 一 定 程 度 的 改善 。 基 于 
同样 的 道理 ， 舞 合 上 的 报 幕 员 并 不 是 站 在 舞台 的 正中 央 ， 而 是 候 在 台 上 一 侧 ， 
站 在 和 舞 台 长 度 的 黄金 分 割 点 的 位 置 时 最 美观 ， 声 音 传播 的 效果 也 最 好 。 


二 、 建 筑 与 艺术 中 的 应 用 


于 百年 来 ， 黄 金 分 割 数 被 广泛 应 用 于 几何 学 、 建 筑 设计 、 绘 面 艺 术 、 钴 
台 艺 术 、 音 乐 艺术 等 方面 。17 世纪 德国 著名 科学 家 开 普 勒 曾 说 ,“ 几 何 学 有 两 
个 宝藏 ， 一 个 是 色 股 定理 ， 另 一 个 就 是 黄金 分 割 .” 

如 果 一 个 等 腰 三 角形 的 顶 角 是 36"， 那 么 它 的 离 与 底线 的 比 等 于 黄金 数 ， 
这 样 的 三 角形 称 为 黄金 三 角形 。 如 果 一 个 矩形 的 长 宽 比 是 黄金 数 ， 那 么 从 这 
个 矩形 切割 掉 一 个 边 长 为 其 宽 的 正方 形 ， 剩 下 的 小 矩形 的 长 宽 比 还 是 黄金 数 。 

建筑 师 们 认为 黄金 分 割 率 和 黄金 矩形 能 够 给 画面 带 来 美感 ， 令 人 愉悦 。 
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在 很 多 建筑 、 雕 刻 中 都 能 找到 它 的 影子 。 上 古 希 腊 雅 典 的 帕 提 农 神 庙 是 举 志 闻 
名 的 完美 建筑 ， 它 的 高 和 宽 的 比 是 0. 618。 他 们 发 现 ， 按 这 样 的 比例 来 设计 右 
堂 ， 殿 党 更 加 雄伟 、 美 丽 ; 去 设计 别墅 ， 别 墅 将 更 加 和 舒适、 漂亮 。 无 论 是 古 
埃及 的 金字 塔 ， 还 是 巴黎 的 圣母 院 ， 或 者 是 近代 的 法 国 埃菲尔 铁塔 ， 都 有 与 
0. 168 有 关 的 数据 ， 甚 至 一 扇 门 窗 若 设计 为 黄金 矩形 都 会 显得 更 加 协调 和 邻 人 
赏心悦目 。 这 样 ， 在 建筑 物 的 长 宽 设 计 中 黄金 分 割 率 就 应 用 得 非常 广泛 。 金 
字 塔 的 几何 形状 有 五 个 面 ， 八 个 边 ， 总 数 为 十 三 个 层面 〈 这 恰好 都 是 斐 波 那 
契 数 列 的 项 )。 由 任何 一 边 看 进去 ， 都 可 以 看 到 三 个 层面 。 金 字 塔 的 高 和 底面 
的 比率 是 0. 618， 塔 的 任何 一 边 的 长 度 也 都 约 等 于 这 个 五 角形 对 角 线 的 0. 618 
信 。 对 于 我 国 上 海 的 东方 明珠 广播 电视 塔 ， 设计 师 为 了 美化 塔 身 ， 巧 妙 地 在 
上 面 装 置 了 章 莹 耀眼 的 上 球体 、 下 球体 和 太空 舱 ， 既 可 供 游 人 登高 众 同 地 面 
景色 ， 又 使 笔直 的 塔 身 有 了 曲线 变化 。 其 中 上 球体 所 选 的 位 置 在 塔 身 总 高 度 
5/8 的 地 方 ， 即 从 上 球体 到 塔 顶 的 距离 同上 球体 到 地 面 的 距离 之 比 大 约 是 5 : 
8。 这 一 符合 黄金 分 割 之 比 的 安排 ,使 塔 体 挺拔 秀美 ， 具 有 审美 效果 。 

艺术 家 们 对 数字 0. 618 也 特别 偏爱 ， 艺 术 大 师 达 ，。 芬 奇 最 早 把 0. 618 称 
为 黄金 数 。 他 发 现 ， 如 果 按 0. 618 : 1 来 设计 腿 长 与 身高 的 比例 ， 画 出 的 人 体 
身材 最 优美 。 他 在 《 论 绘画 》 一 书 中 指出 :“ 美 感 完 全 建立 在 各 部 分 之 间 神 圣 
的 比例 关系 上 ， 各 特征 必须 同时 作用 ， 才 能 产生 使 观众 如 醇 如 痴 的 和 谐 比 
例 。” 这 里 达 ， 芬 奇 所 说 的 “神圣 比例 ”也 就 是 黄金 分 割 率 。 而 现实 中 的 女 
性 ， 腰 身 以 下 的 长 度 平 均 只 占 身 高 的 0. 58， 因 此 古 希 腊 维 纳 斯 女神 塑像 及 太 
阳 神 阿波 罗 的 形象 都 通过 故意 延长 双 腿 ， 使 之 与 身高 的 比值 为 0. 618， 从 而 创 
造 艺术 美 。 为 了 达到 视觉 上 的 效果 ， 他 的 名 画 《 维 特 鲁 威 人 》( 见 图 4 一 10)、 
《 蒙 娜 丽 莎 》、《 最 后 的 晚餐 》 等 都 应 用 了 黄金 矩形 的 比例 布局 。 
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三 、 其 他 应 用 


常见 的 报纸 、 杂 志 、 书 、 纸 张 、 身 份 证 、 信 用 卡 的 形状 都 接近 于 黄金 矩 
形 ， 这 种 形状 让 人 看 上 去 很 舒服 。 的 确 ， 在 我 们 的 生活 中 ， 黄 金 数 无 处 不 在 ， 
因为 它 让 我 们 感到 美 与 和 谐 。 

黄金 数 和 我 们 的 健康 、 养 生 都 有 着 紧密 的 联系 。 养 生 学 家 通过 多 年 观察 
发 现 ， 动 和 静 是 一 个 0. 618 比例 关系 ， 大 致 “ 四 分 动 ， 六 分 静 ” 才 是 较 佳 养 
生 之 法 。 医 学 专家 分 析 后 发 现 ， 饭 吃 六 七 成 饱 的 人 几乎 不 生 胃 病 ; 人 的 脑 电 
波 图 ， 当 高 低频 率 比 为 1 : 0. 618 时 ， 乃 是 身心 最 具 快 乐 欢 愉 之 感 的 时 刻 ;， 人 
体 最 舒适 的 气温 是 体温 的 37C X0. 618<*23C ， 人 体 在 此 温度 的 心率 、 血 压 平 
稳 ， 心脏 负担 最 轻 ， 抗 病 能 力 最 强 ; 每 天 的 最 佳 睡 眠 时 间 为 12 小 时 Xx 
0. 618 二 7. 416 小 时 ， 这 个 睡眠 对 人 体 的 各 种 组 织 机 能 修复 效果 最 佳 ， 等 等 。 

从 饮食 结构 来 说 ， 黄 金 比 例 也 能 给 我 们 带 来 很 多 启东。 我们 知道 人 类 是 
杂食 的 ， 消 化 道 平均 长 度 约 为 9 米 , 其 0.618 倍 ( 即 61.8%) 约 为 5. 5 米 ， 
是 承担 消化 吸收 任务 的 小 肠 的 长 度 ， 所 以 人 类 最 适合 以 素食 为 主 的 混合 膳食 。 
食物 供给 人 体 以 热能 ， 热 能 由 碳水 化 合 物 、 蛋 白质 和 脂肪 提供 ， 碳 水 化 合 物 
供 热 要 占 人 体 总 热能 需要 的 0. 618 倍 ， 主 要 来 源 是 谷物 中 的 淀粉 。 我 们 把 进 
餐 说 成 “吃饭 ”， 其 实 是 很 科学 的 。 一 些 发 达 国家 的 食物 结构 中 ， 这 一 黄金 比 
例 被 颠倒 了 ， 动 物性 食物 占 了 大 部 分 ， 导 致 心血 管 疾病 、 糖 尿 病 、 肥 胖 症 的 
发 病 率 大 大 上 升 。 再 者 ， 蛋 白质 是 人 体 含量 最 多 的 有 机 物质 ， 由 20 种 氨基 酸 
组 成 , “20” 的 0. 618 倍 即 约 12 种 氨基 酸 由 人 体 自行 合成 ， 另 外 8 种 氨基 酸 
必须 由 食物 供给 。 由 于 谷物 中 的 蛋白 质 质量 较 差 ， 因 此 ， 为 了 保证 蛋白 质 的 
报信， 膳食 中 优质 蛋白 质 的 供给 量 应 达到 61.8%。 优 质 蛋白 质 主要 存在 于 动 
物性 食物 和 豆 类 食物 中 ， 每 天 吃 适 量 豆 类 食物 和 豆 制 品 对 健康 很 有 好 处 。 植 
物 油 和 动物 脂肪 各 有 其 生理 功效 ， 植 物 油 与 动物 脂肪 的 摄 和 人 比例 也 应 符合 黄 
爹 分 割 率 。 在 酸 碱 平衡 方面 ， 米 、 面 、 肉 、 蛋 、 油 、 糖 、 酒 属于 酸性 食物 ， 
进食 过 多 会 使 血液 偏 酸 ， 导 致 酸性 体质 ， 使 免疫 能 力 下 降 ， 容 易 患 病 。 据 统 
计 ， 有 61.8%% 的 疾病 缘 于 酸性 体质 。 所 以 ， 应 该 多 了 吃 些 碱 性 食物 ， 使 血液 保 
持 正常 的 弱 碱 性 。 碱 性 食物 主要 有 海带 、 食 用 菌 、 蔬 菜 和 水 果 ， 进 食量 应 占 
膳食 总 量 的 61. 8%。 日 本 人 的 平均 寿命 多 年 来 稳 居 志 界 首 位 ， 合 理 的 膳食 是 
一 个 主要 原因 。 在 他 们 的 膳食 中 ， 人 谷物、 素菜 、 优 质 蛋白 、 碱 性 食物 所 占 的 
比例 基本 上 达到 了 黄金 分 割 的 比值 。 还 有 ， 人 体内 的 水 分 占 体 重 的 61.8%， 
不 计 出 汗 ， 每 天 失去 和 需要 补充 的 水 达 2 500 毫升 ， 基 中 半 固 体 食 物 供给 的 水 


第 四 讲 “从 兔子 到 黄金 分 割 一 -神奇 的 斐 波 那 契 数 <<< | 


0 < 


YD GID OY 20 OPI PD HY 


bE TT 


yetigp oq" 2 AU62D80 2 Hr 
和. Ci 


>>> 数学 的 思维 与 智慧 .….......， ss a 


和 人 体内 部 合成 的 水 约 1 500 毫升， 大 约 占 61.8%， 其 余 1 000 毫升 需要 补 
充 ， 才 能 保持 水 平衡 。 因 此 ， 人 每 天 喝 5 杯 水 是 最 科学 的 。 


$ 3 数学 冢 服 中 的 光波 那 契 数 


一 、 辈 波 那 契 数列 的 通 项 公式 
如 采 设 FC(n)〉 为 该 数列 的 第 2 项， 那么 可 以 得 到 裴 波 那 自 数列 的 一 般 
形式 : 
站 1) 一 下 2 一 1 下) 一 2 一 1 十 F2 一 2) 《7 之 3)， 
其 通 项 为 
r=) (9) 


这 里 ， 我 们 看 到 一 个 似乎 菲 夷 所 思 的 现象 .一 个 正 整数 数列 ， 其 通 项 竞 
要 用 无 理 数 来 表达 ! 下 面 ,我们 来 看 看 这 个 出 人 意料 的 结果 是 怎么 得 来 的 。 
虽然 读者 可 以 找到 更 加 初等 的 推导 方法 ， 但 是 初等 方法 毕竟 比较 烦琐 。 这 里 
介绍 一 个 利用 线性 递归 数列 的 特征 方程 的 简洁 推导 。 

设 FF 为 裴 波 那 净 数列 的 第 ” 项 ， 那 么 


F=F,=1,F,=F, 十 F_ ， (n>3), 
这 是 一 个 线性 递归 数列 。 利 用 它 的 特征 方程 
22 一 X 十 1， 


解 得 Xl ,X18. 


于 是 F, = XI 十 Co XX2。 
因 为 了 一 上 一 1]， 
所 以 CIXI 十 CX 一 1 CIXT 十 Co Xi 一 1]， 


1 ] 
语 !Cz 一 一 下 


得 人 一 ? 
解 得 1 /5 /5 


[和 


即 得 r=- (SE) (SE) |. 


一 、 蓝 波 那 外 数 列 的 若干 性 质 


可 以 验证 斐 波 那 契 数 列 有 很 多 奇妙 而 有 趣 的 属性 ， 例 如 
F，_V5 一 1 


(1) lims ~ 7 和 0. 618 。 


(2) 数列 的 最 后 一 位 数字 ， 每 60 项 一 循环 ; 最 后 两 位 数字 ， 每 300 项 一 
循环 ; 最 后 三 位 数字 ， 每 1 500 项 一 循环 ; 最 后 四 位 数字 ， 每 15 000 项 一 循 
环 ; 最 后 五 位 数字 ， 每 150 000 项 一 循环 ， 等 等 。 

(3) 对 于 任何 四 个 相继 的 斐 波 那 契 数 A，B，C，D， 下 列 公式 成 立 ， 


C—B=~—AxD, 


(4) 每 第 三 个 数 可 被 2 整除 ， 每 第 四 个 数 可 被 3 整除 ， 每 第 五 个 数 可 被 5 
整除 ， 每 第 六 个 数 可 被 8 整除 ， 等 等 。 这 些 除数 本 身 也 构成 斐 波 那 契 数列 。 

(5) 从 第 二 项 开始 ， 每 个 奇数 项 的 平方 都 比 前 后 两 项 之 积 多 1， 每 个 偶数 
项 的 平方 都 比 前 后 两 项 之 积 少 1， 即 


FFnF, =(—1)"!,。 


(6) 如 果 你 把 前 5 个 斐 波 那 契 数 加 起 来 再 加 1， 结 果 会 等 于 第 7 个 斐 波 那 
契 数 ， 如 果 把 前 6 个 斐 波 那 搞 数 加 起 来 ， 再 加 1， 就 会 得 出 第 8 个 辈 波 那 契 
数 ， 即 : 1 十 1 十 2 十 3 十 5 十 1 一 13， 1 十 1 十 2 十 3 十 5 十 8 十 1 一 21，…-。 

那么 前 ”个 斐 波 那 契 数 加 起 来 再 加 1， 会 不 会 等 于 第 ”十 2 个 斐 波 那 契 
数 呢 ? 

十 
(YY gy 21, 34, 55, ... 
人 

事实 上 ， 由 于 每 一 个 斐 波 那 契 数 都 是 其 前 两 项 斐 波 那 契 数 的 和 ， 我 们 的 

确 可 以 利用 数学 归纳 法 证 明 


所 十 十 … 十 FF 十 1 二 FF 4 


对 所 有 自然数 ”都 成 立 。 
证 明 当 n==1 时 ， 左 式 三 玉 十 1 王 1 十 1 一 2 一 Pi 一 下: 一 右 式 ， 故 等 式 
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成 立 。 
假设 对 任意 自然 数 ”一 & 等 式 都 成 立 ， 即 
FFF,Tt… 二 Fi 二 1=F,,,,， 
则 
记 十 十 … 十 Fi 十 Fwi 十 1 二 ( 记 十 到 十 … 十 Fi 十 1) 十 Fy 
=Frs tt Fr = Frs, 
故 n 二 k 十 1 时 等 式 也 成 立 。 
由 数学 归纳 法 原理 ， FE 十 了 十 … 十 五 ,十 1 一 天 得 到 证 明 。 
(7) 如 果 分 别 对 偶数 项 与 奇数 项 做 加 法 和 运算， 情形 又 如 何 呢 ? 


AA pa 
l, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, $5, --- 
NA \_A 
1 十 2 十 95 一 8， 


1 十 2 十 5 十 13 一 21 ， 
1 十 1 十 3 十 8 一 13， 
1 十 1 十 3 十 8 十 21 王 34。 


同样 利用 数学 归纳 法 ， 我 们 可 以 证 明 下 列 结果 : 


站 十 FF， -十 十 下 | 一 上 ， 
1 十 下 。 十 R 十 十 并 一 下 1 


(8) 如 果 把 第 3 项 的 平方 加 上 第 4 项 的 平方 会 得 到 第 7 项 : 


一 一 一 
1]，1，2，3，3，8，]3，21，34，355，… 
22? 十 3 一 4 十 9 一 13。 
一 般 地 ， 任 何 两 个 相继 的 斐 波 那 契 数 的 平方 和 都 满足 Fr 十 Fst 二 Fosti， 
其 证 明 留 给 读者 。 
三 、 裴 波 那 契 数 列 与 黄金 分 割 的 关系 


辈 波 那 契 数列 与 黄金 分 制 到 底 有 什么 关系 呢 ? 仔细 观察 ， 我 们 首先 发 现 
黄金 分 割 数 非常 接近 于 斐 波 那 契 数列 中 任何 两 个 连续 数字 的 比 ， 壁 如 55/89， 
89/144，144/233 都 是 约 等 于 0. 618。 可 以 证 明 ， 相 邻 两 个 斐 波 那 四 数 的 比值 


CE 


随 序号 的 增加 ， 确 实 是 逐渐 趋 于 黄金 分 割 率 的 ， 即 lm 二 一 3 了 0. 618。 


由 于 斐 波 那 契 数 都 是 整数 而 黄金 数 是 无 理 数 ， 两 个 整数 之 商 是 有 理 数 ， 所 以 
它们 只 是 逐渐 通 近 黄金 分 割 率 。 但 是 当 我 们 继续 计算 出 后 面 更 大 的 斐 波 那 契 
数 时 ， 就 会 发 现 相 邻 两 数 之 比 确实 非常 接近 黄金 分 割 率 。 

有 趣 的 是 ， 不 仅 右 波 那 契 数 是 这 样 ， 随 便 选 两 个 整数 ， 然 后 按照 斐 波 那 
契 数 的 规律 排 下 去 ， 两 数 间 的 比 也 是 会 逐渐 逼近 黄金 分 割 率 的 。 

下 面 我 们 来 看 看 黄金 数 与 男 一 个 更 古老 的 、 早 在 古 希 腊 就 锌 人 们 注意 到 
甚至 被 崇拜 的 “神秘 ”数字 的 关系 。 假 定 有 一 个 数 B， 它 有 如 下 数学 关系 
(注意 到 它 就 是 前 面 线 性 递归 数列 的 特征 方程 ) : 


GF 一 下 一 到 一 0， 即 oF —B—1=0, 
解 这 个 方程 ， 得 两 个 解 : 


Ls. 618 033 988 7 一 一 0 618 033 988 7… 


这 两 个 数 的 小 数 部 分 是 完全 相同 的 ， 通常 用 B 表示 其 中 正 数 解 。 有 趣 的 
是 它 的 倒数 恰好 等 于 它 的 小 数 部 分 ， 也 即 1/8 一 B 一 1A0. 618， 这 个 倒数 就 是 
所 谓 的 黄金 数 或 者 黄金 分 割 率 。 那 么 黄金 数 究竟 和 斐 波 那 契 数 有 什么 关 
系 呢 ? 
根据 上 面 的 方程 更 一 @ 一 1 一 0， 可 得 : 
入 一 1 十 1/ 和 下 
=1 十 ]/(l 二 1/@) 


二 1 十 1/(1 十 1 十 1/ (1 十 …))) 


根据 上 面 的 公式 ， 可 以 用 计算 器 如 此 计算 BB: 输入 1， 取 倒数 ， 加 1， 和 
取 倒 数 ， 加 1， 和 取 倒 数 ……- 你 会 发 现 总 和 越 来 越 接近 BB。 让 我 们 用 分 数 和 沾 
数 来 表示 上 面 的 允 近 步骤 : 


DBA1, 

B11/1==2/1==2， 
B11/(il 二 1/1)=3/2=1.5, 

Pl 十 1/(1 十 1/ (1 十 1))= 二 5/3 守 1. 666 667， 
Bl 十 1/(1 十 1/ (1 十 (1 十 1))) 二 8/5==1.6， 
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G1 二 1/(1T1/(1 二 (十 (1 十 1)))) 一 13/8= 二 1. 625， 
Bz1 十 1/(1 十 1/(1 十 (1 十 (1 十 (1 十 1)))))= 二 21/13 守 1. 615 385， 
Bl 十 1/(1 十 1/( 十 (十 (1 十 (1 十 (1 十 1))))))= 二 34/21 
1. 619 048， 
D1 十 1/(1 十 1/(1 十 (十 (1 十 (十 (1 十 (1 十 1))))))) 一 55/34 
人 1. 617 647， 
征 二 1] 十 17/(1 二 17 十 (1 十 (十 (1 十 (1 十 (1 十 (1 十 1))7))7)7)7 一 897/55 
1. 618 182 


现在 ， 你 是 否 发 现 以 上 分 数 的 分 子 、 分 母 都 是 相 邻 的 斐 波 那 契 数 ? 原来 
相 邻 两 个 辈 波 那 契 数 的 比 近 似 等 于 下， 数目 越 大 ， 则 越 接近 ， 当 无 穷 大 时 ， 
其 比 就 等 于 惠 。 斐 波 那 契 数 就 是 这 样 与 黄金 数 密切 联系 在 一 起 的 。 植 物 喜爱 
非 波 那 契 数 ， 实 际 上 就 是 喜爱 黄金 数 。 


四 、 植 物 偏 爱 斐 波 那 罩 数 的 数学 解释 


我 们 已 经 看 到 ， 一 方面 斐 波 那 契 数 和 黄金 分 割 几乎 无 处 不 在 ; 另 一 方面 
这 两 者 之 间 紧 密 相 关 〈 可 能 后 者 更 加 直观 一 些 ) 。 我 们 不 禁 要 问 : 是 人 们 先 发 
现 了 黄金 分 割 率 的 普遍 存在 ， 并 认识 到 符合 这 一 神奇 比率 的 生物 〈 包 括 人 类 
自身 ) 能 够 得 到 更 好 的 发 展 ， 对 此 进行 了 总 结 和 有 意识 的 应 用 后 才 把 它 认 作 
一 个 最 美的 比例 呢 ， 还 是 人 类 由 于 自身 的 生理 结构 中 天 生 包 含 着 这 种 比例 关 
系 ， 并 且 因 为 它 符合 进化 论 的 选择 ， 所 以 本 能 地 就 吝 欢 符合 黄金 分 割 率 的 事 
物 呢 ? 也 就 是 说 ， 人 们 认为 符合 黄金 分 割 率 的 事物 是 “ 美 ”的 和 “合理 ”的 ， 
到 底 是 一 种 理性 认识 和 理论 概括 的 结果 呢 ， 还 是 由 于 人 的 心理 一 生理 同 构 而 
先天 就 具有 的 〈 写 人 人 的 DNA 密码 之 中 ) 的 高 好 呢 ? 从 哲学 上 看 ， 这 也 许 是 
一 个 “ 鸡 生 重 ， 和 恒生 鸡 ” 的 问题 。 不 过 ， 当 我 们 在 植物 的 生长 、 造 型 中 屡 展 
发 现 黄 金 分 割 率 、 右 波 那 碳 数 时 ,会 认为 上 述 的 答案 更 应 该 是 后 者 ， 因 为 植 
物 是 不 会 复 得 斐 波 那 契 数 的 ， 它 们 只 是 按照 自然 的 规律 才 进 化 成 这 样 的 。 下 
面 我 们 来 分 析 一 下 植物 为 什么 吝 爱 黄金 数 。 

植物 以 种 子 和 嫩 芽 开始 生长 ， 其 枝条 、 叶 子 和 花 准 有 相同 的 起 源 ， 都 是 
从 茎 尖 的 分 生 组 织 依次 出 芽 、 分 化 而 来 的 。 种 子 发 芽 后 ， 很 多 细 根 会 长 出 来 ， 
并 且 向 地 底下 生长 ， 而 嫩 芽 则 是 迎 向 阳光 。 如 果 用 显微镜 观察 新 芽 的 顶端 ， 
可 以 看 到 所 有 植物 的 主要 征 貌 的 生长 过 程 一 一 包括 叶子 、 花 办 、 莹 片 、 小 花 
等 。 在 项 端的 中 央 ， 有 一 个 圆 形 的 组 织 称 为 “顶尖 ”; 而 在 顶尖 的 周围 ， 则 有 
微小 隆起 物 一 个 接 一 个 地 形成 ， 这 些 隆 起 则 称 为 “ 原 基 ”。 成 长 时 ， 每 一 个 原 


有 


基 上 自 顶 尖 移 开 ， 最 后 这 些 隆起 原 基 会 长 成 叶子 、 花 图、 毒 片 等 。 每 个 原 基 都 
希望 生成 的 花 、 蕊 或 叶片 等 能 够 获得 最 大 的 生长 空间 。 新 原 基 生长 的 方向 与 
前 面 一 个 原 基 的 方向 不 同 ， 旋 转 了 一 个 固定 的 角度 。 如 果 要 充分 地 利用 生长 
空间 ， 新 原 基 的 生长 方向 应 该 与 昌 原 基 离 得 尽 可 能 远 。 由 于 较 早 产生 的 原 基 
移 开 得 较 远 ， 所 以 可 以 从 它 与 顶尖 之 间 的 距离 ， 来 推断 出 现 的 先后 次 序 。 如 
果 我 们 依照 原 基 的 生成 时 间 顺 序 描 出 原 基 的 位 置 ， 便 可 画 出 一 条 卷 绕 得 非常 
紧 的 螺 线 一 一 “生成 螺 线 ”。 

那么 新 原 基 旋转 的 最 佳 角度 是 多 少 呢 ? 我 们 可 以 把 这 个 角度 写成 360°X 
k， 其 中 0<&<1。 由 于 左右 各 有 一 个 角度 是 一 样 的 《只 是 旋转 的 方向 不 同 )， 
例如 &A 一 0.4 和 二 0.6 实际 上 结果 相同 ， 因 此 我 们 只 需 考 虑 0. 5 委 &<]1 的 情 
况 。 如 果 新 原 基 要 与 前 一 个 有 昌 原 基 离 得 尽量 远 ， 应 长 到 其 对 侧 ， 即 & 一 0. 5 一 
17/2， 但 是 如 果 第 2 个 新 原 基 与 昌 原 基 同 方向 ， 第 3 个 新 原 基 与 第 1 个 新 原 基 
同方 向 …… 也 就 是 说 ， 仅 绕 工 周 就 出 现 了 重 琶 ， 而 且 总 共 只 有 两 个 生长 方向 ， 
中 间 的 空间 都 浪费 了 。 如 果 取 0. 6= 王 3/5 呢 ? 绕 3 周 就 出 现 重 天， 而 且 总 共 也 
只 有 5 个 方 甸 。 事 实 上 ， 如 果 上 是 真 分 数 p/g， 则 意味 着 绕 p 周 就 出 现 重 准 ， 
共有 g 个 生长 方向 。 

从 上 述 分 析 我 们 看 到 ， 如 果 上 六 是 无 法 用 分 数 有 效 通 近 的 无 理 数 ， 对 植物 
生长 而 言 ， 就 会 有 利得 多 。 在 这 个 意义 之 下 ， 越 是 “无 理 的 ”无 理 数 越 好 ， 
对 植物 越 “ 有 理 ”。 选 什么 样 的 无 理 数 呢 ? 圆周 率 x、 自 然 常 数 e 和 V2 都 不 是 
很 好 的 选择 ， 因 为 它们 的 小 数 部 分 分 别 与 1/7、5/7 和 2/5 非常 接近 ， 也 就 是 
分 别 绕 1、5 和 2 周 就 出 现 重 着， 总 共 分 别 只 有 7、7 和 5 个 生长 方向 。 容 易 证 
明 ， 黄 金 数 是 不 可 能 用 分 母 为 个 位 数 的 分 数 作 精确 的 有 理 近 似 的 。 所 以 结论 
是 ， 这 个 最 无 理 的 无 理 数 ， 就 是 黄金 数 。 也 就 是 说 , & 的 最 佳 值守 0. 618， 即 
新 原 基 的 最 佳 旋转 角度 大 约 是 360"X0. 618 之 222. 5° 或 137. 5°。 

前 面 已 提 到 ， 最 常见 的 叶 序 为 1/2，1/3，2/5，3/8，5713 和 8/21， 它 们 
是 相 邻 两 个 斐 波 那 契 数 的 比值 ， 是 不 同 程度 地 允 近 1/@。 在 这 种 情形 下 ， 植 
物 的 芽 可 以 有 最 多 的 生长 方向 ， 占 有 尽 可 能 多 的 空间 。 对 叶子 来 说 ， 意 味 着 
尽 可 能 多 地 获取 阳光 进行 光合 作用 ，、 或 承接 尽 可 能 多 的 雨水 江淮 根部 ; 对 花 
来 说 ， 意 味 着 尽 可 能 地 展示 自己 吸引 昆虫 来 传粉 ; 而 对 种 子 来 说 ， 则 意味 着 
尽 可 能 密集 地 排列 起 来 。 这 一 切 ， 对 植物 的 生长 、 繁 殖 都 是 大 有 好 处 的 。 虽 
然 由 于 基因 导致 生长 发 育 的 差异 ， 使 得 各 种 植物 的 叶 序 、 花 办 各 不 相同 ， 但 
如 前 所 述 ， 它 们 都 在 尽量 靠近 斐 波 那 契 数 。 事 实 上 我 们 可 以 说 ， 植 物 之 所 以 
偏爱 斐 波 那 契 数 ， 乃 是 在 适 者 生存 的 自然 选择 作用 下 进化 的 绪 果 。 
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约 在 1837 年 晶体 学 先驱 布 拉 菲 兄弟 曾 测量 相 邻 两 原 基 之 间 的 角度 ， 发现 
量 得 的 各 个 角度 非常 相近 ， 这 些 角 的 共同 值 就 称 为 “发 散 角 ”。 他 们 也 发 现 发 
散 角 往往 非常 接近 137. 5”( 或 从 另 一 边 量 起 为 222.5)， 也 就 是 “黄金 角 ”。 
那么 黄金 角 有 多 大 呢 ? 经 过 计算 ，360" 一 360"/@ 大 约 是 137.5 ， 更 准确 的 值 
为 137. 507 7 。 下面 是 一 个 简单 的 推 证 。 


4—11 


1907 年 ， 数 学 家 易 特 生 〈G. Van Iterson) 在 一 条 绕 得 很 紧 的 螺 线 上 ， 每 
卫 137. 5 画 一 个 点 。 结 果 他 发 现 两 组 互相 交错 的 螺 线 ， 一 组 是 顺 时 针 旋 转 ， 
另 一 组 是 逆 时 针 旋 转 ， 两 组 螺 线 的 数目 也 正好 是 相 邻 的 斐 波 那 契 数 。1979 年 ， 
数学 家 伏 格 〈 开 1. Vogel) 以 电脑 模拟 原 基 的 生长 情形 ， 他 用 圆 点 来 代表 向 日 
葵 的 原 基 ， 在 发 散 角 为 固定 值 的 假设 下 ， 试 图 找 出 最 佳 的 发 散 角 以 使 这 些 圆 
点 尽 可 能 紧密 地 排 在 一 起 。 他 的 电脑 实验 显示 ， 当 发 散 角 小 于 137.5 时 ， 圆 
点 间 就 会 出 现 空 际 ， 从 而 只 会 看 到 一 组 螺 线 ; 同样 地 ， 如 果 发 散 角 超过 
137.5 ， 圆 点 间 也 会 出 现 空隙 ， 但 是 这 次 看 到 的 是 另 一 组 螺 线 。 因 此 ， 如 采 
要 使 圆 点 排列 没有 空 除 ， 发 散 角 就 必须 是 黄金 角 ; 而 这 时 ， 两 组 螺 线 就 会 同 
时 出 现 。 简 言 之 ， 要 使 花头 最 密实 、 最 坚固 ， 最 有 效 的 堆 排 方式 是 让 发 散 角 
等 于 黄金 角 。 

图 4 一 12 是 用 数学 软件 模拟 的 伏 格 的 实验 结果 。 
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图 4 一 12 发 散 角 为 137.5" 

事实 上 ， 如 果 我 们 选用 的 发 散 角 是 360 的 有 理 数 们 ， 就 必定 会 得 到 一 组 
径 向 直线 。 由 于 直线 之 间 都 有 空 阶 ， 所 以 原 基 就 无 法 排列 得 很 紧密 。 结 论 是 : 
想 要 以 最 有 效 的 方式 填 满 一 个 平面 ， 发 散 角 就 必须 是 360 乘 以 某 个 无 理 数 ， 
这 个 最 好 的 无 理 数 就 是 黄金 数 ， 它 最 难以 用 有 理 数 近似 。 这 就 是 说 黄金 发 散 
角 会 使 原 基 排列 得 最 致密 。 

黄金 数 还 与 螺 线 有 着 紧密 的 联系 。 一 个 黄金 矩形 可 以 不 断 地 被 分 为 正方 
形 及 较 小 的 黄金 矩形 ， 通 过 这 些 正方 形 的 端点 《黄金 分 割 点 )， 可 以 描 出 一 条 
等 角 螺 线 。 所 谓 等 角 螺 线 就 是 向 径 和 切线 的 交角 永远 不 变 的 曲线 ， 如 图 4 一 13 
所 示 。 


图 4 一 13 9 是 定 角 
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蝶 线 的 中 心 正好 是 第 一 个 黄金 矩形 及 第 二 个 黄金 矩形 的 对 角 线 交点 ， 也 
是 第 二 个 黄金 矩形 与 第 三 个 黄金 矩形 的 对 角 线 交点 。 如 图 4 一 14 所 示 。 
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图 4 一 14 


4 一 15 ” 婴 堪 螺 的 等 角 螺 线 


斐 波 那 契 数列 根 邻 两 项 的 比值 趋 近 于 黄金 比值 ， 由 黄金 矩形 又 可 摘出 等 
角 螺 线 ， 等 角 螺 线 又 出 现在 松 果 、 菠 葛 、 和 雏菊 、 向 日 葵 等 植物 中 ， 而 它们 的 
左右 旋 螺 线 数目 又 是 斐 波 那 契 数列 相 邻 的 两 项 ， 目 然 之 造物 真 令 人 叹为观止 ! 


五 、 斐 波 那 契 数 列 的 变 式 
观察 下 面 的 数列 : 
ty ty 


这 样 的 数列 称 为 帕 多 瓦 数列 。 它 和 斐 波 那 契 数列 非常 相似 ， 稍 有 不 同 的 
是 : 每 个 数 都 是 跳 过 它 前 面 的 那个 数 ， 并 把 再 前 面 的 两 个 数 相 加 而 得 出 的 ， 
它 也 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 读 者 不 妨 仿照 斐 波 那 契 数列 进行 研究 。 我 们 还 可 以 
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在 生活 中 发 现 更 多 的 类 似 情 形 ， 现 举例 如 下 。 
(1) 冬 冬 有 15 块 糖 ， 如 果 每 天 至 少 隐 3 块 ， 吃 完 为 止 ， 那么 共有 多 少 种 
不 同 的 吃 法 ? 
如 果 冬 冬 有 3 块 糖 、4 块 糖 或 者 5 块 糖 ， 都 只 有 1 种 吃 法 ; 如 果 有 6 块 
糖 ， 则 有 2 种 吃 法 ; 如 果 有 ?7 块 糖 ， 则 有 3 种 吃 法 ; 如 果 有 8 块 糖 ， 则 有 4 种 
吃 法 ; 如 果 有 9 块 糖 ， 则 有 6 种 吃 法 。 


靖 的 者 数 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 了 | 了 | 一 


铺 的 吃 法 | 1 | 


这 个 “ 吃 糖 数列 ”和 斐 波 那 契 数列 很 类 似 ， 不 同 的 是 ， 每 次 都 是 跳 过 中 
闻 的 那个 数 ， 再 把 第 1、3 两 个 数 相 加 ， 等 于 第 4 个 数 。 

(2) 小 明 要 上 楼 梯 ， 他 每 次 能 向 上 走 1 级 、2 级 或 3 级 ， 如 果 楼 梯 有 10 
级 ， 他 有 几 种 不 同 的 走 法 ? 

如 果 楼 梯 就 一 级 ， 他 有 1 种 走 法 : 如 果 楼 梯 有 2 级 ， 他 有 2 种 走 法 ; 如 
果 楼 梯 有 3 级 ， 他 有 4 种 走 法 ; 如 果 楼 梯 有 5 级 ， 他 有 7 种 走 法 …… 继 续 下 
去 ， 即 有 下 表 。 


34 优选 法 


科学 家 们 发 现 ， 将 黄金 分 割 率 运用 到 生产 实践 和 科学 实验 中 ， 可 以 用 更 
快 的 速度 把 最 优 方案 选 出 来 ， 从 而 取得 显著 的 经 济 效益 。 数 字 0. 168… 就 更 加 
引起 了 数学 家 们 的 关注 ， 他 们 用 黄金 分 割 数 不 仅 解决 了 许多 数学 难题 ， 而 且 
还 给 优选 法 提供 了 理论 上 的 支持 。 

优选 法 是 一 种 求 最 优化 问题 的 方法 。 如 在 炼 钢 时 需要 加 和 人 某 种 化 学 元 素 
来 增加 钢材 的 强度 ， 假 设 已 知 在 每 吨 钢材 中 需 加 某 化 学 元 素 的 量 在 1000 一 2 000 
克之 间 ， 为 了 求 得 最 恰当 的 加 和 人 量 ， 需 要 在 1 000 克 与 2 000 克 这 个 区 间 中 进 
行 试 验 。 如 果 取 区 间 的 中 点 〈 即 1 500 克 ) 作 试 验 ， 然 后 将 试验 结果 分 别 与 
1 000 克 和 2 000 克 时 的 试验 结果 作 比 较 ， 从 中 选取 强度 较 高 的 两 点 作为 新 的 区 
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闻 ， 再 取 新 区 闻 的 中 点 做 试验 ， 再 比较 端点 ， 依 次 下 去 ， 直 到 取得 最 理想 的 
结果 ， 这 种 试验 法 就 称 为 对 分 法 。 这 种 方法 虽然 简便 易 行 ， 但 并 不 是 最 快 的 
试验 方法 。 人 们 发 现 ， 如 果 将 试验 点 取 在 区 间 的 0. 618 人 处， 那么 试验 的 次 数 
将 大 大 减少 。 这 种 取 区 间 的 0. 618 处 作为 试验 点 的 方法 就 是 一 种 一 维 的 优选 
法 ， 也 称 黄 金 分 割 法 或 者 0. 618 法 。 有 实践 表明 ， 对 于 单 因 素 的 问题 ， 用 
“0. 618 法 ”做 16 次 试验 就 可 以 完成 “对 分 法 ”做 2 500 次 试验 所 达到 的 效 
采 。 我 国 伟大 的 数学 家 华罗庚 在 20 世纪 60 年 代 不 顾 上 自身 的 疾患 ， 走 遍 各 地 
亲自 宣讲 ， 在 我 国 大 力 推广 “优选 法 ”， 在 当时 极 差 的 学 术 、 科 研 环 境 中 促进 
了 科学 技术 在 工农 业 生 产 中 的 应 用 。 

对 求 极 小 问题 而 言 ， 所 谓 La,，6]」 上 的 单 峰 函数 ， 是 指 存在 唯一 的 zx” E 
(a,， 5b)， 使 得 f(x) 在 [a，x"」 上 严格 单调 递减 ,在 Lz"”，b 上 严格 单调 
递增 。 同 时 , 称 [a,6] 是 史 数 f(x)〉 的 单 峰 区 间 。 一 维 优选 法 的 基本 思想 
是 逐步 缩小 单 峰 函数 的 单 峰 区 间 。 当 区 间 长 度 小 到 一 定 程度 时 ， 区 间 上 各 点 
的 函数 值 均 接近 于 极 小 值 ， 因 而 最 后 找到 近似 的 极 小 值 点 。 

下 面 简 单 介绍 0. 618 法 的 基本 原理 。 


假定 要 确定 第 个 单 峰 区 间 ， 即 确定 A，jy， 使 它们 满足 两 个 条 件 ， 心 
和 pi 在 La:，6b:j」] 中 的 位 置 是 对 称 的 ; 每 次 迁 代 区 间 长 度 缩短 比例 相同 。 由 
此 得 到 
Or— pA Ag, (对 称 性 ) 中 
Orri—axrti—d(b ar), (压缩 比 》 © 
于 是 有 
A: a (1—6) (Ca ), 3) 
Lr =ar OCD — ar)o (4) 


设 在 第 不 次 送 代 得 出 fO44) 二 ffOw)， 包 合 极 小 点 的 区 间 [axri,Biri | 二 [上 ax， 
p44] 。 为 进一步 选择 试探 点 ， 由 由 得 


Mati—Arri TO br —arr1) =—=ar to Ar) 
=as tO (be —ax) © 


可 以 看 到 ， 如 果 学 二 1 一 8， 则 由 和 @ 得 到 jt = 二。 因此 jyxt+1 及 了 芭 数 值 
f(y+1) 都 不 必 重 新 计算 ， 从 而 节省 了 计算 量 。 解 方程 ， 得 到 其 正 数 解 6 二 


V5 一 1 和 v0. 618。 这 就 是 0. 618 法 的 来 历 。 
根据 上 面 的 讨论 ， 我 们 很 容易 给 出 0. 618 法 的 算法 和 例子 。 
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算法 
步骤 一 ， 选 取 初 值 ， 确 定 初始 搜索 区 间 [aa ，b,] 和 精度 要 求 上 >>0， 计 
算 最 初试 探 点 A1， Hl: 


Al 二 Qi 十 0. 382(D1 一 人 ) AI 一 Cl 十 0， 618(p， ul ) a 


计算 fC41) 和 fly)， 今 & 一 1。 

步骤 二 ， 比 较 AN) 和 .AAA)》 在 前 者 大 于 后 者 ， 转 步骤 三 ;否则 转 步 又 四 。 

步骤 三 ， 看 尽 一 人 和 世 ， 则 停止 计算 ， 输出 Lk 3 否则 令 Qt+1 一 从 bert 
Bs» Meti—pas fAet1) = fg) pt =a 二 0.618 (br 一 atti)， 计 算 
fpyx+t1)， 转 步 又 二 。 

步骤 四 . 若 一 a: 筷 L， 则 停止 计算 ， 输出 Mi 否则 令 asti 二 a4，bPrt1 二 
/后 ，HHI 一 AM ft1) = fOr), AH 一 Ch 十 0.382(0p+1 arti), 计算 f 
(Xx+1)， 转 步 缀 二 。 

例 1 用 0.618 法 求解 问题 .minf(x) 一 2x* 一 x 一 1。 取 初始 区 间 为 [一 1， 
1 上 1， 精度 为 0. 15。 

用 Matlab 编程 计算 : 


atl)= -1 
bit1)=1 
r(1)=a(l) +0.382 x (b(1) — a(l)); 
uC(1) =a(l) +0., 618 x (b(1) - a(1)); 
L=0. 15 
k= 1; 
while(b(k) — a(k) >L) 
£1(k) =2x (rk))"2— r(xk)—1 
f24KkK) =2x (Uk))"2— uk)—1 
if(f1(k) ~>£2(K)) 
if bk) 一 TUk)<< = 0.15 
X= UK); 
break 
else a(k+ 1) = r(k) 
b(tk+ 1) = Db(k) 
rtk+1) = uk) 
uk+1)=alk+1)+0.618x (b(t(kt1) -~ atkt+1)) 
end 
end 
if(f1(k)<E2(k)) 
if uk) — atk)<~< =0.15 
x= rk); 
break 
else a(k +1) = a(k) 
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b({k+1) = u(k) 
ukK+1) = rk) 
r+i+1)=atk+1)+0. 382 x (b(k+1)— a(k+1)) 


计算 过 程 及 结果 如 下 表 : 
| 


一 1.0000 一 0. 236 0 一 0. 236 0 0.0558 0.0558 0. 167 2 


mem / 
| oo00 | roo00| 0.5278 | 05278 


0.236 0 0.2360 | 0.3475 0.2360 | 0.2787 


一 0.6526 | 一 1.1246 | —1.0496 | 一 1.1246 | 一 1.1113 | 一 1.1246 
一 L.1246 一 L1060 | 一 L1246 |-1.1234 


5 | 


用 0. 618 法 不 需要 确定 迭代 次 数 ， 而 且 计算 简单 ， 也 较 可 靠 。 相 比 斐 波 
那 契 等 算法 ，0. 618 法 可 以 更 快 地 得 到 同样 精度 的 结果 。 

斐 波 那 契 是 意大利 一 位 商人 兼 数学 家 ， 约 1175 年 生 于 比萨 ，1250 年 从 于 
比萨 。 人 兔子 问题 只 是 他 的 著作 《算盘 书 》 中 许多 有 启发 性 的 数学 问题 中 的 一 
个 ,在 历史 上 更 重要 的 是 他 在 其 中 首先 引入 阿拉 伯 数 字 ， 将 十 进 制 记 数 法 介 
绍 给 欧洲 人 认识 。 斐 波 那 契 的 许多 数学 工作 对 后 世 特 别 是 对 欧洲 的 数学 发 展 
也 有 深远 的 影响 。 可 以 说 斐 波 那 契 在 西方 的 数学 复兴 中 起 到 了 先锋 作用 ， 或 
者 说 他 在 东西 方 的 数学 发 展 中 起 到 了 桥 粱 作用 。 就 像 卡 尔 丹 诺 〈G-. Cardano) 
在 讲述 斐 波 那 契 的 成 就 时 说 的 : 我 们 可 以 假定 ， 所 有 我 们 擎 握 的 希腊 之 外 的 
数学 知识 都 是 由 于 斐 波 那 契 的 存在 而 得 到 的 。 

由 于 各 种 原因 ， 斐 波 那 契 本 人 对 辈 波 那 契 数列 并 没有 做 进一步 的 探讨 。 
直到 19 世纪 初 才 有 人 对 此 开展 了 较 多 的 研究 。 到 20 世纪 60 年 代 ， 许 多 数学 
家 对 斐 波 那 契 数列 和 有 关 的 现象 非常 感 兴趣 ， 不 但 成 立 了 斐 氏 学 会 ， 还 创办 
了 相关 刊物 ，1963 年 创刊 的 《 斐 波 那 契 季刊 》(TARe Fibonacci Quarterly) 专 
门 登 载 了 有 关 这 个 数列 的 各 种 最 新 发 现 。 其 后 各 种 相关 文章 也 像 裴 氏 的 兔子 
一 样 迅 速 地 增加 。 由 于 韭 波 那 契 数列 的 奇妙 特性 与 广泛 的 应 用 价值 ， 该 研究 
领域 历经 千年 仍 充 满 活力 。 在 外 国 ,， 仍然 有 很 多 人 对 该 数列 产生 兴趣 ， 并 办 
杂志 来 分 享 研 究 的 心得 。 关 于 该 问题 的 更 多 讨论 ， 读 者 可 参阅 台北 九 章 出 版 
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社 的 《 斐 流 那 契 数列 》 等 参考 文献 。 
尽管 天 于 整 波 那 奥 数列 的 一 系列 成 果 是 后 人 得 到 的 ,但 我 们 不 能 起 记 ， 
这 些 数学 成 果 都 源 于 斐 波 那 自 在 《算盘 书 》 中 提 到 的 那 对 神奇 的 兔子 。 


-用 思考 是 


1， 斐 波 那 契 数列 与 黄金 分 割 率 有 什么 联系 ? 
2. 证 明 : 对 任何 ?1， 有 形 十 FE 一 Fi 成立。 
3， 观 察 身 边 的 植物 ， 是 否 可 以 在 它们 那里 找到 斐 波 那 契 数 的 踪影 ? 
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第 五 讲 ” 谁 输 谁 万 ? 从 博彩 到 概率 


二 自生 生生 合生 多 


赌博 ， 似 乎 不 是 一 个 好 的 字眼 ,但 “ 赌 一 把 ”又 似乎 是 人 类 的 天 性 。 人 
们 除了 和 硕 望 通过 赌博 这 种 手段 赢得 更 多 的 钱 物 来 满足 自己 的 各 种 欲求 外 ， 可 
能 同时 也 想 证 明 上 自己 的 运气 或 者 智力 能 够 超过 别人 人。 然而， 天 公 并 不 作 美 ， 
自古 以 来 ， 实 现 这 一 梦想 的 人 似乎 也 很 少见 到 ， 相 反 ， 不 少 人 为 此 而 倾 家 荡 
产 。 由 此 引发 了 很 多 值得 我 们 去 思考 的 间 题 ， 这 些 问 题 到 了 数学 家 那里 发 展 
成 了 一 门 学 科 一 一 概率 论 。 这 里 我 们 就 博彩 的 原理 及 其 中 的 数学 问题 作 一 些 
介绍 。 


$1 概率 论 简介 


概率 论 最 基础 的 相关 知识 ， 在 任何 一 本 《概率 论 与 数理 统计 》 教 科 书 上 
都 可 以 找到 ， 这 里 只 结合 实例 描述 几 个 基本 概念 ， 并 简单 介绍 其 发 展 脉络 。 


一 、 概 率 论 基 本 概念 


1， 确 定性 与 非 确 定性 

概率 论 是 研究 随机 现象 的 科学 ， 是 描述 不 确定 性 的 数学 语言 。 随 机 现 银 
是 相对 于 确定 性 现象 而 言 的 。 自 然 界 发 生 的 现象 不 外 乎 两 类 ， 一 类 称 为 确定 
性 现象 ， 这 类 现象 的 特点 是 : 在 一 组 条 件 下 ， 其 结果 完全 被 决定 ， 要 么 完全 
肯定 ， 要 么 完全 否定， 不 存在 其 他 的 可 能 性 。 例 如 在 标准 大 气压 下 ， 纯 水 加 
热 到 100C 时 必然 会 沸腾 等 。 确 定性 现象 实际 上 就 是 事前 可 以 预言 结果 的 现 
象 。 还 有 一 类 现象 称 为 非 确定 性 现象 ， 这 类 现象 的 特点 是 : 条 件 不 能 完全 决 
定 结果 ， 每 次 所 发 生 的 结果 可 能 是 不 同 的 。 例 如 ， 撕 一 硬币 ， 可 能 出 现 正面 
或 反面 ; 在 同一 工艺 条 件 下 生产 出 的 灯泡 ， 甚 寿命 长 短 参 差 不 齐 等 。 非 确定 


时 


性 现象 实际 上 就 是 事前 不 能 预言 结果 的 现象 ， 只 有 事后 才能 确切 知道 它 所 发 
生 的 结果 。 在 概率 论 中 ， 这 类 现象 称 为 随机 现象 。 要 注意 ， 随 机 现象 不 能 理 
解 为 杂乱 无 章 的 现象 。 我 们 说 一 种 现象 是 随机 的 ， 有 两 方面 的 意思 ， 第 一 ， 
对 这 种 现象 进行 观察 ， 其 结果 不 是 唯一 的 ， 可 能 发 生 这 种 结果 ， 也 可 能 发 生 
那 种 结果 ， 究 竟 出 现 刀 一 种 结果 ， 事 前 是 不 能 预言 的 ， 只 有 事后 才能 得 知 ; 
第 二 ， 在 一 次 观察 中 ， 这 种 现象 发 生 哪 一 种 结果 往往 带 有 偶然 性 ， 但 通过 对 
这 种 现象 的 大 量 观察 ， 会 发 现 这 种 现象 的 各 种 可 能 结果 在 数量 上 呈现 出 一 定 
的 统计 规律 性 。 

2.， 随机 试验 

随机 现象 的 实现 和 对 它 的 观察 称 为 随机 试验 。 为 了 研究 随机 现象 内 部 存 
在 的 数量 规律 性 ， 必 须 对 随机 现象 进行 观察 或 试验 。 举 一 个 最 简单 的 随机 现 
象 例子 一 一 扔 硬币 ， 硬 币 可 以 扔 任意 次 ， 所 有 可 能 的 结果 就 只 有 两 种 ， 正 面 
或 反面 ， 在 每 一 次 扔 之 前 我 们 并 不 能 知道 到 底 是 出 现 正面 还 是 反面 。 这 类 斌 
验 有 三 个 特点 : 

(1) 在 相同 的 条 件 下 试验 可 以 重复 进行 ; 

(2) 每 次 试验 的 结果 具有 多 种 可 能 性 ， 而 且 在 试验 之 前 可 以 明确 试验 的 
所 有 结果 ; 

(3) 在 每 次 试验 之 前 不 能 准确 地 预言 该 次 试验 将 出 现 哪 一 种 结 

我 们 称 这 类 试验 为 随机 试验 。 在 每 次 试验 中 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 的 随 
机 试验 的 结果 称 为 随机 事件 ， 如 在 扔 硬币 考察 它 的 哪 一 面 朝 上 的 随机 试验 中 ， 
“正面 朝 上 ”和 “反面 朝 上 ”都 是 随机 事件 。 在 随机 事件 中 ， 有 些 事件 不 能 分 
解 为 其 他 事件 的 组 合 。 这 种 不 能 分 解 成 其 他 事件 组 合 的 最 简单 的 随机 事件 称 
为 基本 事件 。 而 有 些 事 件 可 以 看 成 是 由 某 些 事件 复合 而 成 的 ， 这 样 的 事件 称 
为 复合 事件 。 

3， 频 率 与 概率 

概率 论 研究 的 是 随机 现象 量 的 规律 性 。 因 此 仅仅 知道 试验 中 可 能 出 现 哪 
些 事件 是 不 够 的 ， 还 必须 对 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 进行 量 的 描述 。 对 于 事件 
A， 若 在 次 试验 中 ， 事 件 A 发 生 的 次 数 为 A,， 则 称 允 为 事件 A 在 ”次 试验 
中 发 生 的 频率 。 

某 个 随机 事件 在 一 次 试验 中 是 否 发 生 是 偶然 的 ， 但 在 大 量 的 实验 中 ， 事 
件 发 生 的 频率 却 随 着 试验 次 数 的 增加 总 在 某 一 确定 的 常数 附近 摆动 ， 这 种 规 
律 性 称 为 频率 的 稳定 性 。 而 且 一 般 说 来 ， 试 验 次 数 越 多 ， 事 件 的 频率 就 越 接 
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近 那 个 确定 的 常数 p， 这 时 称 事件 A 的 概率 为 P(A)= 二 p。 这 称 为 事件 概率 的 
统计 定义 ， 相 应 得 到 的 概率 称 为 统计 概率 ， 概 率 的 统计 定义 给 出 了 计算 事件 
概率 的 近似 方法 ， 即 当 试 验 次 数 充 分 大 时 ， 可 用 事件 的 频率 作为 该 事件 概率 
的 近似 值 。 

应 该 指出 以 下 两 点 : 

(1) 虽然 事件 频率 的 稳定 性 是 概率 的 经 验 基 础 ， 但 并 不 是 说 概率 取决 于 
试验 ， 一 个 随机 事件 发 生 的 概率 完全 取决 于 其 本 身 的 结构 ， 是 先 于 实验 而 客 
观 存在 的 。 

《2) 直接 计算 某 一 事件 的 概率 有 时 是 非常 困难 其 至 是 不 可 能 的 。 仅 在 某 
些 情况 下 ， 才 可 以 直接 计算 事件 的 概率 。 

例如 有 一 类 试验 ， 每 次 试验 只 有 有 限 种 可 能 的 结果 ， 即 组 成 试验 的 基本 
事件 总 数 为 有 限 个 ; 每 次 试验 中 ， 各 基本 事件 出 现 的 可 能 性 完全 相同 。 具 有 
上 述 特点 的 试验 称 为 古典 概 型 试验 。 在 古典 概 型 试验 中 ， 如 果 能 够 知道 某 一 
事件 的 基本 事件 数 ， 就 可 以 通过 这 个 数 与 试验 的 基本 事件 总 数 之 比 计算 出 概 
率 。 例 如 在 扔 硬币 的 例子 中 ， 随 机 事件 有 两 种 :“ 出 现 正 面 ” 和 “出 现 反 面 ”， 
出 现 正面 和 反面 的 可 能 性 是 一 样 的 ， 因 此 ,“ 出 现 正面 ”和 “出 现 反 面 ” 这 两 
种 随机 事件 发 生 的 概率 都 等 于 1/2， 即 50%。 

4， 随 机 变量 

为 进一步 研究 随机 现象 的 数量 规律 性 ， 需 要 将 随机 试验 的 结果 数量 化 ， 
这 就 是 随机 变量 ， 简 单 地 说 随机 变量 就 是 一 个 随 试 验 结果 而 变化 的 量 ， 是 随 
机 事件 的 数量 化 。 随 机 变量 所 有 取 值 发 生 的 概率 称 为 随机 变量 的 概率 分 布 ， 
它 是 对 随机 变量 的 一 种 完整 的 描述 。 

$5.。 数学 期 望 

所 有 随机 变量 的 取 值 乘 以 随机 变量 的 概率 的 总 和 称 为 随机 变量 的 数学 期 
望 ， 通俗 地 讲 ， 就 是 随机 变量 的 加 权 平 均值 ， 是 随机 变量 最 常用 的 数字 特征 
之 一 。 

6. 大 数 定律 

由 于 大 数 定 律 的 概念 与 赌博 有 重要 的 关系 ， 下 面 从 一 些 实际 例子 来 详细 
介绍 。 
(1) 接 一 颗 均 匀 的 正六 面体 的 山子 ， 出 现 1 点 的 概率 是 1/6， 在 掷 的 次 数 
比较 少时 ， 出 现 1 点 的 频率 可 能 与 1/6 相差 得 很 大 ， 但 是 在 掷 的 次 数 很 多 时 ， 
出 现 1 点 的 频率 接近 1/6 几乎 是 必然 的 。 转 动 轮 盘 的 小 球 ， 出 现 36 点 的 概率 
是 1/37， 在 转动 的 次 数 比 较 少 时 ， 出 现 36 点 的 频率 可 能 与 1/37 相差 得 很 大 ， 


第 五 讲 ”人 谁 输 谁 晤 ? 


与 明和 放 古 友和 和 和 有 


但 是 在 转动 的 次 数 很 多 时 ， 出 现 36 点 的 频率 接近 1/37 几乎 是 必然 的 。 

(2) 在 一 副 牌 中 随机 地 抽出 五 张 牌 ， 出 现 一 对 的 概率 是 0. 42， 在 抽 的 次 
数 比 较 少 时 ， 出 现 一 对 的 频率 可 能 与 0. 42 相差 得 很 大 ， 但 是 在 抽 的 次 数 很 多 
时 ， 出 现 一 对 的 频率 接近 0. 42 几乎 是 必然 的 。 

(3) 测量 一 个 长 度 a， 一 次 测量 的 结果 不 见得 就 等 于 a， 测 量 了 乔 干 次 ， 
其 算术 平均 值 仍 不 见得 等 于 wa， 但 当 测 量 的 次 数 很 多 时 ， 算 术 平 均值 接近 于 a 
几乎 是 必然 的 。 
类似 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 。 这 些 例子 说 明 ， 在 大 量 随机 现象 中 ， 不 仅 
看 到 了 随机 事件 频率 的 稳定 性 ， 而 且 还 看 到 平均 结果 的 稳定 性 ， 即 无 论 个 别 
随机 现象 的 结果 如 何 ， 或 者 它们 在 进行 过 程 中 的 个 别 特征 如 何 ， 大 量 随机 现 
象 的 平均 结果 实际 上 与 每 一 个 别 随机 现象 的 特征 无 关 ， 并 且 几 乎 不 再 是 随机 
的 了 。 这 就 是 概率 论 中 大 数 定律 的 概念 。 历 史上 第 一 个 提出 大 数 定律 的 是 瑞 
士 数 学 家 雅 各 布 。 伯 努 利 〈J. Bernoulli，1654--1705)， 他 由 此 被 认为 是 使 概 
率 论 成 为 数学 的 一 个 分 支 的 莫 基 人 。 这 个 定理 通俗 地 说 就 是 ， 在 试验 不 变 的 
条 件 下 ， 重 复试 验 多 次 ， 随 机 事件 的 频率 近似 等 于 它 的 概率 。 其 数学 表示 形 


式 为 ， 在 伯 努 利 试验 中 ， 当 试验 次 数 ”无 限 增加 时 ， 事 件 A 的 频率 人 (A, 是 


n 次 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 )， 依 概率 收敛 于 它 的 概率 p， 即 对 任意 s 之 0， 
都 有 : 


limP( | 人 —pl<e)=1. 


大 数 定律 以 明确 的 数学 形式 表达 了 随机 试验 的 规律 ， 并 论证 了 它 成 立 的 
条 件 ， 从 理论 上 阐述 了 这 种 大 量 的 、 在 一 定 条 件 下 的 、 重 复 的 随机 现象 呈现 
的 “频率 稳定 于 概率 ”的 规律 性 。 由 于 大 数 定律 的 作用 ， 大 量 随 机 因素 的 整 
体 作 用 必然 导致 某 种 不 依赖 于 个 别 随 机 事件 的 结果 。 由 “频率 稳定 性 ”导出 
的 “大 数 定律 ”， 成 为 了 整个 概率 论 的 基础 。 


二 、 概 率 论 发 展 简介 


如 前 所 述 ， 最 早 的 概率 问题 起 源 于 赌博 。 早 在 15 世纪 ， 意大利 数学 家 帕 
西 奥 尼 (]L. Pacioli) 、 塔 塔 格 利 亚 〈N. Tartaglia) 和 卡尔 丹 庶 就 曾 讨论 过 俩 人 
赌博 的 赌 金 分 配 问题 。1657 年 ， 荷 兰 数 学 家 患 更 斯 (C. Huygens) 发 表 了 
《 论 赌 博 中 的 计算 》， 这 是 最 早 的 概率 论著 作 。 这 些 数学 家 的 著述 中 所 出 现 的 
第 一 批 概率 论 概念 与 定理 ， 标 志 着 概率 论 的 诞生 。 
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雅 各 布 。 伯 努 利 在 17 世纪 末 建 立 了 概率 论 中 第 一 个 基本 定理 一 一 大 数 定 
律 ， 闸 明了 事件 的 频率 稳定 于 它 的 概率 。 伯 努 利之 后 ， 法 国 数学 家 棣 英 莫 
(A. De Meivre) 把 概率 论 又 作 了 巨大 推进 ， 他 提出 了 概率 乘法 法 则 ， 正 态 分 
布 和 正 态 分 布 率 的 概念 ， 并 给 出 了 概率 论 的 一 些 重要 结果 。 之 后 法 国 数学 家 
蒲 丰 (G. L. Buffon) 提出 了 著名 的 “ 浦 丰 问题 ”， 引 进 了 几何 概率 。 另 外 ， 拉 
普 拉 斯 和 泊 松 〈S. D. Poisson) 等 对 概率 论 做 出 了 进一步 的 莫 基 性 工作 。 特 别 
是 拉 普 拉 斯 ， 在 1812 年 出 版 的 《概率 的 分 析 理 论 》 中 ， 他 以 强 有 力 的 分 析 工 
具 处 理 了 概率 论 的 基本 内 容 ， 实 现 了 从 组 合 技巧 回 分 析 方 法 的 过 渡 ， 使 以 往 
零散 的 结果 系统 化 ， 开 和 辟 了 概率 论 发 展 的 新 时 期 。 他 还 和 棣 英 弗 推导 出 了 概 
率 论 第 二 个 基本 定理 一 一 中 心 极限 定理 。 泊 松 则 推广 了 大 数 定律 ， 提 出 了 著 
名 的 泊 松 分 布 。 
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5 一 1 雅 各 布 . 伯 努 利 5 一 2 拉 普 拉 斯 


19 世纪 后 期 ， 极 限 理论 的 发 展 成 为 概率 论 人 研究 的 中 心 课题 。 俄 国 数学 家 
切 比 雪夫 (了 . L. Chebyshev)、 马 尔 可 夫 〈A. Markov)、 李 雅 普 诺 夫 (A. 
M. Lyapunov) 等 人 用 分 析 方 法 建立 了 大 数 定 律 及 中 心 极 限定 理 的 一 般 形式 ， 
科学 地 解释 了 为 什么 实际 中 遇 到 的 许多 随机 变量 近似 服从 正 态 分 布 。20 世纪 
初 受 物 理学 的 刺激 ， 人 们 开始 研究 随机 过 程 。 这 方面 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
(A. N.Kolmogorov) 、 维 纳 (N. Wiener)、 马 尔 可 夫 、 菜 维 (P. Levy) 及 费 
勒 (W, Feller) 等 人 做 了 杰出 的 贡献 。 

如 何 定义 概率 ， 如 人 和 何 把 概率 论 建立 在 严格 的 逻辑 基础 上 ， 是 概率 理论 发 
展 的 困难 所 在 ， 对 这 一 问题 的 探索 一 直 持 续 了 三 个 世纪 。20 世纪 初 完成 的 勒 
贝 格 测度 与 积分 理论 及 随后 发 展 的 抽象 测度 和 积分 理论 ， 为 概率 公理 体系 的 
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| 


建立 英 定 了 基础 。 在 这 种 背景 下 ，1933 年 苏联 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 他 的 
《概率 论 基 础 》 一 书 中 第 一 次 给 出 了 概率 的 测度 论 的 定义 和 一 套 严 密 的 公理 体 
系 。 他 的 公理 化 方法 成 为 现代 概率 论 的 基础 ， 使 概率 论 成 为 严谨 的 数学 理论 。 


$2 赠 金 如 何 分 配 


现在 我 们 来 解决 前 面 曾 提 到 的 赌 金 分 配 问 题 ， 这 也 是 概率 论 最 早 的 起 源 。 
1494 年 帕 西 奥 尼 出 版 了 一 本 有 关 算 术 技 术 的 书 ， 书 中 叙述 了 这 样 的 一 个 问题 .: 
在 一 场 赌博 中 ， 茶 一 方 先 胜 6 局 便 算 赢 家， 那么 当 甲 方 胜 了 4 局, 乙方 胜 了 3 
局 的 情况 下 ， 乔 因 某 种 意外 赌局 中 断 ， 无 法 继续 ， 请 问 此 时 ， 赌 金 应 该 如 何 
分 配 ? 帕 西 奥 尼 的 答案 是 ， 应 当 按 照 4: 3 的 比例 把 赌 金 分 给 双方 。 当 时 ， 许 
多 人 都 认为 帕 西 奥 尼 的 分 法 不 是 那么 公平 合理 ， 因 为 已 胜 了 4 局 的 甲 方 只 要 
再 胜 2 局 就 可 以 拿 走 全 部 的 财 金 ， 而 乙方 则 需要 胜 3 局 ， 并 且 至 少 有 2 局 必 
须 连 胜 ， 这 样 要 困难 得 多 。 

那么 ， 到 底 要 按 怎样 的 比例 来 分 配 财 金 昵 ? 在 此 后 的 100 多 年 中 ,许多 
数学 家 都 研究 讨论 过 ， 可 惜 都 没有 正确 的 答案 。 直 到 1654 年 ， 一 位 “经 验 ” 
丰富 的 法 国 财 徒 梅 菜 以 自己 的 亲身 经 历 向 法 国 大 数学 家 、 物 理学 家 和 帕斯卡 
(B. Pascal，1623 一 1662) 请 教 “ 财 金 分 配 问 题 *， 从 而 引起 了 数学 家 们 的 兴 
趣 。 此 后 ， 帕 斯 卡 又 写 信 给 费 马 ， 两 人 频繁 书信 往来 ， 互相 探 讨 ， 交 流 意 见 ， 
最 后 他 们 应 用 了 不 同 的 方法 得 到 了 相同 的 结论 。 

我 们 知道 ， 如 果 按 照 4: 3 的 比例 把 赌 金 分 给 双方 ， 则 显得 有 失 公 平 合 
理 。 我 们 不 能 像 帕 西 奥 尼 一 样 ， 纯 粹 地 只 考虑 当前 赌局 的 形势 ， 我 们 更 应 该 
站 在 赌 徒 双方 的 角度 来 思考 : 假如 赌局 没有 被 中 断 ， 那 接 下 来 的 情况 又 该 是 
怎样 的 呢 ? 赌 徒 双方 各 胜出 的 可 能 性 〈 概 率 ) 有 多 大 呢 ? 下 面 我 们 来 分 别 看 
一 下 费 马 和 帕斯卡 的 解法 。 

费 马 的 解法 是 : 如 果 继 续 赌 局 ， 那 么 最 多 只 要 再 赌 4 局 就 可 以 决 出 胜 负 ， 
如 果 用 “ 甲 ” 表 示 甲 方 胜 ， 用 “ 乙 ” 表 示 乙 方 胜 ， 那 么 最 后 4 局 的 结果 ， 不 
外 乎 以 下 16 种 排列 : 


甲 甲 甲 甲 。 围 甲 甲乙 ， 甲 甲乙 甲 。 甲乙 甲 甲 亏 甲 甲 甲 甲 甲 己 乙 
甲乙 甲乙” 甲乙 乙 甲 ， 乙 乙 甲 甲乙 甲乙 甲 ， 乙 甲 甲乙 ( 甲 方 胜 ) 
甲乙 乙己 ” 乙 甲 乙己“ 忆 乙 甲 乙己 己 己 甲 ， 己 己 己 己 (乙方 胜 ) 


i 


从 博彩 到 概率 <<< 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


w]e 
< 


Pp og OY 2 op GY UN 


ra 


Dp 
@ < 


YI 0 PG PY YS 


>>> 数学 的 思维 与 智 匡 .ns 


在 这 16 种 排列 中 ， 当 甲 出 现 2 次 或 2 次 以 上 时 ， 甲 方 获胜 ， 这 种 情况 共 
有 11 种 ， 因 此 甲 方 胜出 的 概率 为 千 ; 当 乙 出 现 3 次 或 3 次 以 上 时 ， 乙 方 获 


胜 ， 这 种 情况 共有 5 种 ， 因 此 乙方 胜出 的 概率 为 言 。 所 以 ， 财 金 应 按照 11 : 5 


的 比例 分 配 。 
而 帕斯卡 则 利用 了 他 的 “算术 三 角形 ”“。 欧洲 人 常 称 为 “帕斯卡 三 角形 ”， 
而 在 我 国 则 称 为 “杨辉 三 角形 “"， 即 


S 一 3 


由 图 5 一 3 可 知 ， 三 角形 第 5 行 上 的 数 恰 好 是 以 一 1，C 一 4，C 忆 一 6， 
CC 二 4，C 二 1， 其 中 G4 表示 在 最 后 的 4 局 中 甲 全 胜出 的 组 合 数 ，Ci 表示 在 
最 后 的 4 局 中 甲 胜 3 局 的 组 合 数 ， 以 此 类 推 。 而 在 最 后 和 的 4 局 中 甲 胜 2 局 、3 
局 、4 局 都 是 甲 胜出 ， 而 甲 胜 1 局 、0 局 表示 甲 输 〈( 即 乙 胜 出 )。 则 甲 胜出 的 
可 能 情况 有 十 GG 十 Ci 二 11 种 ， 乙 胜出 的 可 能 和 铺 况 有 十 4 二 5 种 ， 而 在 4 


局 赌博 中 ， 共 有 2 一 16 种 可 能 ， 因 此 ， 时 胜出 的 概率 为 P 甲 ) 一 6， 志 胜出 


的 概率 为 已 ( 乙 ) 一 立 。 所 以 ， 赌 金 应 按照 11 : 5 的 比例 分 配 。 


$3 赌场 的 真相 


最 早 的 赌博 起 源 于 中 世纪 初 的 赛马 。 当 时 ， 庄 园 主 们 为 了 展示 自己 庄园 
的 马匹 和 驭 手 的 实力 ， 常 常 开 展 赛马 比赛 。 这 种 庄园 主 之 则 的 游戏 ， 由 于 吸 
引 了 越 来 越 多 人 的 兴趣 和 参与 ， 最 后 逐步 形成 了 一 种 重要 的 社会 活动 。 一 些 
人 为 了 证 明 自 己 在 赛马 活动 前 对 比赛 结果 的 预测 的 正确 性 ， 赌 注 也 逐渐 产生 
了 。 为 了 保证 获胜 者 能 公平 地 得 到 赌注 ， 他 们 把 赌 金 交 给 当地 德高望重 、 诚 
实 可 信 的 中 间 人 保管 ， 并 且 双 方 支付 一 些小 费 给 中 间 人 ， 这 些 中 间 人 后 来 就 
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逐渐 成 为 职业 博彩 商 。 像 赛马 这 样 的 活动 需要 较 长 的 周期 ， 不 能 满足 人 们 急 
迫 的 翻 本 需求 ， 所 以 更 加 简便 、 频 党 的 赌博 活动 应 运 而 生 。 比 如 轮 盘 、 二 十 
一 点 、 百 家 乐 等 纯粹 的 赌博 都 是 从 赛马 这 样 的 原始 赌博 活动 抽象 而 来 的 。 

作为 赌博 的 博彩 业 发 展 到 今天 ， 不仅 没有 日 益 没 落 ， 而 生 道 路 越 来 越 宽 
广 ， 人 类 的 赌 性 甚至 能 支撑 起 巨大 的 欣欣 向 荣 的 赌 城 ， 这 力量 之 大 也 许 我 们 
自己 也 不 敢 相 信 。 

是 什么 原因 导致 了 开 赌场 的 老板 稳 赚 不 赔 ， 进 赌场 的 财 客 久 赌 必 输 ? 是 
赌场 老板 更 有 文化 ， 更 有 钱 ? 还 是 由 于 出 生 于 贵族 家 庭 而 更 有 修养 ? 其 实 这 
些 都 不 是 原因 ， 这 些 条 件 很 多 赌 客 也 具备 。 其 实 ， 排 除 作 刺 ， 赌 场 里 的 所 有 
秘密 都 在 精巧 设计 的 赌 规 上 ， 而 这 套 赌 规 的 设计 却 是 基于 概率 的 理论 和 方法 
(不 管 赌场 老板 是 否 懂得 概率 论 )。 我 们 只 有 了 解 了 这 些 理论 ， 才 能 从 根本 上 
认识 赌 傅 、 认 清 赌 场 。 赌 规 是 智慧 和 知识 的 结晶 ， 赌 客 把 钱 输 给 了 赌场 是 表 
象 ， 实 质 上 是 败 给 了 自己 所 缺乏 的 正确 的 赌博 知识 。 知 识 能 够 被 掌握 ， 赌 场 
就 能 被 打败 ， 掌 握 正 确 的 赌博 知识 ， 这 是 打败 庄家 、 战 胜 赌 场 的 第 一 步 ， 找 
到 赌 规 上 的 狂 润 ， 这 是 局 赌场 的 关键 。 


一 、 赌 博 是 随机 试验 


各 种 各 样 的 赌博 游戏 ， 如 轮 盘 、 二 十 一 点 等 ， 赌 客 总 想方设法 对 游戏 的 
每 一 次 结果 进行 预测 ， 尽 管 看 起 来 有 的 时 候 似 乎 做 到 了 ， 但 事实 上 ， 赌 客 不 
可 能 对 赌博 试验 的 任何 一 次 施加 影响 。 例 如 你 可 以 一 次 猜 中 轮 盘 出 红 还 是 出 
墨 ， 但 重复 多 次 后 就 会 发 现 狂 中 的 可 能 性 其 实 只 有 18/38， 原 因 何 在 ? 从 前 面 
的 3 个 条 件 可 知 ， 赌 博 游戏 中 的 每 次 “ 猜 ?， 都 是 一 次 随机 试验 。 随 机 试验 中 
的 任何 一 次 ， 在 试验 之 前 其 结果 是 不 可 准确 预测 的 ， 这 在 概率 论 中 是 一 个 无 
需 证 明 的 结论 。 同 样 ， 我 们 知道 ， 由 于 每 次 试验 都 是 独立 的 ， 任 何事 件 的 概 
率 都 是 不 变 的 ， 且 与 前 面 的 结果 无 关 。 也 就 是 说 ， 在 轮 盘 上 连 出 了 10 次 红 ， 
并 不 是 第 11 次 出 黑 的 概率 就 要 大 一 些 ， 任 何 时 候 轮 盘 上 出 黑 的 概率 都 是 不 
变 的 。 

赌博 不 仅 是 随机 试验 ,而 且 是 古典 概 型 试验 ， 因 而 赌博 中 的 各 种 概率 都 
可 以 准确 计算 ， 只 是 有 的 简单 ， 几 乎 不 需要 思考 ; 有 的 复杂 ， 必 须 借助 于 计 
算 机 和 巧妙 的 算法 。 鲍 如 ， 轮 盘 赌 中 出 现 号 码 “0”、 “17”、 ”2” 直到 
“36” 等 都 是 基本 事件 ， 而 “大 小 ”、“ 红 黑 ”、“ 单 双 ” 则 是 由 基本 事件 组 成 的 
复合 事件 。 

赌博 作为 随机 试验 ， 就 必然 服从 于 由 概率 所 确定 的 各 种 数学 关系 。 
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二 、 概 率 与 预测 


为 什么 当 在 轮 盘 上 连 出 了 10 次 “ 红 ” 时 ， 大 多 数 人 会 押 第 11 次 出 
“ 黑 ”? 实际 上 是 以 下 两 点 错误 造成 的 。 

首先 ， 是 由 于 不 了 解 随机 试验 中 频率 和 概率 之 间 的 概率 关系 所 致 。 从 大 
数 定律 我 们 知道 ， 当 ” 趋 于 无 限 大 时 ， 频 率 是 无 限 接近 概率 的 。 但 是 ， 这 种 
“无 限 接近 ” 却 需 要 正确 理解 。 事 实 上 ,， “接近 ”分 为 确定 性 的 和 不 确定 性 的 
两 种 情形 我们 生活 中 可 能 更 多 的 是 体验 到 确定 性 的 “接近 ”)。 例 如 当 在 高 
速 公 路 上 朝 着 某 目 的 地 前 进 时 ， 我 们 将 越 来 越 接近 目标 ， 这 种 “接近 ”是 确 
定性 的 “ 越 来 越 近 ”， 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 期 竺 下 一 分 钟 会 比 这 一 分 钟离 目标 
更 近 。 但 是 ， 所 谓 不 确定 性 的 “接近 ”， 也 就 是 概率 方式 的 接近 ， 是 完全 不 同 
的 情形 ， 它 是 有 时 候 离 得 近 ， 有 时 候 离 得 远 ， 这 时 , “不 接近 ”是 很 自然 的 。 
频率 是 以 概率 的 方式 接近 概率 的 ， 所 以 几乎 一 定 会 有 “不 接近 ”这 种 情形 存 
在 。 在 小 样本 时 ,频率 偶尔 会 集中 在 概率 附近 ; 在 大 样本 时 ， 多 数 时 候 频 率 
会 集中 在 概率 附近 ， 但 不 管 是 大 样本 还 是 小 样本 ， 都 无 法 避免 频率 严重 偏离 
概率 这 样 的 情形 出 现 ， 而 人 们 习惯 于 确定 性 关系 法 则 ， 在 对 待 不 确定 事件 时 ， 
也 不 自觉 地 运用 了 这 一 法 则 ， 将 小 样本 时 连续 出 红 这 种 频率 严重 偏离 概率 的 
情形 视 为 一 种 反常 ， 以 为 在 随后 的 试验 中 会 得 到 纠正 。 事 实 上 ， 相 对 于 和 民 夜 
不 停 转动 的 轮 盘 ， 参 赌 的 那 段 时 间 里 所 做 的 基本 上 都 是 “小 样本 ”， 这 样 看 起 
来 ， 连 续 出 红 其 实 是 不 可 避免 的 正常 现象 ， 人们 往往 不 知 不 觉 中 犯 了 以 确定 
性 关系 来 代替 概率 和 频率 之 间 的 概率 关系 的 错误 。 

其 次 ， 小 概率 事件 与 概率 为 零 的 事件 是 不 一 样 的 。 连 续 出 多 次 “ 红 ” 是 
一 个 小 概率 事件 ， 由 大 数 定律 很 容易 推论 出 ， 在 长 期 不 断 的 试验 中 ， 小 概率 
事件 是 可 能 会 发 生 的 ， 但 人 们 往往 把 它 当 成 了 不 会 出 现 、 不 应 该 出 现 的 概率 
为 零 的 事件 。 有 趣 的 是 ， 同 样 是 小 概率 事件 ， 有 的 我 们 和 希望 它 发 生 ， 有 的 又 
希望 它 不 发 生 〈 这 不 公平 吧 )。 赌 博 中 连 答 是 财 客 不 希望 发 生 的 ， 一 旦 发 生 
了 ， 总 是 希望 这 种 已 经 发 生 了 的 小 概率 事件 能 很 快 终 止 ， 因 此 往往 在 连 输 时 
加 大 注 码 。 但 是 对 中 六 合 彩 这 样 的 小 概率 事件 来 说 ， 我 们 却 希 望 它 发 生 在 目 
己 身 上 上。 其实， 我 们 应 该 像 接 受 中 六 合 彩 一 样 来 接受 已 经 连续 出 了 10 次 
“ 红 ” 这 样 的 事实 。 

比较 下 面 的 两 个 试验 ， 可 以 更 直观 清楚 地 了 解 上 面 我 们 讲 到 的 事实 。 

试验 一 ”在 一 个 箱子 里 放 红 球 和 黑 球 各 100 个 ， 作 随机 地 从 里 面 取 出 一 
个 小 球 且 不 放 回 的 试验 。 显 然 ， 在 初始 状态 ， 取 出 红 球 和 黑 球 的 概率 都 是 
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bb 


1/2， 随 着 试验 的 进行 ， 事件 的 概率 将 不 一 定 等 于 1/2。 例 如 ， 从 一 开始 连续 


10 次 都 取出 了 红 球 ， 那 么 第 11 次 取出 红 球 的 概率 为 200 一 16w“0. 474， 取 出 黑 


球 的 概率 为 zc :0. 526， 取 出 黑 球 的 概率 大 于 取出 红 球 的 概率 。 


试验 二 在 一 个 无 限 大 的 只 露 了 一 个 小 孔 的 密闭 箱子 里 按 1 : 1 的 比例 放 
了 无 限 多 个 红 球 和 无 限 多 个 黑 球 ， 作 随机 地 从 里 面 取出 一 个 小 球 且 不 放 回 的 
试验 。 显 然 ， 在 任何 时 候 ， 取 出 红 球 和 黑 球 的 概率 都 是 1/2。 假 设 ， 从 一 开始 
连续 10 次 都 取出 了 红 球 ， 那么 第 11 次 取出 红 球 的 概率 和 取出 黑 球 的 概率 仍 
都 是 1/2， 并 不 随 试 验 的 进行 而 改变 。 在 这 个 试验 里 ， 很 难产 生 “ 连 续 拿 出 了 
多 次 红 球 时 ， 就 认为 接 下 来 拿 出 黑 球 的 机 会 很 大 ”这 样 的 错 党 。 

试验 二 虽然 简单 ， 实 际 上 也 无 法 直接 实现 ， 但 它 和 扔 硬币 试验 是 完全 等 
效 的 。 它 是 周 场 里 各 种 赔 戏 的 基本 模型 ， 只 是 用 输赢 代 兰 了 红 黑 球 ， 球 的 比 
例 也 不 一 定 是 1 : 1， 而 是 略 有 不 同 ， 但 对 于 每 个 确定 的 赌 戏 ， 这 个 比例 是 确 
定 的 。 这 样 ， 试 验 二 直观 地 说 明了 “连续 出 红 后 押 黑 、 连 输 后 加 注 ” 等 赌博 
心理 是 不 正确 的 。 

赌博 是 随机 事件 ， 概 率 的 法 规 支 配 其 中 的 一 切 。 如 前 所 述 ， 用 概率 来 预 
测 少量 试验 的 频率 ， 在 多 数 时 候 都 是 误差 很 大 且 不 可 信 的 。 还 有 ， 虽 然 我 们 
事先 可 以 知道 一 个 事件 发 生 的 概率 ， 且 不 管 前 面 的 频率 和 概率 差 得 有 多 远 ， 
但 若 继续 试验 了 去 ， 则 后 来 事件 的 频率 只 和 概率 有 关 ， 而 和 以 前 试验 的 频 浆 
无 关 ， 所 以 不 能 把 它 和 前 耐 几 次 试验 的 频率 联系 起 来 。 现 实 中 ， 有 的 概率 是 
可 以 准确 计算 出 来 的 ， 如 古典 概 型 试验 ， 有 很 多 概率 限于 条 件 是 无 法 准确 计 
算 的 ， 只 能 根据 大 数 定律 ， 从 已 有 的 试验 资料 近似 推断 出 随机 变量 的 概率 分 
布 或 某 些 数字 特征 ， 这 就 是 所 谓 的 数理 统计 学 。 这 种 推断 是 科学 的 ， 却 并 不 
能 作为 你 下 注 的 依据 ， 因 为 你 实际 在 做 的 时 候 得 到 的 是 “频率 ”而 不 是 “ 概 
率 ”! 因此 ， 赌 场 里 的 各 种 猜测 、 前 次 输赢 的 记录 都 是 不 起 作用 的 。 同 样 ， 我 
们 在 彩票 销售 点 看 到 的 那些 令 人 眼花 综 乱 的 “走势 图 ”， 痢 是 上 毫 无 意义 的 。 

三 、 为 什么 会 “长 赌 必 输 ” 

如 上 所 述 ， 赌 博 的 结果 只 与 概率 相关 而 过 程 则 是 与 频率 相关 的 。 虽 然 根 
据 大 数 定律 ， 在 试验 次 数 无 限 增加 时 ， 频 率 将 以 概率 的 方式 趋 近 于 各 目的 概 
率 ， 可 是 任何 参 财 的 人 都 不 可 能 赌 无 限 多 次 。 但 和 这 些 参 赌 的 个 体 相 比 ， 只 
有 赌场 老板 可 以 被 认为 是 参与 了 无数 次 的 赔 博 活动 。 所 以 ， 只 有 风 场 老板 大 
称 操 胜 券 的 ! 
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事实 上 ， 任 何 赌场 都 有 精巧 设计 的 、 概 率 略 微 仿 向 于 赌场 的 赌 规 。 由 于 
这 些 偏向 是 很 小 的 ， 所 以 往往 不 为 赌 客 所 在 意 。 况 且 赌 规 是 事先 明示 了 的 ， 
并 不 属于 作弊 。 我 们 以 轮 盘 赌 为 例 ， 来 了 解 赌场 老板 是 如 何 稳 赚 不 赔 的 。 

比如 轮 盘 赌 。 赌 场 内 的 轮 盘 有 38 格 ， 其 中 红 和 黑 各 占 18 格 ， 剩 余 的 2 
格 为 绿色 的 “0”。 红 格 为 由 1 至 36 中 的 单数 ; 而 黑 格 则 为 双 数 ， 而 “ 双 零 
格 ” 是 作为 赌场 利润 的 特权 格 。 在 赌 轮 盘 的 过 程 中 ， 我 们 假设 每 格 有 均等 的 
机 会 出 现 。 设 押 赢 和 押 输 分 别 为 事件 w 和 /!， 则 单 次 博彩 的 “回报 ”为 : 


R=P(w) X1+P(OD XC(—D)= 一 各 一 一 0 052 6 . 


换言之 ， 平 均 来 说 ， 每 个 赌 客 每 下 注 100 元 ， 便 输 给 赌场 老板 5 元 多 。 

再 比如 赌 大 小 。 掷 三 颗 鹏 子 ， 出 现 4 一 10 点 算 “ 小 ”、 出 现 11 一 17 点 算 
“大 ”, 而 3 点 (3 个 1 点 ) 和 18 点 (3 个 6 点 ) 算 所 谓 “ 和 豹子 ”。 以 单 豹 子 为 
例 ， 比 如 押 3 个 1， 赔 率 是 1 赔 150， 看 起 来 是 够 大 的 ， 但 是 我 们 计算 其 概率 


为 (二) 0.46 站 ， 这 表明 每 押 100 元 ， 能 收获 的 钱 平均 是 100 X 0.46% x 


150 二 69 元 ， 也 就 是 说 ， 癌 赌场 老板 页 献 了 约 30 元 。 

当然 ， 这 是 就 单 次 的 赌博 来 说 的 。 在 实际 赌博 中 ， 赌 客 的 “回报 ” 率 不 
会 每 次 都 相同 ， 但 从 图 5-~4 可 以 知道 ， 大量 的 赌 客 进 入 会 降低 “回报 ” 率 的 
标准 差 。 当 越 多 赌 客 每 晚 沉迷 于 “大 起 大 落 ” 的 刺激 之 中 时 ， 赌 场 就 越 能 准 
确 预 计 有 多 少 利润 进账 。 所 以 ， 一切 都 在 峙 场 老板 的 掌控 之 中 1 


频率 
集体 下 注 曲线 
a 


个 人 下 注 曲 线 


on 回 报 ” 率 
-0.05 


图 5 一 4 “回报 ” 率 的 正 态 分 布 图 
另 一 方面 ， 即 使 所 有 的 规则 都 是 绝对 公平 的 ， 参 赌 者 长 远 来 看 至 多 只 能 
“不 和 输 不 赢 "。 可 是 置身 赌场 这 样 的 花 天 酒 地 ， 总 不 会 不 吃 不 喝 吧 ? 由 于 一 般 
人 的 心理 都 是 党 得 赌场 里 面 的 钱 不 值钱 ， 所 以 老板 还 能 够 额外 获得 超 高 的 
暴利 ! 
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总 之 ， 赌 客 把 钱 输 给 了 对 手 是 表象 ， 其 实 是 输 给 了 赌场 ， 更 确切 地 说 ， 
是 败 给 了 自己 所 缺乏 的 正确 的 知识 。 明 晶 了 这 个 道理 ， 就 能 从 对 峙 博 的 各 种 
认识 误区 中 清醒 过 来 一 一 只 有 不 赌 才 不 会 输 ! 


$4 几 个 应 用 


我 们 日 常生 活 中 的 许多 疑难 问题 ， 用 常识 或 者 其 他 知识 可 能 很 难 解决 ， 
但 是 如 果 用 概率 论 的 知识 来 思考 ， 可 能 会 收 到 意 想不到 的 结果 。 让 我 们 来 看 
几 个 例子 。 


一 、 梅 莱 的 破产 


这 是 概率 论 历史 上 一 个 典型 的 案例 。 出 身 贵族 的 梅 荣 是 17 世纪 中 期 的 后 
学 家 ， 不 幸 的 是 他 同时 又 十 分 言 欢 赌博 (前面 提 到 的 赌 金 分 配 问 题 就 是 他 向 
帕斯卡 提出 来 的 )。 

有 一 天 ， 梅 菜 在 玩 角 子 的 时 候 发 现 ， 如 有 果 将 一 颗 角 子 投 4 次 ， 赌 出 现 1 
次 以 上 的 6 点 是 有 利 的 。 他 是 这 样 考虑 的 : 投 6 次 角 子 中 有 1 次 是 6 点， 所 以 


投 1 次 仍 子 出 现 6 点 的 概率 应 该 是 万。 于 是 ， 投 4 次 贷 子 概率 就 是 所 之 0. 5， 


所 以 自己 应 该 赢 。 于 是 ， 他 带 着 他 的 “理论 ”与 很 多 人 进行 这 样 的 赌博 ， 赢 
了 一 些 钱 财 。 这 使 梅 莱 更 加 相信 自己 的 理论 的 正确 性 。 

梅 莱 确 实 是 赢 了 ， 但 他 考虑 问题 的 思路 实际 上 是 错误 的 。 不 幸 的 是 梅 莱 
没有 觉察 到 自己 的 错误 ， 又 开始 设计 新 的 赌博 。 这 次 他 改 用 两 颗 山 子 投 24 
次 ， 赌 其 中 至 少 投 1 次 12 点 。 按 照 他 的 考虑 : 投 两 个 仍 子 出 现 12 点 ， 是 两 


个 仙 子 都 出 现 6 点 的 期 望 概率 ， 应 该 是 sz5。 若 投 24 次 ， 期 望 概率 就 是 24 倍 ， 


和 前 面 同样 的 道理 ， 应 该 有 党 一 改 之 0.5。 可 是 ， 这 次 幸运 女神 没有 光顾 他 ， 


梅 莱 发 现 自己 总 是 在 输 ， 但 他 因为 前 面 的 成 功 对 自己 的 “理论 ”过 于 自信 ， 
坚持 认为 “应 该 总 有 赢 的 时 候 ”， 最 后 终于 输 光 了 自己 的 所 有 财产 。 

那么 ， 梅 菜 到 底 错 在 哪里 ? 为 什么 会 破产 ? 

由 于 每 个 锅子 都 有 6 个 面 ， 如 果 投 1 次 仍 子 ， 必 然 出 现 6 个 面 中 的 一 个 ， 
而 且 每 个 面 出 现 的 可 能 性 是 相同 的 。 那 么 投 1 次 仍 子 出 现 6 点 的 概率 应 该 是 
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记 ， 这 时 梅 莱 的 考虑 是 正确 的 。 但 是 ， 投 4 次 仍 子 至 少 有 1 次 出 现 6 点 的 概 


率 又 是 多 少 呢 ? 是 不 是 如 梅 菜 所 想 的 4 倍 关 系 呢 ? 答案 是 否定 的 。 投 1 次 煞 
子 有 两 种 可 能 结果 ， 要 么 出 现 6 点 ， 要 人 么 不 出 现 6 点 ， 因 此 是 1 次 伯 努 利 试 
验 ， 投 4 次 则 服从 二 项 分 布 。 我 们 先 考虑 它 的 对 立 事件 ， 即 投 4 次 股子，1 次 


也 没有 出 现 6 点 的 概率 为 Ci ( 亏 ) (总 ) “0.482 25， 那 么 投 4 次 至 少 出 现 


次 6 点 的 概率 为 1 一 0. 482 25 一 0. 517 75。 这 个 概率 大 于 1/2， 所 以 梅 菜 在 开始 
时 赢 了 一 一 他 也 应 该 赢 。 

考虑 投 2 颗 货 子 的 情形 ， 这 时 出 现 的 总 共有 6X6=36 种 可 能 ， 出 现 12 
点 也 就 是 要 求 2 个 骨 子 都 出 现 6 点 ， 那 么 ， 投 2 个 仍 子 出 现 12 点 的 概率 为 


让 。 直 到 这 时 梅 莱 还 是 正确 的 。 但 是 后 来 他 把 投 24 次 的 概率 计算 成 上 述 概率 
的 24 倍 就 完全 错 了 ! 用 我 们 刚才 的 分 析 方 法 ， 正 确 的 概率 是 1 一 G3 (去 ) 
E33 二 0. 4914。 这 个 结果 说 明 梅 莱 想 要 胜出 的 机 会 不 到 一 半 ， 然 而 梅 莱 并 


36 
不 知道 他 销 了 反而 固执 地 坚持 错误 ， 到 最 后 只 有 破产 了 。 


一 、 扑 更 牌 的 游戏 规则 


众所周知 ， 把 52 张 牌 彻底 洗 过 ， 从 中 抽取 5 张 牌 ， 则 大 家 所 公认 的 决定 
胜 负 的 游戏 规则 为 ， 同花顺 子 一 胜 一 四 条 一 胜 一 富 而 好 施 一 胜 一 同 花 一 胜 一 
顺 子 。 现 在 的 问题 是 : 如 此 规定 的 依据 何在 ? 

毫 无 疑问 ， 这 其 中 又 涉及 了 概率 。 这 5 手 牌 不 仅 都 是 难得 一 见 的 “紧缺 
货 ”， 而 且 其 出 现 的 概率 也 大 有 不 同 。 

在 52 张 牌 中 任意 抽取 5 张 所 有 可 能 的 抽 法 为 C2 种 ， 每 一 种 抽 法 为 一 
基本 事件 且 每 个 事件 发 生 的 可 能 性 相同 。 

(1) 四 条 : 由 于 要 求 4 张 牌 的 点 数 相 同 ， 所 以 它们 必然 是 AAAA， 
2222…… 直 到 KKKK 中 的 任意 一 组 ， 共 有 13 种 可 能 ， 而 狮 下 的 一 张 牌 则 是 
《48 一 52 一 4) 张 牌 中 的 任 一 张 ， 所 以 根据 排列 组 合 中 的 “乘法 原理 ”， 抽 到 四 


条 的 可 能 抽 法 有 13X48 种 ， 从 而 出 现 现 四 条 的 概率 是 Ce ~0 000 240 1 


(2) 富 而 好 施 《Full House): 是 5 张 牌 中 有 3 张 同 点 与 2 张 同 点 的 一 组 
牌 。 在 扑克 牌 中 有 A，2，…，K， 共 有 13 种 点 ， 而 且 每 个 点 都 有 黑 桃 、 红 
心 、 方 块 、 梅 花 〈 也 叫 “ 草 头 ”) 四 种 花色 。 我们 可 以 先 从 13 种 点 中 选 两 种 


第 五 讲 ” 谁 输 谁 赢 ? 


如 和 人 和 


点 ， 共 有 C% 种 可 能 ， 然 后 再 在 其 中 一 种 点 中 抽 2 张 ， 另 一 种 点 中 抽 3 张 ， 又 
有 心 。C+。C3 种 可 能 ， 因 此 抽 到 富 而 好 施 共 有 Ci 。C。C3。C3 种 可 能 。 从 
而 出 现 富 而 好 施 的 概率 是 ce“ 局 w0， 001 440 6 。 

(3) 同 花 : 要 求 5 张 牌 是 同一 花色 。 先 从 4 种 花色 中 选 一 种 花色 ， 共 有 4 
种 可 能 ， 然 后 再 在 这 种 花色 的 13 张 牌 中 任意 抽 5 张 共有 Ci 种 可 能 。 从 而 
出 现 同 花 的 概率 是 4 SEE 0. 001 981 

(4) 顺 子 : 要 求 5 张 牌 的 点 数 成 等 差 数列 。 就 点 数 最 小 的 一 张 牌 而 言 ， 
可 以 是 1 点 〈( 即 A 到 10 点， 共有 10 种 可 能 。 所 谓 “ 顺 子 ”， 主 要 着 眼 于 上 牌 
的 点 数 ， 牌 的 花色 可 以 不 管 ， 所 以 第 1 张 牌 可 以 取 4 种 花色 之 一 ， 而 第 2，3， 


4，5 张 牌 仍然 如 此 ， 故 有 4 种 可 能 。 因 此 抽 到 顺 子 的 概率 是 10 在 ~ 


0, 003 94。 

(5) 同花顺 子 . 要 求 5 张 牌 是 同一 种 花色 的 顺 子 。 同 样 ， 就 点 数 最 小 的 
一 张 而 言 ， 共 有 10 种 可 能 ， 而 第 1 张 牌 可 以 取 4 种 花色 之 一 ， 但 是 第 2，3， 
4，5 张 牌 则 只 能 是 和 第 1 张 牌 同样 的 花色 ， 故 有 4 种 可 能 ， 因 此 出 现 同 花 顺 


子 的 概率 是 人 0 000 015 39 。 
52 


由 这 5 手 牌 的 概率 可 知 : 同花顺 子 的 概率 最 小 ， 依 次 是 四 条 ， 富 而 好 施 ， 
同 花 ， 顺 子 ， 因 此 ， 就 得 到 了 扑 殉 有 牌 决定 胜 负 的 游戏 规则 。 

这 里 还 有 一 点 需要 说 明 ，A (Ace) 这 张 牌 ， 它 即 是 1 点 ， 又 算 王 牌 ， 比 
老 开 更 大 ， 所 以 实际 上 可 算是 14 点 ， 但 在 一 副 牌 中 这 两 种 身份 不 能 同时 具 
有 。 所 以 A2345 与 AKQJ10 都 可 以 看 作 “ 顺 子 ”， 然 而 JQKA2 却 是 “非法 ” 
的 组 合 ， 不 能 视 为 顺 子 。 


三 、 巧 合 的 生日 


有 一 天 ， 译 欢 找 一 些 刁 销 问 题 的 同学 甲 忽 然 问 同学 乙 : “你 说 50 个 人 的 
班级 中 有 两 人 同一 天 过 生日 的 可 能 大 吗 ?” 

乙 大 概 很 了 解 “ 抽 屋 原则 ”， 他 想 : 366 个 人 才能 保证 有 两 个 人 的 生日 在 
同一 天 呀 ! 50 个 人 太 少 了 吧 ? 所 以 立即 回答 :“ 这 种 可 能 性 很 小 !” 

那么 到 底 是 不 是 这 样 的 呢 ? 我 们 还 是 用 概率 理论 来 回答 。 为 计算 方便 ， 
先 求 两 个 人 生日 不 一 致 的 概率 。 

假设 每 人 的 生日 在 一 年 365 天 中 的 任 一 天 是 等 可 能 的 。 第 2 个 人 和 第 1 


从 博彩 到 概率 <<< | 
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个 人 不 一 致 的 概率 是 588 ， 第 3 个 人 和 第 2 个 人 以 及 第 1 个 人 都 不 一 致 的 概率 


是 385。 于 是 在 3 个 人 中 没有 生日 一 致 的 概率 是 364 X39E~v0. 9918， 于 是 3 个 

人 中 有 人 生日 一 致 的 概率 是 1 一 0. 991 8 一 0. 008 2。 同 样 的 计算 知道 ，50 个 人 
_ 364 、363 316 _ ， 

中 没有 生日 相同 的 人 的 概率 是 3EX363X.…X 弛 6av0.029 6， 所 以 50 个 人 中 

有 人 生日 相同 的 概率 是 1--0. 029 6 一 0. 970 4。 现 在 你 知道 乙 的 结论 是 错误 的 


了 取 ? 
同样 的 道理 ,我们 可 以 得 到 个 人 中 没有 两 个 人 生日 相同 的 概率 是 : 
365、364、363 (365 一 ?十 1) “Ages 


365”365”365~"~ 365 3657 


所 以 ,x 人 中 至 少 有 两 个 人 生日 相同 的 概率 是 PCn) 一 1 一 人 各， 


这 一 概率 显然 是 的 函数 。 出 平 意料 的 是 当 * 之 23 时 ，P(n) 就 已 经 超 
过 了 0. 5， 你 在 事先 能 猜 到 这 一 点 吗 ? 至 于 50 个 人 的 班级 ， 这 个 概率 已 经 很 
大 了 ! 计算 机 已 经 为 我 们 计算 出 下 述 结 果 : 


i mm ww 


0. 241 1| 0. 507 | 0.708 | 0.801 0. 997 | 0. 09 9907 


我 们 不 妨 作 为 游戏 试验 一 下 。 


所 思考 是 


. 简 述 确定 性 事件 与 不 确定 性 事件 的 含义 。 

. 概率 与 频率 的 区 别 与 联系 是 什么 ? 

.大 数 定律 的 含义 是 什么 ? 

， 从 概率 论 的 角度 ， 说 一 下 为 什么 “ 久 赌 必 输 ? 
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第 六 讲 不 一 样 的 数学 题 一 一 数学 模型 


六 种 大 当当 当当 


首先 观察 日 常生 活 中 一 个 普通 的 事实 : 把 椅子 往 不 平 的 地 面 上 一 放 ， 通 
第 只 有 三 条 腿 着 地 ， 放 不 稳 ， 然 而 只 需 稍 挪动 几 次 ， 一般 都 可 以 使 四 条 腿 同 
时 着 地 ， 便 放 稳 了 。 问 题 是 : 这 是 碰巧 还 是 必然 ?9 如 采 给 你 一 道 这 样 的 “ 数 
学 题 ”， 你 是 不 是 党 得 有 点 奇怪 并 且 感 到 无 从 下 手 ?” 其 实 这 问题 一 点 也 不 奇 
怪 ， 仅 是 数学 建 模 中 的 一 个 小 例子 。 

随 着 社会 的 发 展 ， 生 物 、 医 学 、 社 会 、 经 济 等 各 学 科 、 各 行业 都 涌现 出 
大 量 的 实际 课题 ， 吴 待人 们 去 研究、 解决 。 这 时 ， 社 会 对 数学 的 需求 并 不 只 
是 需要 数学 家 和 专门 从 事 数学 研究 的 人 才 ， 而 更 大 量 的 需要 是 在 各 部 门 中 从 
事实 际 工作 的 人 善于 运用 数学 知识 及 数学 的 思维 方法 来 解决 他 们 每 天 面临 的 
大 量 的 实际 问题 ， 取 得 经 济 效 益 和 社会 效益 。 男 一 方面 ， 我 们 所 遇 到 的 许多 
问题 ， 都 是 数学 和 其 他 东西 混杂 在 一 起 的 ,不 是 所 谓 “ 纯 净 的 ”数学 ， 其 中 
的 数学 奥妙 暗藏 在 次 处 等 着 我 们 去 发 现 。 也 就 是 说 ， 我 们 需要 对 复 淋 的 实际 
问题 进行 分 析 ， 发 现 其 中 的 可 以 用 数学 语言 来 描述 的 关系 或 规律 ， 并 把 这 个 
实际 问题 转化 成 一 个 数学 问题 ， 这 个 过 程 ， 就 是 数学 建 模 。 

在 这 一 讲 中 ， 我 们 将 介绍 一 些 关于 数学 建 模 的 最 基本 的 知识 ， 同 时 通过 
一 些 比较 通俗 的 案例 来 一 起 欣赏 数学 是 如 何 用 来 解决 各 种 各 样 的 ， 有 些 甚至 
看 起 来 并 不 像 是 数学 的 问题 的 ， 从 而 进一步 体会 到 数学 的 力量 。 


$1 数学 模型 


一 、 模 型 
在 现实 生活 中 ， 人 们 总 是 自觉 或 不 自觉 地 用 各 种 各 样 的 模型 来 描述 一 些 
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事物 或 现象 。 地 图 、 地 球 仪 、 玩 具 火 车 、 建 筑 模型 、 昆 虫 标本 、 慌 龙 化 石 、 
照片 等 都 可 以 看 作 模 型 ， 它 们 都 从 某 一 方面 反映 了 真实 现象 的 特征 或 属性 。 

容易 理解 ， 任 何 模型 通常 都 是 将 原型 的 某 一 部 分 信息 压缩 、 提 炼 而 构造 
的 替代 物 ， 并 不 是 原型 原封 不 动 的 复制 品 。 因 为 原型 有 各 个 方面 和 各 个 层次 
的 特征 ， 而 模型 只 要 求 反映 与 某 种 目的 有 关 的 方面 和 层次 ， 即 根据 我 们 的 目 
的 ， 从 真实 现象 中 选 一 部 分 我 们 所 关心 的 特征 进行 描述 ， 其 他 方面 的 特征 可 
以 不 涉及 。 如 地 球 仪 只 反映 了 地 球 的 大 体形 状 、 地 表 上 水 、 陆 地 的 比例 、 各 
个 国家 所 处 的 地 理 位 置 等 ， 对 地 球 的 构造 及 起 源 就 不 涉及 。 又 如 一 个 城市 的 
交通 图 ， 它 应 该 包含 这 个 城市 的 主要 公交 路 线 ， 而 其 他 方面 的 特征 反映 了 多 
少 ， 就 不 是 主要 问题 ， 如 果 这 个 交通 图 漏 掉 了 几 条 主要 的 交通 干线 ， 那 么 它 
就 不 能 作为 这 个 城市 交通 路 线 的 模型 了 。 

应 该 注意 ， 由 于 模型 仅仅 反映 原型 的 某 个 侧面 ， 该 侧面 由 于 目的 不 同 使 
同一 个 被 反映 的 对 象 呈 现 巨 大 差异 。 如 放 在 展厅 的 飞机 模型 应 该 在 外 形 上 下 
真 ， 但 不 一 定 能 飞 。 而 参加 航模 竞赛 的 飞机 模型 应 该 具有 良好 的 飞行 性 能 ， 
而 在 外 观 上 不 必 苛 求 。 至 于 飞机 设计 和 试制 过 程 中 的 计算 机 模拟 ， 则 只 在 数 
量规 律 上 真实 反映 飞机 动态 特点 ， 毫 不 涉及 飞机 实体 。 我 们 小 时 候 益 的 纸 飞 
机 也 是 一 种 简单 的 模型 。 所 以 模型 所 反映 出 来 的 基本 特征 通常 由 构造 模型 的 
目的 所 决定 。 


二 、 数 学 模型 9J 基 本 特点 和 属性 


为 了 运用 数学 理论 和 知识 解决 生产 和 生活 实践 中 的 问题 ， 我 们 往往 还 需 
要 对 现实 世界 的 一 个 特定 对 象 和 特定 目的 ， 根 据 特 有 的 内 在 规律 ， 做 出 一 些 
必要 的 假设 ， 运 用 适当 的 数学 工具 ， 得 到 一 个 数学 结构 ， 这 个 结构 我 们 往往 
称 之 为 数学 模型 。 数 学 模型 反映 了 事物 的 某 一 方面 的 数量 特征 ， 是 问题 的 理 
想 化 和 抽象 化 。 从 形式 上 来 看 ， 它 可 以 是 某 个 数学 表达 式 〈 如 函数 、 图 形 、 
代数 方程 、 微 分 方程 、 积 分 方程 、 差 分 方程 等 )， 也 可 以 是 用 数学 来 处 理 问 题 
的 一 套 程序 或 方法 ， 甚 至 更 广泛 地 ， 可 以 是 用 数学 语言 对 问题 的 一 种 拉 述 。 
由 于 数学 模型 的 广泛 性 ， 我 们 不 去 一 般 性 地 讨论 到 底 什 么 是 数学 模型 ， 而 是 
从 数学 模型 的 特点 和 属性 上 来 了 解 它 。 

首先 ， 数 学 模型 必须 反映 事物 的 数量 特征 。 这 是 数学 模型 所 必须 具备 的 ， 
也 是 它 有 别 于 其 他 模型 《如 物理 模型 、 思 维 模型 、 直 观 模 型 ) 的 最 重要 的 标 
志 。 例 如 考虑 两 个 物体 之 间 的 相互 作用 时 ， 对 于 它们 之 间 的 相互 吸引 这 种 属 
性 ， 可 以 用 数学 公式 
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来 表示 吸引 力 与 其 他 因素 之 间 的 关系 ， 这 驶 是 物质 相互 吸引 的 数学 模型 。 它 
忽略 了 物体 的 形状 、 大 小 等 其 他 许多 因素 ， 仅 考 忠 两 物体 的 质量 和 质心 距离 。 
这 是 一 个 非常 简化 的 数学 模型 ， 所 反映 的 数量 关系 在 经 典 力学 中 所 处 的 地 位 
和 作用 是 不 言 而 喻 的 。 但 是 , “两 个 点 上 的 物体 ， 质 量 越 大 时 它们 之 间 的 引力 
越 大 ”这 样 的 叙述 ， 虽 然 在 某 种 程度 上 也 是 正确 的 ， 但 是 一 般 就 不 能 称 之 为 
数学 模型 。 现 在 ,我 们 在 和 生产、 生活、 经 济 等 各 项 活动 中 ， 各 种 关系 如 企业 
的 资金 流动 、 生 物种 群 数量 的 演变 、 疾 病 和 信息 的 传播 等 都 可 用 数量 关系 进 
行 刻 画 ， 这 就 产生 了 各 种 各 样 的 数学 模型 。 但 在 社会 生活 和 经 济 领域 里 曾经 
有 过 许多 模型 ， 往 往 只 通过 定性 分 析 来 研究 ， 进 而 揭示 事物 的 内 在 规律 ， 这 
翌 的 模型 就 不 是 数学 模型 。 

其 次 ， 当 目的 不 同时 ， 同 一 个 被 反映 对 象 的 数学 模型 也 往往 是 不 相同 的 。 
如 一 个 线性 弹簧 ， 考 察 它 的 形变 久 与 弹力 下 之 间 的 关系 ， 我 们 可 以 用 数学 公 
式 〈 虎 殉 定 律 ) 
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来 表示 它们 之 加 的 规律 ， 负 号 表示 形变 的 方向 与 弹力 方向 相反 。 这 个 数学 公 
式 就 是 它 的 数学 模型 。 但 这 一 模型 是 十 分 粗糙 的 : 首先 该 定律 要 求 弹 簧 在 弹 
性 限度 内 ; 其 次 人 们 发 现 弹簧 即 使 每 次 在 弹性 限度 内 拉动 ， 但 经 过 一 段 时 间 
后 ， 该 弹簧 部 分 失去 了 原来 的 弹性 ， 弹 性 系数 & 变 小 了 。 经 分 析 后 发 现 ， 这 
里 的 弹簧 除了 具有 上 述 指出 的 弹性 以 外 ， 还 和 存在 塑性 ， 因 而 其 更 精确 的 数学 
模型 要 用 二 和 阶 住 微分 方程 来 刻画 ， 于 是 关于 这 个 弹簧 的 偏 微分 方程 就 是 更 精 
确 的 数学 模型 。 当 弹簧 伸 长 到 一 定 长 度 后 会 断裂 ， 这 时 我 们 发 现 前 面 的 二 阶 
偏 微分 方程 模型 又 不 再 适用 ， 于 是 又 产生 了 新 的 模型 一 一 灾变 学 。 

还 有 一 点 应 该 注意 ， 数 学 模型 往往 只 能 在 某 种 程度 上 反映 客观 现实 ， 我 
们 不 要 指望 如 此 “强大 、 精 确 ” 的 数学 理论 就 能 够 “精确 地 ”解决 现实 问题 。 
数学 模型 的 组 建 过 程 不 仅 要 运用 一 般 的 数学 方法 ， 还 要 对 复杂 的 现实 进行 总 
结 、 归 纳 、 取 念 和 提炼 。 可 以 设想 ， 在 描述 人 口 增 长 时 ， 如 果 把 年 龄 、 人 性 别 、 
死亡 、 生 育 、 择 偶 、 婚 配 、 疾 病 、 卫 生 、 饥 车、 战争 等 因素 都 容纳 进去 ， 即 
使 使 用 现代 数学 工具 也 难以 分 析 和 研究 ， 因 此 组 建 数学 模型 时 必须 对 实际 问 
题 进行 去 粗 取 精 、 去 伪 存 真 的 归纳 。 保 留 什 么 因素 ， 忽 略 什么 因素 并 没有 一 
定 的 范式 ， 这 就 需要 建 模 者 依据 其 对 实际 问题 的 理解 、 研 究 目的 及 所 具有 的 
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数学 背景 来 完成 这 个 过 程 。 又 如 火箭 在 作 短程 飞行 时 ， 要 研究 其 运动 轨迹 ， 
可 以 不 考虑 地 球 目 转 的 影响 ;但 奉 作 洲际 飞行 时 ， 就 必须 考虑 地 球 自 转 的 
影 啊 。 

正 是 由 于 上 述 这 些 原因 ， 数 学 模型 的 解答 结果 一 般 没有 十 全 十 美的 ， 只 
要 经 得 起 实践 检验 ， 是 比较 合理 和 可 行 的 ， 就 可 以 先 付 诸 实施 。 在 条 件 允 许 
的 适当 时 候 ， 可 以 根据 实际 情况 ， 对 已 得 到 的 解答 进行 继续 研究 和 改进 。 这 
是 与 纯粹 数学 非常 不 同 的 。 当 然 ， 数 学 模型 的 解答 结果 必须 接受 实际 的 检验 ， 
如 果 不 符合 实际 ， 还 应 设法 找 出 原因 ， 修 改 原 来 的 模型 ， 重 新 求解 和 检验 。 


三 、 数 学 模型 的 功能 


数学 模型 主要 有 分 析 、 预 报 、 决 策 和 控制 四 大 功能 。 
(1 分 析 功 能 : 即 通过 数学 模型 定量 研究 现实 世界 的 某 种 对 象 ， 或 者 精 


确 描述 茶 种 特征 。 
《2) 预报 功能 ， 即 根据 对 象 的 固有 属性 利用 数学 模型 预测 当 环境 发 生变 
化 时 的 发 展 趋 势 或 规律 。 


(3) 决策 功能 : 即 根据 对 象 所 满足 的 规律 作出 使 某 个 数量 指标 达到 最 优 
的 决策 。 
(4〉 控制 功能 : 即 根据 对 象 的 特征 和 某 些 指标 给 出 尽 可 能 满意 的 控制 
方案 。 


四 、 数 学 模型 的 分 类 


数学 模型 可 以 按照 不 同 的 方式 分 类 ， 下 面 介 绍 第 用 的 儿 种 。 

(1) 按照 模型 的 应 用 领域 (或 所 属 学 科 ) 分 : 如 人 口 模型 、 交 通 模型 、 
环境 模型 、 生 态 模 型 、 城 镇 规划 模型 、 水 资源 模型 、 再 生 资 源 利 用 模型 、 污 
染 模 型 等 。 范 本 和 更 大 一 些 则 形成 许多 边缘 学 科 如 生物 数学 、 医 学 数学 、 地 质 
数学 、 数 量 经 济 学 、 数 学 社会 学 等 。 

(2) 按照 建立 模型 的 数学 方法 〈 或 所 属 数学 分 支 ) 分 : 如 初等 数学 模型 、 
几何 模型 、 微 分 方程 模型 、 图 论 模 型 、 马 氏 链 模型 、 规 划 论 模型 等 。 

(3) 按照 模型 的 表现 特性 又 有 几 种 分 法 : 

确定 性 模型 和 随机 性 模型 : 取决 于 是 否 考虑 随机 因素 的 影响 。 近 年 来 随 
着 数学 的 发 展 ， 又 有 所 谓 的 突变 性 模型 和 模糊 性 模型 。 

静态 模型 和 动态 模型 ， 取 决 于 是 否 考 虑 时 间 因 素 引 起 的 变化 ，。 

线性 模型 和 非 线 性 模型 ， 取决 于 模型 的 基本 关系 ， 如 微分 方程 是 否 是 线 


和 于 


性 的 。 

离散 模型 和 连续 模型 : 指 模型 中 的 变量 〈 主 要 是 时 间 变 量 ) 是 取 离散 还 
是 连续 的 。 

虽然 从 本 质 上 讲 大 多 数 实 际 问题 是 随机 性 的 、 动 态 的 、 非 线性 的 ， 但 是 
由 于 确定 性 、 静 态 、 线 性 模型 容易 处 理 ， 并 且 往 往 可 以 作为 初步 的 近似 来 解 
决 问题 ， 所 以 我 们 常 完 考虑 确定 性 、 静 态 、 线 性 模型 。 连 续 模 型 便于 利用 微 
积分 方法 求解 ， 作 理论 分 析 ， 而 离散 模型 便于 在 计算 机 上 作 数 值 计算 ， 所 以 
用 哪 种 模型 要 视 具体 问题 而 定 。 在 具体 的 建 模 过 程 中 将 连续 模型 离散 化 ， 或 
将 离散 变量 视 作 连续 的 ， 也 是 常 采 用 的 方法 。 

(4) 按照 建 模 目的 分 : 有 描述 模型 、 分 析 模 型 、 预 报 模型 、 优 化 模型 、 
决策 模型 、 控 制 模 型 等 。 

(5) 按照 对 模型 结构 的 了 解 程度 分 ， 有 所 谓 白 箱 模型 、 灰 箱 模型 、 黑 箱 
模型 。 这 是 把 研究 对 象 比 喻 成 一 只 箱子 里 的 机 关 ， 要 通过 建 模 来 揭示 它 的 奥 
妙 。 白 箱 主 要 包括 用 力学 、 热 学 、 电 学 等 一 些 机 理 相 当 清 楚 的 学 科 描 述 的 现 
象 以 及 相应 的 工程 技术 问题 ， 这 方面 的 模型 大 多 已 经 基本 确定 ， 还 需 深 入 研 
究 的 主要 是 优化 设计 和 控制 等 问题 了 。 灰 箱 主要 指 生 态 、 气 象 、 经 济 、 交 通 
等 领域 中 机 理 尚 不 十 分 清楚 的 现象 ， 在 建立 和 改善 模型 方面 都 还 不 同 程度 地 
有 许多 工作 可 做。 至 于 黑箱 则 主要 指 生命 科学 和 社会 科学 等 领域 中 一 些 机 理 
(数量 关系 方面 ) 很 不 清楚 的 现象 。 有 些 工程 拉 术 问题 虽然 主要 基于 物理 、 化 
学 原理 ， 但 由 于 因素 众多 、 关 系 复杂 和 观测 困难 等 原因 也 常 作 为 灰 箱 或 黑箱 
模型 处 理 。 当 然 ， 白 、 灰 、 黑 之 间 并 没有 明显 的 界限 ， 而 且 随 着 科学 技术 的 
发 展 ， 箱 子 的 “颜色 ”必然 是 逐渐 由 暗 变 党 的 。 


$2 数学 建 模 


、 建 模 方法 


简单 来 说 ， 建 立 一 个 系统 的 数学 模型 的 方法 大 致 有 两 种 : 一 种 是 试验 妇 
纳 的 方法 ， 即 根据 测试 或 计算 的 数据 ， 按 照 一 定 的 数学 方法 ， 归 纳 出 系统 的 
数学 模型 ， 如 前 面 提 到 的 虎 克 定 律 就 是 通过 试验 归纳 方法 获得 的 ; 男 一 种 是 
理论 分 析 的 方法 ， 即 根据 客观 事物 本 身 的 性 质 ， 分 析 因 果 关 系 ， 在 适当 的 假 
设 下 用 数学 工具 去 描述 其 数量 特征 。 
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在 生产 过 程 中 ， 为 了 分 析 和 改进 生产 中 出 现 的 问题 ， 虽 然 可 采用 比较 简 
单 的 直接 试验 方法 ， 但 在 很 多 情况 下 这 种 方法 是 行 不 通 的 ， 而 要 通过 模拟 计 
算 的 方法 进行 。 如 某 设 备 正 式 投 产后 ， 往 往 不 允许 破坏 正常 生产 过 程 进 行 试 
验 ， 特 别 是 试验 中 需 施加 任意 输入 或 改变 生产 条 件 时 ， 处 理 不 当 会 发 生 故 障 
甚至 出 现 危 险 。 另 外 直接 试验 往往 需要 花费 较 多 的 人 力 、 财 力 和 时 间 ， 从 经 
济 角度 来 看 也 是 不 合算 的 。 所 以 在 很 多 情况 下 ， 人 们 一 般 先进 行 一 些 数 学 处 
理 ， 然 后 在 计算 机 上 进行 模拟 计算 来 代替 试验 。 另 外 ， 在 科研 和 一 些 大 型 问 
题 的 研究 中 ， 由 于 系统 的 状态 复杂 ， 根 本 无 法 进行 试验 或 不 能 进行 试验 。 如 
卫星 回 到 地 球 的 时 候 ， 在 高 度 为 120km 的 大 气 层 上 空 以 11km/s 的 速度 极其 
迅速 地 落 到 地 面 。 若 用 风 洞 来 实验 ， 必 须 有 极 大 的 设备 ， 实 际 上 是 不 可 能 实 
现 鸭 。 又 如 我 国 的 人 口 和 生态 如 果 照 现在 的 状况 发 展 下 去 ， 到 了 下 世纪 ， 我 
国人 口 将 超过 20 亿 ， 长 江 将 变 为 第 二 条 黄河 等 。 这 样 的 问题 ， 就 不 能 靠 实验 
来 研究 ， 只 能 靠 数 学 的 推理 和 计算 来 研究 ， 以 采 了 节 相 应 的 措施 。 所 以 我 们 在 
这 里 主要 是 讨论 用 理论 分 析 方 法 建立 数学 模型 的 问题 。 

一 、 建 模 的 主要 步骤 

用 理论 分 析 方 法 建立 数学 模型 的 主要 步骤 有 : 

(1〉 模型 准备 。 在 建 模 前 要 对 实际 问题 的 背景 有 深刻 的 了 解 ， 进 行 全 面 
的 、 深 入 细致 的 观察 ， 明 确 所 要 解决 问题 的 和 目的 和 要 求 ， 并 按 要 求 收集 必要 
的 各 种 信息 如 现象 、 数 据 和 等， 数据 必须 真实 准确 ， 并 符合 所 要 求 的 精确 度 。 
这 是 模型 的 准备 过 程 。 

(2) 模型 假设 。 一 般 地 ， 一 个 问题 是 复杂 的 ， 涉 及 的 方面 较 多 ， 不 可 能 
考虑 到 所 有 因素 ， 这 就 要 求 我 们 在 明确 目的 、 掌 握 资 料 的 基础 上 抓 住 主要 了 矛 
盾 ， 售 去 一 些 次 要 因素 ， 对 问题 进行 适当 的 简化 ， 提 出 几 条 合理 的 假设 。 不 
同 的 简化 假设 ， 有 可 能 得 出 不 同 的 模型 和 结果 。 究 竟 简 化 、 假 设 到 什么 程度 ， 
要 根据 实践 经 验 和 具体 问题 去 处 理 。 

(3) 建立 模型 。 在 所 作 简 化 和 假设 的 基础 上 ， 选 择 适 当 的 数学 工具 来 刻 
画 、 描 述 各 种 量 之 间 的 关系 ， 用 表格 、 图 形 、 公 式 等 来 确定 数学 结构 。 我 们 
要 用 数学 模型 解决 实际 问题 ， 故 可 以 用 各 种 各 样 的 数学 理论 和 方法 ， 必 要 时 
还 要 创造 新 的 数学 理论 以 适应 实际 问题 。 在 保证 精度 的 前 提 下 应 该 尽量 用 人 条 
单 的 数学 方法 ， 以 便 推广 使 用 。 

(4) 模型 的 分 析 、 检 验 和 修改 。 建 模 并 不 是 目的 ， 建 立 模 型 的 目的 是 为 
了 总 结 自然 现象 、 寻 和 找 规律 ， 以 便 指导 人 们 认识 世界 和 改造 世界 。 所 以 模型 


和 


建立 后 要 对 模型 进行 分 析 ， 即 用 解 方程 、 推 理 、 图 解 、 计 算 机 模拟 、 定 理 证 
明 、 稳 定性 讨论 等 数学 的 运算 和 证 明 得 到 数量 结果 ， 将 此 结果 与 实际 问题 进 
行 比较 ， 以 验证 模型 的 合理 性 ， 必 要 时 进行 修改 ， 调 整 参数 ， 或 者 改变 数学 
方法 等 。 一 般 地 ， 一 个 数学 模型 要 经 过 反复 地 修改 才能 成 功 。 

(5) 模型 应 用 。 用 已 建立 的 模型 分 析 、 解 释 已 有 的 现象 ， 并 预测 未 来 的 
发 展 趋 势 ， 以 便 给 人 们 的 决策 提供 参考 ， 

归纳 起 来 ， 建 立 模型 的 主要 步骤 可 用 图 6 一 1 来 说 明 : 


0 一 1 


应 当 指 出 ， 并 不 是 所 有 建 模 过 程 都 要 经 过 这 些 步 骤 ， 有 的 步骤 之 间 的 界 
限 也 不 那么 分 明 ， 建 模 时 不 应 拘泥 于 形式 上 的 按部就班 ， 往 往 不 同 问题 各 个 
侧重 点 也 不 相同 。 


三 、 数 学 建 模 与 科学 思维 方法 


所 谓 数 学 思维 ， 是 一 种 认识 数学 本 喘 或 应 用 数学 知识 解决 实际 问题 过 程 
中 的 辩证 思维 ， 分 为 软 辑 思维 与 非 逻辑 思维 两 大 类 。 逻 辑 思 维 主 要 有 形式 逻 
辑 、 数 理 人 逻辑 与 辩证 多 辑 。 形 式 逻 辑 的 主要 思维 形式 是 概念 、 判 断 、 推 理 ， 
主要 思维 方法 是 分 析 与 综合 、 抽 象 与 概括 、 归 纳 、 演 绎 、 类 比 、 科 学 假设 等 。 
非 逻 辑 思 维 主要 有 和 想象、 直觉 与 顿悟 等 ， 它 不 受 逻 辑 规则 条 条 框框 的 制约 。 
两 种 思维 方式 在 能 很 好 地 相互 交叉 渗透 ， 形 成 一 种 放射 性 的 非 线 性 思维 方式 ， 
则 往往 能 获得 突破 性 创新 。 

逻辑 思维 是 数学 思维 的 核心 。 不 论 是 数学 运算 还 是 定理 的 证 明 都 是 严密 
的 逻辑 推理 过 程 。 非 逻辑 思维 则 有 助 于 人 们 从 纷 崇 杂乱 的 予 盾 中 迅速 捕 提 关 
键 因 素 和 关键 环节 ， 以 便 在 变幻 莫 测 的 环境 中 迅速 确定 总 目标 。 具 体 的 数学 
思维 过 程 往往 是 逻辑 思维 和 非 逻 辑 思 维 交 错 运 用 的 综合 过 程 。 

建 模 活 动 本 身 是 一 项 创造 性 的 思维 活动 。 它 既 具 有 一 定 的 理论 性 又 具有 
较 大 的 实践 性 ; 既 要 求 严谨 的 逻辑 思维 ,还 要 有 有 灵活 的 非 逻 辑 思 维 。 这 种 训 
练 能 培养 我 们 综合 运用 所 给 问题 的 条 件 ， 通 过 各 种 科学 思维 方法 和 数学 手段 ， 
寻求 解决 问题 的 最 佳 方法 和 途径 的 能 力 。 
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1. 数学 建 模 中 的 思维 方法 

建立 数学 模型 是 一 种 创造 性 的 思维 活动 ， 没 有 统一 模式 和 国定 的 方法 。 
从 思维 的 角度 看 ， 各 种 思维 方法 都 被 大 量 采 用 ， 在 数学 建 模 的 过 程 中 都 有 重 
要 的 作用 。 比 较 重 要 的 主要 有 : 

(1) 逻辑 思维 

逻辑 思维 的 要 点 ， 一 是 “严密 性 ”， 二 是 “完备 性 ”。 前 者 是 指 在 因素 分 
析 或 目标 分 析 中 ， 纵 回 各 因素 之 间 环 环 相 扣 ; 后 者 是 指 横向 各 因素 要 能 够 确 
保 得 到 想 要 的 结果 。 在 建 模 中 ， 主 要 用 到 的 还 是 “分 析 法 ”( 对 条 件 由 因 导 
果 )〉 和 “ 绿 合法 ”( 对 结论 执 果 索 因 )。 思 维特 点 是 由 理性 到 理性 。 

(2) 抽象 思维 

数学 建 模 是 要 研究 问题 ， 这 就 必须 用 到 抽象 思维 。 包 括 将 问题 进行 重新 
表述 抽象 出 其 数学 实质 ; 在 抽象 的 层面 (数学 ) 上 分 析 问 题 、 解 决 问题 ; 将 
具体 问题 、 因 素 等 上 天 为 概念 、 定 义 、 假 设 ; 将 具体 关系 、 结 论 上 升 为 定理 
等 。 其 思维 特点 是 从 特殊 到 一 般 、 从 感性 到 理性 。 

(3) 形象 思维 

数学 建 模 问 题 常 常 有 图 形 ， 理 解 问题 、 分 析 问 题 都 需要 形象 思维 。 我 们 
在 研究 问题 时 可 以 尽量 将 问题 直观 化 ， 建 模 研 究 之 初 融 要 和 章 清 问题 的 直观 背 
景 、 建 立 直 观 形象 ， 便 于 认识 问题 、 分 析 问 题 ， 进 而 再 到 抽象 的 图 像 、 模 型 。 

(4) 创新 思维 

数学 建 模 的 一 个 显著 特点 是 “ 非 标准 化 ”， 即 问题 不 标准 、 答 案 不 唯一 ， 
这 就 要 求 建 模 者 要 有 创新 意识 ， 力 求 研究 角度 新 、 思 路 新 、 理 论 新 、 方 法 运 
用 新 以 及 结果 新 。 

数学 建 模 中 的 创新 思维 主要 表现 在 以 下 几 种 : 

发 散 思 维 : 如 要 和 弄 清 问题 必须 回 到 实际 ， 然 后 发 散 开 来 ， 找 出 尽量 多 的 
相关 因 府 。 

联想 思维 ， 如 横向 联想 、 方 法 联想 、 模 型 联想 、 关 系 联想 等 。 

反 向 思维 从 不 间 的 角度 研究 问题 ， 跳 出 定 势 、 习 惯 、 误 区 。 

“猜想 ”可 以 认为 是 上 述 几 种 思维 方式 的 一 个 常见 表现 形式 。 在 建 模 中 ， 
要 充分 发 挥 想象 力 ， 对 问题 大 胆 进行 各 种 猜想 ， 如 直观 想象 、 特 征 想 象 、 关 
系 猜 想 、 结 果 猜 想 等 。 当 然 ， 猜 想 一 定 要 经 过 严格 的 论证 才 是 可 徘 的 。 

2. 数学 思维 能 力 培养 

建立 数学 模型 需要 良好 的 科学 思维 能 力 、 运 算 能 力 和 动手 能 力 ， 如 抽象 
概括 能 力 、 抓 住 本 质 的 洞察 能 力 、 联 想 及 综合 分 析 能 力 、 数 学 语言 的 翻译 能 


和 有 


力 、 熟 练 使 用 计算 机 的 能 力 、 文 献 检索 能 力 和 使 用 当代 科技 成 果 的 能 力 等 。 
其 中 思维 能 力 尤 其 重要 ， 所 以 ， 可 以 把 数学 建 模 的 过 程 作 为 培养 我 们 数学 思 
维 能 力 的 一 个 极 好 途径 。 

(1) 培 状 “翻译 一 转换 ”能 力 ， 即 把 经 过 一 定 抽象 、 简 化 的 实际 问题 用 
数学 的 语言 表达 出 来 ， 形 成 数学 模型 。 运 用 数学 建 模 解决 实际 问题 ， 关 键 是 
把 和 实际 问题 抽象 为 数学 问题 。 这 必须 首先 通过 观察 分 析 、 提 炼 出 实际 问题 的 
数学 模型 ， 然 后 再 把 数学 模型 纳入 某 知识 系统 去 处 理 ， 这 不 但 要 求 我 们 有 一 
定 的 抽象 能 力 ， 而 且 要 有 相当 的 观察 、 综 合 能 力 。 

(2) 培养 “分 析 一 推理 ”能 力 ， 即 应 用 已 学 到 的 数学 方法 和 思想 进行 综 
合 应 用 和 分 析 ， 利 用 严格 的 逻辑 推理 来 得 到 我 们 所 需要 的 结果 。 

(3) 培养 “联想 一 直觉 ”思维 能 力 ， 要 具有 良好 的 联想 能 力 ， 首 先 要 有 
对 事物 广泛 的 兴趣 ， 平 时 多 思考 、 儿 积累， 这样 遇 到 新 问题 的 时 候 ， 就 可 以 
通过 联想 、 类 比 对 原来 的 经 验 进 行 加 工 、 改 组 或 重 构 ， 触 类 劳 通 。 

(4) 培养 “洞察 一 猜想 ”能 力 ， 即 深入 、 清 楚 地 了 解 事物 的 本 质 ， 快 速 
抓 住 要 害 ， 一 举 解决 问题 。 


$ 3 数学 建 模 案 例 


先 解 决 本 讲 开头 提 到 的 问题 。 这 个 看 来 似乎 与 数学 无 关 的 现象 能 用 数学 
语言 给 以 准确 表述 ， 并 用 数学 工具 来 证 实 吗 ? 让 我 们 试 试看 : 

1. 模型 假设 

对 椅子 和 地 面 应 该 作 一 些 必要 的 假设 : 

(1) 椅子 四 条 腿 一 样 长 ， 椅 脚 与 地 面 接触 处 视 为 一 个 点 ， 四 脚 的 连 线 呈 
正方 形 。 

(2) 地 面 高 度 是 连续 变化 的 ， 沿 任何 方向 都 不 会 出 现 间 断 《〈 没 有 像 台 阶 
那样 的 情况 ) ， 即 地 面 可 视 为 数学 上 的 连续 曲面 。 

(3) 对 于 椅 脚 的 间距 和 椅 腿 的 长 度 而 言 ， 地 面 是 相对 平坦 的 ， 使 椅子 在 
任何 位 置 至 少 有 三 条 腿 同 时 着 地 。 

假设 (1) 显然 是 合理 的 。 假 设 (2) 相当 于 给 出 了 椅子 能 放 稳 的 条 件 ， 
因为 如 果 地 面 高 度 不 连续 ， 比 如 在 有 人 台阶 的 地 方 是 无 法 使 四 条 腿 同 时 着 地 的 。 
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至 于 假设 (3) 是 要 求 地 面 上 与 椅 脚 间距 和 椅 腿 长 度 的 尺寸 大 小 相当 的 范围 
内 ， 避 人 免 出 现 深 沟 或 凸 蜂 (即使 是 连续 变化 的 )， 致 使 三 条 腿 无 法 同时 
着 地 。 

2. 建立 模型 

首先 建立 坐标 系 ， 并 用 变量 表示 椅子 的 位 置 。 注 意 到 棒 脚 连 线 呈 正方 形 ， 
以 中 心 为 对 称 点 ， 正 方形 绕 中 心 的 旋转 正好 代表 了 椅子 位 置 的 改变 ， 于 是 可 
以 用 旋转 角度 这 一 变量 表示 椅子 的 位 置 。 在 图 6 一 2 中 椅 脚 连 线 为 正方 形 AB- 
CD， 对 角 线 AC 与 x 加重 合 ,椅子 绕 中 心 点 口 旋转 角度 9 后 ， 正 方形 ABCD 
转 至 A'B'C'D' 的 位 置 ， 所 以 对 角 线 AC 与 x 轴 的 夹 角 9 表示 了 椅子 的 位 置 。 


图 6 一 2 ”用 变量 6 表示 椅子 的 位 置 


如 果 用 某 个 变量 表示 森 脚 与 地 面 的 竖 直 距离 ， 那么 当 这 个 距离 为 零 时 就 
是 椅 脚 着 地 了 。 椅 子 在 不 同位 置 时 椅 脚 与 地 面 的 距离 不 同 ， 所 以 这 个 距离 是 
椅子 位 置 变 量 9 的 函数 。 昌 然 椅 子 有 四 条 腿 ， 因 而 有 四 个 距离 ， 但 是 由 于 正 
方形 的 中 心 对 称 性 ， 只 需 设 两 个 距离 晒 数 。 记 A、C 两 腿 与 地 面 距离 之 和 为 
了 (9)，B、D 两 腿 与 地 面 距离 之 和 为 g (09),， 且 f(0) 之 0>，g (9) 之 0。 由 假设 
(2)，f 和 g 都 是 9 的 连续 函数 。 由 假设 “3)， 椅 子 在 任何 位 置 至 少 有 三 条 腿 
着 地 ， 所 以 对 于 任意 的 9，f(0) 和 g(9) 中 至 少 有 一 个 为 零 。 当 09 二 0 时 不 妨 
设 g(0) 二 0，f(9)>>0。 这 样 ， 改 变 椅 子 的 位 置 使 四 条 腿 同 时 着 地 ， 就 归结 为 
证 明 数 学 命题 : 已 知 /1(9) 和 g (90) 是 8 的 连续 水 数 ， 对 任意 的 9,，f (0) 
g(0)= 二 0， 且 g(0) 一 0，F0)>0， 则 存在 4 ， 使 FGp 7) 一 g(0) 一 0。 

可 以 看 到 ， 引 入 了 变量 9 和 函数 1(9)、g(9)， 就 可 以 把 模型 的 假设 条 件 
和 椅 靶 同时 着 地 的 结论 用 简单 、 精 确 的 数学 语言 表述 出 来 ， 从 而 构成 了 这 个 
实际 问题 的 数学 模型 。 


和 


3. 模型 求解 
将 椅子 旋转 > ， 对 角 线 AC 与 BD 互 换 。 由 &g(0) 一 0，j(0)>>0 可 知 8 


(到 )>0， f( 素 )= =0. 令 有 hh(0)= 二 f(9) 一 g(0)， 则 及 (0) >>0 和 有 (至 j<0。 由 
和 8 的 连续 性 知 疡 也 是 连续 晒 数 。 根 据 连 续 鸭 数 的 基本 性 质 ， 几 存在 名 
(< 使 h(@,) 二 0， 因 此 也 有 Fl) 一 g(%)。 最 后 ， 因 为 Ab ) 


g(t%) 一 0， 所 以 f(00) 一 g(t) 二 0。 

4. 问题 结论 

在 “不 太平 坦 ” 的 地 面 上 ， 只 需 适 当地 转动 椅子 ， 就 能 将 它 放 稳 。 

这 个 实际 问题 非常 直观 和 简单 ， 建 立 该 模型 的 巧妙 之 处 在 于 用 一 元 变量 6 
表示 椅子 的 位 置 ， 用 6 的 两 个 函数 (9) 和 g(9) 表示 椅子 四 脚 与 地 面 的 距离 。 


二 、 物 价 指数 预测 


物价 指数 是 反映 不 同时 期 商品 的 价格 水 平 、 变 动 趋 荔 和 变动 程度 的 相对 
数值 。 例 如 月 物价 指数 就 可 以 理解 为 该 月 购买 同等 商品 的 相对 花费 数 。 
表 6 一 1 中 给 出 了 某国 家 从 2005 年 1 月 到 2007 年 4 月 间 每 月 的 物价 指数 。 


表 6 一 1 
102.6 
124.3 129.1 134. 5 ]37.1 


153. 5 一 一 一 一 
109.7 109.8 111.0 113. 2 115. 2 116.9 
138.5 139. 3 140.5 144. 2 


试 根 据 这 些 数据 的 变化 态势 预测 2007 年 5、6、7 三 个 月 的 物价 指数 。 

这 里 要 求 组 建物 价 指数 的 动态 数学 模型 。 影 响 物 价 指数 变动 的 因素 非常 
多 ， 它 的 动态 机 理 也 相当 复杂 ， 用 机 理 描 述 该 模型 是 困难 的 。 表 6 一 1 给 出 了 
物价 指数 的 大 量 信息 ， 我 们 的 工作 是 如 何 从 中 提取 有 用 信息 来 组 建 它 的 数学 
模型 ， 以 便 预报 物价 的 变化 趋势 。 首 先 把 这 些 数据 在 坐标 系 中 标 出 ， 从 而 可 
以 得 到 它 的 直观 印象 。 根 据 这 个 图 形 ， 我 们 采用 线性 回归 的 基本 方法 一 一 最 


LN NL 


>>> 数学 的 思维 与 智慧 ............. .ss 


种 不 同 的 方案 来 组 建 


re 
sr 
ET 


小 二 乘法 来 解决 本 问题 ， 但 是 由 观点 的 不 同 ， 可 以 用 


二 HH 
TI 
IN 
NT 
TH HH- 3 


9 101 


-| THAT 
NT 
NIII 


2006 年 


上 LT 
TT 


于 
PTT 


本 国 
一 面 
一面 
| 
年生 
| 
| 
本 三 
国 国 
| 
重围 
儿 如 
二 是 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
二 LU 


2005 年 


吕 站 从 中 和 和 二 NR NRS Cm me md pt pe 已 过 过 


一 一 一 一 


物价 指数 变化 图 


方案 1: 从 物价 指数 变化 图 上 〈 见 图 6 一 3) 我 们 可 以 看 到 ， 它 基本 上 是 
呈 直 线 向 上 增长 的 ， 因 此 可 以 设想 物价 指数 可 能 是 随 着 时 间 直 线 增加 的 。 根 


图 6 一 3 
据 这 个 假设 ， 物 价 指 数 可 以 用 如 下 线性 模型 来 描述 : 


ee > 名 Hog th ona hse en /PI 


yy 一 C& 十 pr。 
利用 已 知 的 28 组 数据 可 以 求 得 模型 中 参数 估计 值 a 之 95. 37，b6=*2. 097 7， 利 


用 该 模型 可 以 预测 2007 年 5、6、7 三 个 月 的 物价 指数 分 别 为 156. 2，156. 3， 


160, 4。 


分 析 物 价 指数 变化 图 像 可 以 知道 ， 从 2006 年 9 月 


方案 2， 从 生活 常识 中 我 们 可 以 知道 ， 若 干 年 前 早期 物价 指数 的 高 低 对 当 
以 后 更 加 近似 于 一 条 直线 。 根 据 这 一 假定 ， 利 用 最 后 8 组 数据 来 估计 方案 1 


前 的 物价 指数 的 影 啊 其 小 。 


和 凑 必 和 丰 时 二 六 雪 站 六 上 生生 


中 的 参数 ， 得 到 参数 a 和 103. 066 7，b 过 1. 788 1， 利 用 该 模型 可 以 预测 2007 
年 5、6、7 三 个 月 的 物价 指数 分 别 为 154. 9、156. 7、156. 5。 

方案 3: 根据 商品 消费 的 规律 ， 人 们 各 月 的 消费 情况 基本 上 是 循环 往复 
的 ， 因 此 物价 指数 在 各 年 相同 月 份 变化 规律 呈现 相似 之 处 。 仔 细 分 析 这 三 年 
1 一 4 月 的 物价 波动 情况 发 现 ，2005 年 1] 一 4 月 与 2007 年 1 一 4 月 物价 指数 变 
化 很 类 似 ， 从 而 我 们 可 以 利用 2005 年 4 一 7 月 的 变化 趋势 预测 2007 年 4 一 ?7 月 
的 变化 趋势 。 根 据 这 一 假定 ， 预 测 2007 年 5、6、7 三 个 月 的 物价 指数 分 别 为 
154.7、155.9、157. 1 。 

这 是 一 个 利用 数学 模型 进行 预测 的 成 功 例子 。 该 问题 实际 物价 指数 为 
155.2、156. 0、156. 3。 不 难看 出 方案 3 更 接近 于 实际 ， 因 为 该 方案 更 加 充分 
地 反映 了 客观 对 象 的 实际 意义 。 这 类 问题 更 一 般 的 研究 涉及 可 信 度 检验 ， 在 
回归 分 析 中 有 详细 讨论 。 


三 、 哥 尼斯 煲 七 桥 问 题 


在 波罗的海 南岸 ， 有 一 个 古老 的 奇 尼斯 堡 城 ( 现 在 叫 加 里 宁 格 勒 ;， 由 7 
座 桥 连接 的 普 瑞 格 尔 河 的 两 岸 及 河中 的 两 个 美丽 的 小 岛 ， 组 成 了 这 座 秀色 愉 
人 的 城市 ， 古 往 今 来， 吸引 了 无 数 的 游人 驻足 于 此 。 如 图 6 一 4 中 所 示 ，A、 
DD 表示 岛 区 ，B 表示 河 的 南岸 ，C 表示 北岸 ，a, 6b,，c,，d，e，f，g 分 别 表示 
7 座 桥 。 

18 世纪 ， 哥 尼斯 堡 属 于 东 普 鲁 士 。 当 时 哥 尼 斯 堡 市 民 生活 富足 安宁 ， 城 
中 的 居民 经 常 沿 河 过 桥 散步 。 于 是 他 们 提出 了 一 个 问题 : 能 否 一 次 走 记 7 座 
桥 ， 而 每 座 桥 只 许 通 过 一 次 ， 最 后 仍 回 到 起 始 地 点 ? 这 就 是 著名 的 哥 尼 斯 堡 
七 桥 问题 。 


6 一 4 哥 尼 斯 堡 七 桥 
这 个 问题 看 起 来 似乎 不 难 ， 但 人 们 始终 设 能 找到 答案 ， 最 后 问题 被 提 到 了 


: 
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大 数学 家 欧 拉 那 里 。 欧 拉 以 深 窒 的 洞察 力 很 快 证 明了 这 样 的 走 法 不 存在 。 欧 拉 
解决 七 桥 问 题 采 用 了 特殊 的 “几何 ”( 后 来 人 们 称 之 为 图 ) 模型 : 既然 岛 与 陆地 
无 非 是 桥梁 连接 的 ， 那么 就 不 妨 把 4 处 地 点 抽象 成 4 个 点 A、B、C、D， 并 把 7 
座 桥 抽象 成 7 条 边 a, 58，c，d，e，f，g。 这 样 欧 拉 得 到 了 七 桥 的 模拟 图 ， 如 图 
6 一 5 所 示 ， 并 将 问题 抽象 为 一 个 数学 问题 : 求 经 过 图 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 
回路 《后 来 人 们 称 之 为 欧 拉 回路 )。 此 模拟 图 就 是 七 桥 问 题 的 数学 模型 。 


图 6 一 5 七 桥 模 拟 图 


容易 看 到 ，“ 七 桥 问 题 ” 实 际 上 转化 成 了 “一 笔画 问题 ">。 所 谓 图 的 一 笔 
画 ， 指 的 就 是 ， 从 图 的 一 点 出 发 ， 笔 不 离 纸 ， 人 遍历 每 条 边 恰好 一 次 ， 即 每 条 
边 都 只 画 一 次 ， 不 准 重 复 。 

为 求 得 此 类 问题 的 解 ， 欧 拉 考 察 一 笔画 的 结构 特征 : 每 个 图 都 有 起 点 和 
终点 。 除 起 点 与 终点 外 ， 一 笔画 中 关联 过 渡 点 的 边 总 是 一 进 一 出 的 ， 帮 点 的 
度数 为 偶数 〈 简 称 这 样 的 点 为 偶 点 ， 类 似 地 ， 度 数 为 奇数 的 点 简称 为 奇 点 )。 
显然 ， 首 先 图 必须 是 连通 的 ， 一 笔画 问题 才 可 能 实现 。 并 且 ， 对 一 般 的 一 笔 
画 问 题 能 否 实 现 的 问题 也 很 容易 得 到 了 解决 。 欧 拉 在 1736 年 交 给 彼得 堡 科学 
院 的 论文 《 哥 尼 斯 堡 7 座 桥 》 中 ， 给 出 了 对 于 任意 多 的 城区 和 任意 多 座 桥 的 
类 似 问 题 是 否 存 在 欧 拉 回路 的 判定 规则 ， 

(1) 如 果 连 接 奇 数 个 桥 的 陆地 仅 有 一 个 或 超过 两 个 ， 则 不 存在 欧 拉 回路 ; 

(2) 如 果 连 接 奇数 个 桥 的 陆地 仅 有 两 个 ， 则 可 以 从 这 两 个 地 方 之 一 出 发 ， 
找到 欧 拉 回路 ; 

(3) 如 果 每 个 陆地 都 连接 有 偶数 个 桥 ， 则 无 论 从 哪里 出 发 ， 部 能 找到 欧 
拉 回 路 。 

由 模拟 图 及 由 上 述 分 析 可 知 ， 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 无 解 。 困 扰 居 民 们 许久 
的 问题 彻底 解决 了 。 欧 拉 通 过 图 模型 成 功 地 解决 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 这 一 难题 ， 
并 为 拓扑 学 以 及 现代 图 论 的 发 展 奠 定 了 基础 。 今 天 ， 图 论 已 广泛 应 用 于 计算 


[和 


机 学 科 、 运 筹 学 、 控 制 论 、 信 息 论 等 学 科 中 ， 成 为 对 现实 世界 进行 抽象 的 一 
个 强 有 力 的 数学 工具 。 


四 、 雨 中 行走 问题 


在 用 数学 模型 解决 实际 问题 时 ， 有 一 个 和 我 们 原先 所 熟悉 的 “做 应 用 题 ” 
很 大 的 不 同 之 处 ， 就 是 要 让 得 到 的 数学 上 的 结果 回 到 原 实 际 问 题 ， 用 实际 的 
现象 和 数据 与 之 比较 ， 检 验 模 型 的 合理 性 和 适用 性 。 如 果 检 验 结 果 与 实际 不 
符合 或 者 部 分 不 符合 ， 那 么 问题 通常 出 现在 假设 上 ， 这 时 应 当 修 改 或 补充 假 
设 ， 重 新 建 模 。 有 的 模型 要 经 过 多 次 反复 ， 不 断 完 善 ， 直 到 检验 结果 获得 某 
种 程度 上 的 满意 。 请 看 下 面 建 模 实例 。 

一 个 雨天 ， 你 有 件 急 事 需 要 从 家 中 到 学 校 去 ， 学 校 离 家 不 远 ， 仅 一 公里 。 
况且 事情 紧急 ， 你 不 准备 花 时 间 去 翻 找 雨具 ， 决 定 碰 -- 下 运气 ， 顶 着 雨 去 学 
校 。 假 设 刚 刚 出 发 十 就 大 了 ， 但 你 也 不 打算 再 回去 了 。 一 路 上 ， 你 将 被 大 两 
淋 湿 。 一 个 似乎 是 很 简单 的 事实 是 ;你 应 该 在 雨中 尽 可 能 地 快走 ， 以 减少 淋 
十 的 时 间 。 但 分 析 的 结果 却 告 诉 我 们 ， 在 全 部 距离 上 尽力 地 快 跑 并 不 一 定 是 
最 好 的 策略 。 

对 于 这 个 实际 问题 ， 它 的 背景 是 简单 的 ， 人 人 篆 知 无 需 进 一 步 论 述 。 我 
们 的 问题 是 要 在 给 定 的 降雨 条 件 下 设计 一 个 雨中 行走 的 策略 ， 使 得 你 被 丽水 
淋 湿 的 程度 最 低 。 

模型 一 “分 析 参 与 这 一 问题 的 因素 ， 主 要 有 : 

(1) 降雨 的 大 小 ; 

《2) 风 【 降 十 〉 的 方向 ; 

(3) 路 程 的 远近 和 你 跑 的 快慢 。 

为 尽 可 能 简化 问题 的 研究 ， 我 们 假设 : 

《1》 降雨 的 速度 〈 即 雨滴 下 落 速 度 ) 和 降水 强度 保持 不 变 ; 

(2) 你 以 恒定 的 速度 跑 完 全 程 ; 

(3) 风速 始终 保持 不 变 ; 

(4) 把 人 体 看 成 一 个 长 方 体 ; 

(5) 不 考虑 降雨 的 角度 的 影响 ， 也 就 是 说 在 你 行走 的 过 程 中 身体 的 前 后 
左右 和 上 方 都 将 淋 到 雨水 。 

在 这 些 假设 之 下 ， 我 们 可 以 给 出 模型 涉及 的 参数 和 变量 : 

(1〉 丽 中 行走 的 距离 D〈 米 ); 

(2) 雨中 行走 的 时 间 t( 秒 ); 


了 
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《3) 雨中 行走 的 速度 wv〈 米 / 秒 ); 

(4) 你 的 喘 高 h〈 米 )， 宽 度 w〈 米 ) 和 厚度 d ( 米 ); 

(5) 你 身上 被 淋 的 雨水 的 总 量 C ( 升 ); 

(6) 关于 降雨 的 大 小 ， 可 以 用 降水 强度 (单位 时 间 平 面 上 降水 的 厚度 ) 了 
(厘米 /时 ) 来 描述 。 

可 以 假定 D、h、w、4d 以 及 利用 上 述 数据 计算 得 到 的 身体 的 表面 积 S= 
2wh 十 2dh 十 wd 《〈 米 -) 都 是 不 变 的 ， 也 可 以 直接 认为 是 常数 。 而 雨中 行走 的 
速度 为 v， 从 而 在 雨中 行走 的 时 间 是 :=D/v( 秘 ) 是 可 以 控制 的 ， 是 问题 中 
的 变量 ; 降水 强度 的 大 小 1 在 问题 中 是 可 以 分 析 的 ， 是 问题 的 和 参数。 

将 所 涉及 的 各 量 的 单位 一 致 化 ， 可 得 到 在 整个 雨中 行走 期 间 身 体 被 淋 的 
十 水 的 总 量 是 


I 


C=i( 3606 00)SX0. 01( 立 方 米 ) 一 (二 )x (56865)Sx10( 升 )。 


模型 中 的 常数 可 以 通过 观测 和 日 常 的 调查 资料 得 到 。 比 如 ， 在 我 们 的 问 
题 中 假设 : DD 二 1 000 米 ,， hh 二 1.50 米 ，w= 二 0.50 米 ，C& 一 0. 20 米 。 由 此 可 以 
得 到 : S$ 二 2. 2《 米 *)。 我 们 假设 降雨 的 强度 是 1 一 2 厘米 /小 时 。 在 雨中 行走 的 
速度 ”将 是 模型 中 的 变量 。 模 型 表明 ， 被 淋 在 身上 的 雨水 的 总 量 与 你 在 雨中 
行走 的 速度 成 反比 。 如 果 你 在 雨中 以 可 能 最 快 的 速度 v 一 6 米 / 秒 向 前 跑 ， 你 
在 雨中 将 行走 ts167 〈 秒 ) = 二 2 分 47 秒 。 由 此 可 以 得 到 ， 你 的 身上 被 淋 的 雨 
水 的 总 量 有 


C 一 167X (ss ) X2.2X10( 升 )~2. 041( 升 )。 
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仔细 想 想 ， 这 是 一 个 荒唐 的 结果 。 你 在 雨中 只 跑 了 2 分 47 秒 的 时 间 ， 身 
上 却 被 淋 了 2 升 的 雨水 ， 这 是 不 可 思议 的 。 因 此 这 表明 ， 我 们 得 到 的 这 个 模 
型 用 以 描述 雨中 行走 的 人 被 雨水 淋 湿 的 状况 是 不 符合 实际 情况 的 。 

按照 建 模 的 程序 ， 需 要 回 到 对 问题 所 作 的 假设 ， 推 殴 这 些 假设 是 否 恰 当 。 
我 们 发 现 不 考虑 降雨 的 角度 的 影响 这 个 假设 把 问题 简化 得 过 于 简单 了 。 于 是 
我 们 建立 了 下 面 的 模型 二 。 

考虑 到 降雨 角度 的 影响 ， 这 时 降雨 强度 已 经 不 能 完全 描述 降雨 的 情况 了 。 
我 们 给 出 降雨 的 速度 ， 即 雨滴 下 落 的 速度 rx〈 米 / 秒 )， 以 及 降雨 的 角度 9 十 
滴 下 落 的 反方 向 与 你 前 进 的 方向 之 间 的 夹 角 )。 显 然 ， 前 面 提 到 的 降雨 强度 将 
受降 雨 速度 的 影响 ， 但 它 并 不 完全 取决 于 降雨 的 速度 。 它 还 取决 于 雨滴 下 落 
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的 密度 。 我 们 用 p 来 度量 雨滴 的 密度 ， 称 为 降雨 强度 系数 ， 它 表示 在 一 定 的 
时 刻 在 单位 体积 的 空间 内 由 雨滴 所 占据 的 空间 的 比例 数 。 于 是 有 了 二 pr。 显 
然 ， Pp 夺 1， 当 p 二 1 时 意味 着 大 雨 倾盆 ， 有 如 河流 同 下 倾泻 一 般 。 

在 上 述 情形 下 佑 计 你 被 雨水 淋 湿 的 程度 ， 关 键 是 考虑 到 你 在 雨中 的 行走 
方向 之 后 雨滴 相对 的 下 落 方向 〈 见 图 6 一 6) 。 因 为 雨水 是 迎 画 而 来 ， 落 到 身上 
的 ， 由 经 验 可 以 知道 ， 这 时 被 淋 湿 的 部 位 将 仅仅 是 你 的 顶部 和 前 方 。 因 此 淋 
在 你 身上 的 雨水 将 分 为 两 部 分 来 计算 。 


图 6 一 6 ”雨中 行走 示意 图 
首先 考虑 你 的 顶部 被 淋 的 雨水 。 顶 部 的 面积 是 wd， 雨 滴 的 垂直 速度 的 分 


量 是 rsing。 不 难得 到 ， 在 时 间 :一 之 内 淋 在 你 的 顶部 的 雨水 量 是 : 


C= (二 judprsing。 


再 考虑 你 的 前 方 表面 淋 雨 的 情况 。 前 方 的 面积 是 rw， 两 速 的 分 量 是 
rcos9 十 v。 类 似 地 我 们 有 ， 你 的 前 方 表面 被 淋 到 的 雨水 的 量 是 ， 
D 


C, 一 (三 ja [ Prcos9 十 总) ] 。 


因此 你 在 整个 行程 中 被 麻 到 的 雨水 的 总 量 是 
CC 一 CI 十 CC =PweP [drsing 十 Arcosg 十 切 ] 。 
仍然 沿用 前 面 得 到 的 参数 值 ， 如 果 假 设 落 雨 的 速度 是 > 一 4 米 / 秒 ， 由 降 
雨 强度 1 二 2 厘米 /小 时 可 以 估算 出 它 的 强度 系数 p<*l1, 39X10 飞 。 把 这 些 参数 
值 代 人 上 式 可 以 得 到 
0-; 0. 8sing 十 6cosb 十 1. 5v 


UU 


C=6.95Xx1 


第 六 讲 不 一 样 的 数学 题 一 数学 模型 <<< 


p09 0 Gh pr? WY br 


———-—— 


SS < 
MY 


上 RF 
! 站 这 祖 数学 的 思维 智慧 
站 了 又 tt, 
br- 六 可 证 


在 这 个 模型 里 有 关 的 变量 是 v 和 0686， 因为 9 是 落 雨 的 方向 ， 在 模型 研究 过 
程 中 它 的 数值 是 可 以 改变 的 ; 而 v 是 我 们 要 选择 的 南 中 行走 的 速度 。 于 是 我 
们 的 问题 就 变 为 给 定 6， 如 何 选 择 v 使 得 C 最 小 。 

下 面 分 各 种 情况 对 模型 进行 讨论 。 

情形 1. 0 一 90"。 

在 这 个 情形 下 ， 因 为 雨滴 垂直 落下 。 由 上 述 模型 可 得 


C 一 6.95X10-4 上 5 一 0.8 
也 Le 


模型 表明 ，C 是 ”的 减 函 数 ， 只 有 当 速 度 取 可 能 大 的 时 候 C 达到 最 小 。 假 设 
你 以 “一 6 米 / 秘 的 速度 在 雨中 快 跑 ， 由 模型 可 以 得 出 


C211. 35X10 一 1.135( 升 ) 。 


情形 2 0 一 60 ”。 
这 时 ， 因 为 雨滴 将 迎面 向 你 身上 落下 。 由 上 述 模 荀 可 得 


C=6.95X107 (1.5+04Y3+3). 
Tl 


同样 ， 在 "一 6 米 / 秒 时 ， 可 得 
Cl14.7X10 一 1.47( 升 ) 。 


情形 3，90"<-0<180"。 
在 这 种 情形 下 ， 雨 滴 将 从 后 面向 你 身上 落下 。 令 6 二 90° 十 c， 则 0"<<a< 
90"， 从 而 


C=6. 95X10- (1. 5+ cose Ose ) 


对 于 充分 大 的 a， 这 个 表达 式 可 能 取 负 值 。 这 当然 是 不 合理 的 ， 因 为 雨水 
车 是 不 可 能 为 负 值 的 。 原 因 是 这 个 情况 超出 了 我 们 前 面 讨论 的 范围 。 因 此 必 
须 回 到 开始 的 分 析 过 程 对 这 个 情况 进行 详细 的 讨论 。 按 照 你 在 雨中 行走 的 速 
度 分 成 两 种 情况 。 

首先 考虑 v<<rsina 的 情形 ， 也 就 是 说 你 的 行走 速度 慢 于 雨滴 的 水 平 运动 
速度 。 这 时 丽 滴 将 淋 在 你 的 后 背 上 。 淋 在 后 背 上 的 雨水 的 量 是 pwDph 


rs pe 一 "。 于 是 淋 在 全 身 的 雨水 的 总 量 应 该 是 


0 
Ti 


二 


C= pwD drcosath(rsina—v) 


UU 


再 次 代入 数据， 得 到 


C=6. 95X 10- (人 os 一 csme 1. 5 ) 。 


它 也 是 速度 的 减 沙 数 。 当 你 以 速度 v= rsina 一 4sina 在 十 中 行走 时 ， 淋 雨量 的 
表达 式 可 以 化 简 为 


C=6.95 X10-:0 8cosa 
4sine 


它 表 明 你 仅仅 头顶 部 位 被 丽水 淋 湿 了 。 

如 果 雨 是 以 120 的 角度 落下 ， 也 就 是 说 雨滴 以 e=30" 角 从 后 面 落 在 你 的 
背 上 。 你 应 该 以 4sin30 三 2 〈 米 / 秒 ) 的 速度 在 雨中 行走 。 这 时 ， 你 身上 被 淋 
湿 的 雨水 的 总 量 是 


10. 8X0. 866 
2 


C=6.95X107 和 0, 24( 升 )。 


实际 上 ， 这 意味 着 你 刚好 跟着 雨滴 向 前 走 ， 所 以 身体 前 后 都 没有 淋 到 雨 。 如 
果 你 的 速度 低 于 2 米 / 秒 ， 则 由 于 雨水 落 在 后 背 上 ， 而 使 得 被 淋 的 雨量 增加 。 

在 vrsina 情形 下 ， 你 在 雨中 的 奔跑 速度 比较 快 ， 要 快 于 雨滴 的 水 平 运 
动 速度 2 米 / 秒 ， 这 时 你 将 不 断 地 雹 赶 雨滴 ， 雨 水 将 淋 你 的 胸 前 。 被 淋 的 雨量 


是 pwhD 一 “SJe， 于 是 全 身 被 淋 的 丽水 的 总 量 是 
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当 一 6 米 / 秘 且 一 30 时 ， 有 
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综合 上 面 的 分 析 ， 从 这 个 模型 我 们 得 到 的 结论 是 : 

(1) 如 果 雨 是 垂直 的 或 者 是 迎春 你 前 进 的 方 回 网 你 落下 ， 这 时 的 策略 很 
简单 ， 应 该 以 最 大 的 速度 向 前 跑 ; 

《2) 如 果 雨 是 从 你 的 背后 落下 ， 这 时 你 应 该 控制 你 在 雨中 的 行走 速度 ， 
让 它 刚 好 等 于 落 雨 速度 的 水 平分 量 。 
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所 得 到 的 这 些 结果 似乎 是 合理 的 并 且 与 我 们 所 期 望 的 一 致 。 第 二 个 更 详 
细 的 模型 对 前 面 的 模型 的 改进 之 处 在 于 建 模 时 考虑 了 落 雨 的 方向 并 且 更 全 面 
地 考虑 了 各 种 可 能 发 生 的 情况 。 所 有 的 雨水 量 的 结果 都 比 第 一 个 模型 得 到 的 2 
升 要 小 ， 同 时 所 得 到 的 结果 的 数量 级 也 是 我 们 所 希望 的 。 真 正 使 用 实际 的 数 
值 结 果 来 验证 这 个 模型 可 能 有 一 些 困 难 ， 当 然 如 果 你 不 怕人 全身 麻 湿 的 话 ， 也 
可 以 尝试 在 雨中 行走 来 验证 我 们 的 模型 。 不 过 即使 如 此 ， 如 何在 雨中 控制 你 
的 行走 速度 也 并 非 易 事 。 

至 此 ， 我 们 简要 介绍 了 有 关 数 学 模型 的 最 基本 的 概念 和 知识 ， 也 在 一 
简单 的 建 模 实例 中 学 习 了 如 何 综合 运用 我 们 的 数学 知识 解决 实际 问题 。 人 人 
看 到 ， 数 学 建 模 除了 能 够 给 我 们 在 生产 、 生 活 等 活动 中 遇 到 的 实际 问题 提供 
行 之 有 效 的 解决 方案 之 外 ， 从 思维 及 其 训练 角度 来 看 ， 数 学 模型 的 建立 过 程 ， 
还 能 很 好 地 培养 我 们 的 数学 思想 以 及 运用 数学 知识 、 方 法 去 创造 性 地 解决 实 
际 问题 的 能 力 。 正 是 由 于 这 点 ， 数 学 建 模 的 学 习 和 训练 也 日 益 受 到 广大 教育 
工作 者 的 重视 。 我 们 选取 这 一 讲 内 容 的 着 眼 点 和 上 且 的 也 正在 此 。 


1、 思 考 与 讨论 数学 建 模 与 做 普通 数学 题 有 哪些 不 同 之 处 。 

2， 一 般 来 说 ， 数 学 模型 包括 哪些 基本 要 素 ? 数学 建 模 有 了 哪些 基本 步骤 ? 

3， 在 七 桥 问题 中 ， 如 果 人 允许 你 再 架 一 座 桥 ， 能 否 不 重复 地 一 次 走 遍 这 八 
座 桥 ? 这 座 桥 应 该 架 在 哪里 ? 请 你 试 一 试 ! 

4。 任 意 拿 出 黑白 两 种 颜色 的 棋子 共 8 个 ， 排 成 如 图 6 一 7 所 示 的 一 个 圆圈 。 
然后 在 两 颗 颜 色相 同 的 棋子 中 间 放 一 颗 黑 色 棋 子 ， 在 两 颗 颜 色 不 同 的 棋子 中 间 
放 一 颗 白 色 棋 子 ， 放 完 后 撤 掉 原 来 所 放 的 模子， 再 重复 以 上 的 过 程 。 这 样 放 下 
一 图 后 就 拿 走 前 次 的 一 圈 究 子 ， 问 这 样 重复 进行 下 去 各 棋子 的 颜色 会 怎样 变化 ? 


第 一 阅 第 二 图 第 三 图 
图 6 一 7 棋子 颜色 的 变化 


第 七 讲 ” 几 何 也 能 不 侦 燥 
新 奇 的 几何 世 穷 


当当 当当 和 当当 尝 过 党 学 涩 多 全 和 全 秆 和 


“宇宙 是 一 直 对 我 们 的 目光 开放 着 的 ， 但 是 我 们 如 果 不 首先 学 懂 它 的 语 
言 ， 并 学 会 解释 用 来 写成 它 的 那些 符号 ， 就 不 能 了 解 它 。 它 是 用 数学 语言 
写成 的 ， 它 的 符号 是 一 一 几何 图 形 ， 离 开 这 些 图 形 ， 人 类 不 可 能 了 解 这 语 
言 的 一 个 单词 ;没有 这 些 图 形 ， 人 们 就 是 在 黑暗 的 迷宫 里 游荡 。” 这 是 文艺 
复兴 时 期 意大利 物理 学 家 伽利略 对 几何 的 评价 。 提 起 几何 ， 大 多 数 人 想到 
的 可 能 是 高 中 时 我 们 学 习 的 点 、 面 、 线 、 三 角形 、 四 边 形 、 圆 、 立 体 、 面 
积 、 体 积 等 ， 还 有 那 一 大 堆 要 记 住 的 定理 ， 以 及 烦人 的 推理 。 其 实 几 何 也 
并 非 都 是 这 样 枯 燥 无 味 的 。 在 这 一 讲 里 ， 来 见识 一 些 令 我 们 意 想 不 到 的 奇 
妙 的 几何 现象 。 


$1 生命 的 曲线 一 一 蝶 线 


曲线 ， 以 其 活泼 变化 的 外 形 惹 人 言 爱 ， 耐 人 寻味。 而 螺 线 更 被 数学 家 们 
誉 为 “生命 之 线 ”。 具 有 曲率 半径 由 小 到 大 的 有 趣 渐 变 ， 反 复 盘 绕 是 最 有 韵律 
的 形式 之 一 。 在 欧洲 巴洛克 建筑 风格 时 期 ， 螺 线 备 受 青睐 。 事 实 上 ， 它 的 闭 
饰 风格 的 巨大 活力 也 为 那些 艺术 增添 了 无 限 的 光彩 。 


一 、 数 学 家 的 莹 和 碑 


数学 创作 是 美妙 的 杰作 ， 如 同 画家 的 颜色 和 诗人 的 词汇 一 样 ， 应 当 具 有 
内 在 的 和 谐 一 致 。 对 于 数学 成 果 来 说 ， 美 是 它 的 试金石 ， 世 界 上 不 存在 畸形 、 
丑陋 的 数学 。 因 此 ， 数 学 家 们 十 分 珍惜 自己 的 劳动 成 果 ， 尤 其 是 他 们 一 生 中 
的 得 意 之 作 。 数 学 家 们 生前 曾 为 数学 而 献身 ， 在 他 们 死 后 的 墓碑 上 ， 仍 系 春 
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与 数学 的 不 解 之 缘 。 阿 基 米 德 墓碑 上 刻 着 “ 球 内 切 与 圆柱 ”的 图 形 ， 以 纪念 
他 发 现 “ 球 的 体积 和 表面 积 均 为 其 外 切 圆 柱 的 体积 和 表面 积 的 三 分 之 二 ”的 
著名 定理 。 高 斯 在 完成 了 正 十 七 边 形 的 作 图 后 ， 坚 定 了 终生 从 事 数 学 研究 的 
决心 ， 并 提出 “我 死 后 ， 请 后 人 在 我 墓地 建立 一 座 正 十 七 边 形 的 墓碑 ”。 后 
来 ， 在 高 斯 的 故乡 一 一 布 伦 什 维 克 留 下 了 一 座 正 十 七 边 形 的 纪念 碑 。16 世纪 
德国 数学 家 和 鲁 道夫 花 了 毕生 精力 ， 将 圆周 率 算 到 小 数 点 后 23 位 ， 后 人 称 为 
“ 鲁 道夫 数 ”， 并 将 这 个 数 刻 在 了 重 道夫 的 墓碑 上 以 示 铭 记 。 数 学 家 雅 各 布 。 
伯 努 利 出 生 于 瑞士 巴塞 尔 的 数学 世家 ， 其 祖 孙 四 代 中 出 现 了 几 十 位 著名 数学 
家 。 伯 努 利 深入 研究 了 对 数 螺 线 ， 发 现 其 很 多 美妙 的 性 质 ， 如 它 的 渐 伸 线 和 
浙 届 线 都 是 对 数 螺 线 ， 从 极点 到 切线 的 垂 足 轨迹 也 是 对 数 螺 线 ， 以 极点 为 光 
源 经 对 数 螺 线 反射 后 得 到 直线 族 的 包 络 线 〈 即 与 这 些 直 线 都 相 切 的 曲线 〉 仍 
是 对 数 螺 线 …… 他 生前 在 数学 上 有 许多 杰出 的 工作 ， 可 他 对 对 数 螺 线 情 有 独 
钟 ， 以 至 于 他 死 后 ， 幕 碑 上 就 刻 着 一 条 对 数 螺 线 。 同 时 ， 碑 文 上 还 写 着 “ 虽 
然 改 变 了 ， 我 还 是 和 原来 一 样 (或 译 为 ， 我 将 按 着 原来 的 样子 变化 后 复活 )”! 
这 是 一 名 刻画 对 数 螺 线性 质 和 他 对 螺 线 无 限 热爱 的 双关 语 ， 这 也 成 为 数学 史 
上 的 一 段 佳 话 。 


二 、 螺 线 


坚 线 ， 有 了 时 也 称 为 螺旋 线 ， 顾 名 思 义 是 一 种 貌似 螺 元 的 曲线 。 这 个 名 词 
来 源 于 希 脂 文 ， 它 的 原意 是 “ 旋 卷 ”或 “ 缠 着 ”"。 例 如 ,平面 螺旋 便 是 以 一 个 
固定 点 开始 向 外 逐 圈 旋 绕 而 形成 的 曲线 。 z 

螺 线 是 一 种 迷人 的 曲线 ， 它 的 性 质 可 以 从 与 圆 的 比较 中 感受 一 二 。 圆 是 
一 条 封闭 的 曲线 ， 它 的 周 长 是 有 限 的 ， 其 上 每 一 点 到 圆心 都 等 距离 ， 每 一 点 
的 切线 都 与 该 点 与 圆心 的 连 线 相 互 垂直 。 而 螺 线 是 一 条 开放 的 曲线 ， 它 可 以 
不 断 地 绕 下 去 ， 其 长 是 无 限 的 ， 其 上 的 点 到 它 的 始 扣 的 距离 是 两 两 不 同 的 ， 
每 一 点 处 的 切线 与 这 一 点 和 始点 的 连 线 不 垂直 ， 而 是 形成 一 个 钝 角 ， 不 同 点 
处 所 形成 的 角 也 未 必 相 等 。 如 果 这 些 角 都 相等 ， 则 称 这 样 的 螺 线 为 等 角 螺 线 
或 对 数 螺 线 。 螺 线 还 有 一 些 有 趣 的 性 质 : 无 论 把 螺 线 放大 或 缩小 多 少 倍 ， 其 
形状 均 不 改变 “〈 正 像 把 一 个 角 放 大 或 缩小 多 少 倍 ， 角 的 度数 不 会 改变 一 样 )。 
这 大 概 就 是 伯 努 利 墓 碑 上 那 句 耐人寻味 的 话语 的 含义 吧 。 我 们 还 可 以 作 一 个 
有 趣 的 试验 : 把 一 张 画 有 螺 线 的 纸 ， 绕 螺 线 始点 旋转 ， 随 着 旋转 方向 的 不 同 
( 顺 时 和 针 或 逆 时 针 )， 可 以 看 到 螺 线 似乎 在 长 大 或 缩小 。 

2 000 多 年 以 前 ， 古 希腊 数学 家 阿 基 米 德 就 在 他 的 《 论 螺 线 》 一 书 中 对 螺 线 
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进行 了 深入 的 研究 ， 得 到 了 阿 基 米 德 螺 线 ， 并 且 用 它 解决 了 三 大 几何 作 图 难题 
中 的 三 等 分 角 和 化 圆 为 方 问题 。 阿 基 米 德 螺 线 在 极 坐 标 系 下 的 解析 式 为 ， o 一 20。 


_4 -4 
图 7 一 1 阿 基 米 德 螺 线 图 7 一 2 ”对 数 螺 线 


著名 数学 家 笛 卡 儿 (R. Descartes，1596 一 1650) 于 1683 年 首先 描述 了 对 
数 螺 线 ， 并 且 列 出 了 在 极 坐 标 系 下 螺 线 的 解析 式 : po 二 e”。 


三 、 螺 线 与 生命 现象 


英国 科学 家 柯 殉 在 俩 究 了 螺 线 与 某 些 生命 现象 的 关系 后 ， 曾 感慨 地 说 : 
“ 螺 线 一 一 生命 的 曲线 。” 这 名 话 的 道理 在 哪里 ” 我 们 来 看 看 下 面 这 些 生 物 。 
蜗牛 或 一 些 螺 类 的 小 动物 对 我 们 来 说 并 不 陌生 ， 它 们 外 充 的 形状 就 是 螺 线 状 
的 ; 草原 上 绢 羊 的 弯曲 的 角 ， 也 是 呈 螺 旋 状 生长 的 ， 有 兴趣 的 话 ， 可 以 观察 
一 下 墙角 上 赂 蛛 的 网 ， 你 会 发 现 这 些 网 也 是 呈 螺 线 结构 的 ; 菠萝 的 鳞片 、 问 
日 葵花 盘 上 的 种 子 ， 也 是 按照 螺 线 的 方式 排列 的 ， 从 松 塔 的 顶端 往 下 看 ， 一 
条 条 弯曲 的 线条 ， 非 常 近似 于 对 数 螺 线 ; 绕 在 直立 枝 寺 上 有 疏 附 的 莫 生 植物 
(如 牵 牛 花 、 菜 豆 类 、 蔷 类 等 )， 它 们 的 叶 在 荃 上 排列 ， 也 呈 螺 线 状 〈 据 研究 
这 种 排列 方式 对 植物 的 采光 和 通风 来 讲 是 最 佳 的 ); 还 有 ， 人 与 动物 的 内 耳 耳 
轮 ， 也 有 着 螺 线 形状 的 结构 〈 这 从 听觉 系统 传输 角度 来 讲 是 最 优 的 形状 ); 生 
物 学 家 还 发 现 ， 生命 基础 的 蛋 日 质 分 子 链 的 排列 ， 也 是 螺 线 形 …… 试 想 ， 从 
这 些 生命 现象 中 总 绪 一 句 “ 螺 线 是 生命 的 曲线 ”， 至 少 也 不 算 过 分 吧 ! 

生活 中 有 一 些 特殊 的 运动 所 产生 的 轨迹 也 是 螺 线 。 一 只 蚂蚁 以 不 变 的 速 
率 ， 在 一 个 均匀 旋转 的 唱片 中 心 沿 半径 向 外 肘 行 ， 结 果 蚂 蚁 本 喘 台 描 给 出 一 
条 螺 线 ， 可 爱 的 松鼠 绕 着 树干 朝 上 爬 是 很 有 趣 的 ， 其 实 松鼠 所 走 的 路 线 也 是 
螺 线 ; 蝙蝠 从 高 处 往 下 飞 ， 也 是 按 空间 螺 线 一 一 锥 形 螺 线 的 路 径 飞 行 的 ; 星 
体 的 运行 轨迹 有 的 也 是 螺 线 。 日 本 国家 天 文 台 的 中 井 直 政 博士 在 对 银河 系 中 
部 的 气体 密度 进行 了 为 期 3 年 的 观察 研究 后 认为 ， 银 河 系 是 呈 螺 旋 状 的 ， 即 
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星体 以 圆心 呈 螺 旋 状 网 外 扩 。 

螺 线 现 已 被 广泛 应 用 于 各 个 方面 ， 如 机 械 上 的 螺杆 、 螺 帽 、 螺 钉 和 日 常 
用 品 的 螺丝 扣 等 。 枪 膀 中 的 膛线 也 是 螺 线 ， 被 称 为 “世界 七 大 奇观 ”之 一 的 
意大利 比萨 斜 塔 的 楼 梯 ， 也 是 一 个 有 294 个 台阶 的 螺 线 。 美 国 加 州 设 计 师 还 
借鉴 了 车 前 草 螺 旋 式 排列 叶子 的 采光 原理 ,设计 了 一 幢 13 层 的 螺旋 状 排列 的 
大 楼 ， 结 采 证 明 ， 这 样 的 构造 使 得 每 个 房间 都 能 得 到 充足 的 阳光 。 


$2 蜜蜂 比 数学 家 正确 


一 、 奇 妙 的 蜂 房 


党 蜂 是 大 家 所 熟悉 的 小 动物 ， 它 们 整 天 忙 忙 碌碌 ， 采 人 花 酿 蜜 ， 造 福 人 类 ， 
是 勤 旁 的 象征 。 为 了 由 藏 蜂蜜 和 养育 后 代 ， 一 群 蜜蜂 可 以 在 一 尽 夜 间 盖 起 成 
千 上 万 间 精 致 的 蜂 房 。 蜜 蜂 真 可 谓 是 卓越 的 建筑 师 ! 我 们 也 许 不 曾 留 意 过 蜂 
房 ， 它 令 人 惊奇 之 处 是 ， 每 一 间 蜂 房 ， 都 是 一 个 六 边 形 柱 状 体 ， 它 的 一 端 有 
一 个 平整 的 六 边 形 开 只 ， 另 一 端 则 是 闭合 的 六 边 形 棱锥 的 底 。 干 王 间 蜂 房 紧 
密 地 排列 在 一 起 ， 每 一 间 蜂 房 的 墙壁 ， 同 时 又 是 男 外 六 间 蜂 房 的 墙壁 ， 密 密 
层 层 ， 紧 紧 连 成 一 片 ， 而 在 这 一 片 蜂 房 的 底面 上 ， 又 筑 起 了 为 一 片 蜂 房 ， 疝 
相反 一 面 开 口 。 这 样 。 两 片 蜂 房 用 着 一 个 公共 的 底 。 蜂 房 不 寻常 的 结构 ， 豚 
引 了 许多 人 的 注意 ， 历 史上 不 少 科学 家 曾 研 究 过 蜂 房 ， 其 奇特 的 结构 至 今 仍 
使 许多 人 感 兴趣 。 


二 、 蜂 房 构 造 的 研究 


有 关 蜂 房 构造 的 最 早 的 数学 文献 是 希腊 亚历山大 时 期 帕 普 斯 (Pappus， 
约 260 一 不 详 ) 所 作 的 《数学 汇编 》。 在 卷 5 中 研究 了 一 个 十 分 有 趣 的 问题 ， 
蜜蜂 的 智慧 。 对 于 蜂 房 的 构造 ， 有 一 段 很 精辟 的 描写 : “诚然 上 帝 以 至 善 尽 
美的 豁 智和 数学 思考 赋予 人 类 ,但 也 分 惠 于 视 似 轧 疙 的 动物 。……… 至 今 令 
人 下 为 观 止 的 是 蜜蜂 。…… 蜂 房 是 储藏 蜂蜜 的 仓库 ， 它 是 许 许多 多 相同 的 
六 棱柱 形 ， 一 个 挨 着 一 个 构成 的 ， 中 间 没 有 一 点 空 除 ， 这 种 优美 设计 的 最 
大 优点 就 是 避免 杂 物 的 摊 入 ， 和 弄 脏 了 这 些 纯 洁 的 产品 。 蜜 蜂 希 组 有 公称 规 
则 的 图 案 ， 也 就 是 需要 等 边 等 角 的 图 形 。 铺 满 整 个 平面 区 域 的 正 多 边 形 一 
共 只 有 三 种 ， 即 正三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 。 蜜 蜂 任 着 自己 本 能 的 智 莫 
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选择 了 和 角 最 多 的 正六 边 形 ， 因 为 使 用 同样 的 材料 ， 正 六 边 形 比 正三 角形 和 
正方 形 具 有 更 大 的 面积 ， 从 而 可 以 贮藏 更 多 的 蜂蜜 。 人 类 所 知 胜 于 蜜蜂 ， 
我 们 知道 在 周 长 相 等 的 正 多 边 形 中 ， 边 数 越 多 ， 面 积 越 大 ……” 蜂 房 的 奇 
妙 结构 ， 不 仅仅 是 表面 为 正六 边 形 。 通 过 进一步 观察 ， 科 学 家 们 发 更 ， 蜂 
梨 的 底 是 尖 的 。 它 是 由 三 个 大 小 完全 相同 (全 等 ) 的 葵 形 蜡 板 彼此 毗邻 相 
接 所 拼 成 (如 图 7 一 3 所 示 ) 。 


A 


图 7 一 3 蜂 房 结构 图 


蜂 房 为 什么 会 呈现 这 种 形状 ? 蜂 房 的 这 一 奇特 的 空间 构造 形式 引起 了 许 
多 科学 家 们 的 关注 。 法 国 自然 科学 家 马 拉 尔 带 (G. F. Maraldi，1665 一 1729) 
曾 对 蜂 房 进行 考察 ， 并 在 1712 年 著 文 《蜜蜂 的 观察 与 研究 》。 文 中 指出 : 蜂 
房 的 底 由 三 块 全 等 的 攻 形 板块 组 成 ， 每 个 菱形 的 锐角 都 等 于 70"32 ， 钝 角 则 
都 是 109" 28 。 不 久之 后 , 法国 物 理学 家 雷 奥 米 尔 〈deReamrmur，1683 一 
1757) 设想 蜂 房 之 所 以 采取 这 种 结构 并 非 偶 然 ， 是 出 于 节约 建材 〈 蜂 晓 ) 的 
需要 。 他 特地 提出 下 述 问 题 请 教 巴 黎 科 学 院 院 士 瑞 士 数 学 家 柯 尼 格 
(J. S. Koening，1712 一 1757) ， 怎样 选择 三 个 全 等 的 蔡 形 为 顶 盖 来 封闭 一 个 正 
六 楼 柱 ， 使 这 个 立体 含 相同 的 容积 ， 而 表面 积 最 小 ? 柯 尼 格 很 重视 这 个 问题 ， 
经 过 认真 思考 后 ， 在 法 国 科学 院 学 报 上 发 表 简 报 ， 报 道 了 他 的 结果 。 不 过 计 
算 的 结果 却 是 萎 形 的 两 角 大 小 为 109 "26 和 70 34 ， 与 马 拉 尔 落 测 量 的 角度 只 
有 两 分 之 差 。 一 个 是 实地 测量 出 来 的 ， 一 个 是 数学 家 计算 出 来 的 ， 两 者 相差 
两 分 ， 究 竟 谁 对 谁 错 一 时 成 了 不 解 之 迹 。 人 们 认为 蜜蜂 解决 这 样 复杂 的 极 值 
问题 时 只 有 两 分 的 误差 ， 是 完全 人 允许 的 。 柯 尼 格 甚至 说 蜜蜂 解决 了 超出 古典 
几何 范围 而 属于 牛顿 、 莱 布 尼 获 微 积分 的 问题 。 但 他 的 计算 始终 没有 发 表 ， 
只 是 在 法 国 《 科 学 院 论 文集 》(1739 年 ) 上 刊登 了 一 个 简介 ， 至 今 人 们 不 知道 
他 用 的 是 什么 方法 。 

事情 并 没有 完结 ， 麦 克 劳 林 (C. Maclaurin，1698- 一 1746)〉 是 18 世纪 黄 


= 
【em ] = -or 一 
CO 


ytgppoGg 0 p09 po yr 


0 GIO 0 GH PD Yo Se 


>>> 数学 的 思维 与 智 磋 0 


国 最 具有 影 啊 力 的 数学 家 之 一 。 他 在 数学 分 析 各 种 课题 中 屡 建 殊 勋 ， 对 蜂 房 
的 极 值 问题 也 做 出 过 系统 研究 。 他 于 1743 年 在 爱丁堡 研究 蜂 房 的 结构 ， 并 著 
文 《 论 存放 蜜 的 蜂 房 的 底 》 得 到 了 更 惊人 的 结果 。 他 用 初等 几何 方法 ， 算 出 
最 省 材料 的 萎 形 钝 角 是 109 28 ， 锐 角 是 70"32'， 和 马 拉 尔 带 测量 的 结果 不 差 
ed 前 面 两 分 的 误差 ， 并 不 是 蜜蜂 建造 蜂 房 不 准确 ， 而 是 柯 尼 格 算 错 了 。 

，“ 蜜 蜂 正确 而 数学 家 错误 ”的 说 法 便 不 盈 而 走 ， 使 蜂 房 问题 增加 了 传奇 
2 后 来 ， 人们 才 发 现 也 不 是 柯 尼 格 的 错 ， 原 来 是 他 所 使 用 的 对 数 表 有 一 
个 印刷 错误 〈 对 数 表 的 错误 也 是 偶然 被 发 现 的 格 
使 用 过 的 对 数 表 来 确定 经 纬度 而 导致 不 幸 沉 没 ) 。 


三 、 蜂 房 包 含 的 数学 问题 


从 上 面 的 论述 我 们 很 容易 看 出 来 ， 蜂 房 结 构 包 含 着 如 何 选择 蜂 集 的 底部 
图 形 ， 并 让 它们 以 怎样 的 角度 相 拼 接 ， 才 能 使 得 立体 的 体积 达到 最 大 的 数学 
问题 。 对 于 这 个 问题 ， 我 们 前 面 已 经 讲述 了 诸 学 者 的 研究 及 其 所 得 到 的 结论 。 
现在 我 们 再 来 看 看 蜂 房 结 构 所 包含 的 另外 两 个 数学 问题 。 

第 一 个 问题 是 如 果 用 正 n 边 形 铺 满 一 个 平面 ， 使 得 每 两 个 正 n 边 形 之 间 
都 没有 空 阶 ， 有 几 种 方式 ? 

这 个 问题 是 很 容易 解决 的 : 如果 用 正 n 边 形 铺 满 平面 而 无 空 阶 ， 由 于 正 ” 


边 形 的 每 个 内 角 为 所 一 纪 尖 180 ， 于 是 由 个 边 形 的 公共 顶点 处 拼 成 一 个 


圆 角 〈 即 360") 可 知 针 一 22 关 180 x 二 360"， 解 得 一半 5。 利 用 整数 的 知 


识 可 以 得 到 ， 这 样 的 正 wn 边 形 只 有 正三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 这 三 种 图 形 。 

第 二 个 问题 是 在 周 长 相 等 的 条 件 下 ， 正 三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 这 三 
种 图 形 ， 哪 种 图 形 的 面积 最 大 ? 

党 蜂 选 择 的 是 正六 边 形 ， 它 们 为 什么 会 选择 正六 边 形 ， 而 不 去 选择 正三 
角形 和 正方 形 呢 ? 下 面 我 们 从 纯 数学 的 角度 来 讨论 这 个 问题 。 

设 现 有 周 长 均 为 a 的 正三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 各 一 个 ， 我 们 分 别 来 计 


算 这 三 种 正 多 边 形 的 面积 。 周 长 为 4 的 正三 角形 ， 其 边 长 为 人 4， 高 为 sin60” 一 


如 4。， 从 而 得 到 它 的 面积 为 上 .4。 4 一 34-。 周 长 为 4 的 正方 形 ， 其 边 长 为 


6 
四。 长 的 正六 过 形 。 其 过 为， 因为 正大 


时 六 


形 可 以 看 作 由 6 个 正三 角形 组 成 ， 而 且 该 正三 角形 的 边 长 即 正 六 边 形 的 边 长 为 
4 ， 从 而 可 以 得 到 正六 边 形 的 面积 为 正三 角形 面积 的 6 倍 ， 即 信和。 比较 三 者 


面积 S32 、 入 和 3 ， 可 以 知道 周 长 相 等 的 情况 下 ， 三 种 图 形 中 正六 边 形 的 面 
积 最 大 。 由 此 可 知 ， 表 面积 和 高 一 定 的 情况 下 ， 正 六 棱柱 的 体积 也 是 最 大 的 ， 
由 此 我 们 也 就 明白 了 蜜蜂 用 正 楼 柱 构筑 蜂 房 时 ， 为 了 使 蜂 房 卫生 就 不 能 留 空隙 ， 
只 能 用 正三 棱柱、 正四 楼 柱 和 正六 棱柱， 而 为 了 在 材料 蜂蜡》 一定 的 情况 下 ， 
使 蜂 房 的 容积 最 大 ， 只 能 选用 正六 棱柱 。 小 小 的 蜜蜂 怎么 会 知道 这 么 深刻 的 首 
理 ， 这 真是 不 可 思议 ， 大 自然 就 是 这 么 奇妙 ! 


四 、 蜂 房 的 影响 


小 小 的 蜜蜂 在 人 类 有 史 以 前 所 解决 的 问题 ， 竟 要 18 世纪 的 数学 家 用 高 等 
数学 才能 解决 ,，“ 小 小 蜜蜂 ” “科学 院 院 士 "、“ 高 等 数学 ”、“ 对 数 表 印 错 了 ” 
这 些 关键 词 放 在 一 起 ， 是 多 么 的 有 趣 ! 这 诚 如 伟大 的 生物 学 家 达尔 文 所 说 ， 
. 蜂 房 的 精巧 构造 十 分 符合 需要 ， 如 果 一 个 人 看 到 蜂巢 而 没有 倍加 赞扬 ， 那 他 
一 定 是 糊涂 虫 。 一 直 以 来 ， 蜜 蜂 的 蜂 房 结构 的 精确 性 和 优美 性 吸引 了 数学 、 
物理 学 、 生 物 学 、 行 为 学 甚至 是 遗传 学 的 众多 学 者 的 关注 ， 蜜 蜂 在 节省 材料 
方面 能 使 最 优秀 的 建筑 师 也 却步 。 蜜 蜂 怎么 会 造 出 这 样 的 角度 来 ? 帕 普 斯 认 
为 ， 造 出 蜜蜂 六 角形 的 蜂 房 ， 是 出 于 一 种 “几何 的 深 谋 远虑 ”。 其 实 这 只 是 动 
物 的 本 能 。 长 期 以 来 ， 人 们 都 认为 是 蜜蜂 有 意识 地 建造 完美 的 六 角形 蜂 房 ， 
称 蜜蜂 是 “天 才 的 建筑 师 ”， 但 至 今 无 法 解释 蜜蜂 是 如 何 测 量 出 如 此 精确 的 角 
度 和 宽度 的 。 现 在 ， 人 类 模仿 蜂 房 的 构造 ， 在 建筑 、 航 空 、 航 天 等 许多 尖端 
科学 领域 都 有 应 用 。 这 也 是 仿生 学 的 一 个 新 课题 。 人 们 从 蜂 梨 工艺 的 启示 中 ， 
设计 出 许多 质 轻 、 耐 用 、 隔 音 、 隔 热 的 “蜂窝 结构 >”， 广 泛 应 用 于 飞机 、 火 荫 
和 建筑 工程 上 。 


$3 神奇 的 莫 比 乌 斯 带 


一 、 一 个 小 故事 


有 一 个 小 偷偷 了 一 位 很 老实 的 农民 的 东西 ， 并 被 当场 捕获 ， 有 人 将 小 偷 
送 到 县 衔 。 县 官 发 现 小 偷 正 是 自己 的 儿子 ， 于 是 在 一 张 纸 条 的 正面 号 上 : 
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小 答应 当 放 掉 ， 而 在 纸 的 反面 写 了 : 农民 应 当 关 押 。 县 官 将 纸 条 交 给 执事 
官 去 办 理 。 聪 明 的 执事 官 将 纸 条 扭 了 个 弯 ， 用 手指 将 两 端 捏 在 一 起 ， 然 后 
问 大 家 宣布 : 根据 县 太 葡 的 命令 放 掉 农民 ， 关 押 小 偷 。 县 官 听 了 大 怒 ， 责 
问 执事 官 。 执 事 寞 就 将 纸 条 捍 在 手 上 拿 给 县 官 看 ， 从 “应 当 ” 二 字 读 起 ， 
确实 没 错 。 仔 细 观 看 字迹 ， 也 没有 涂改 ， 县 官 不 知 其 中 奥秘 ， 又 看 到 确实 
是 目 己 的 字迹 ， 只 好 目 认 倒霉 。 县 官 清楚 是 执事 官 在 纸 条 上 做 了 手脚 ， 怀 
恨 在 心 ， 伺 机 报复 。 一 日， 又 拿 了 一 张 纸 条 ， 要 执事 官 仅 用 一 笔 将 正 反 两 
面 涂 黑 ， 和 否则 就 要 将 其 拘役 。 执 事 官 不 慌 不 忙 地 把 纸 条 扭 了 一 下 ， 粘 住 两 
端 ， 提 起 毛笔 在 纸 环 上 一 划 ， 又 拆 开 两 端 ， 只 见 纸 条 正 反 面 均 涂 上 黑色 。 
县 官 的 施 计 又 落空 了 。 

当然 现实 生活 中 可 能 不 会 发 生 这 样 的 故事 ， 但 是 这 个 故事 却 很 好 地 反映 
出 一 个 很 有 名 的 几何 体 的 特点 ， 这 个 几何 体 就 是 公元 1858 年 由 德国 数学 家 莫 
比 乌 斯 (A. F. Mobius，1790 一 1868)〉 发 现 的 具有 魔术 般 神 奇 性 质 的 单 面 纸 带 
(后 人 即 称 之 为 “ 莫 比 马 斯 带 ”: 将 一 个 长 纸 条 的 一 头 扭 转 180 后 再 两 头 粘 接 
起 来 。 普 通 纸 带 具有 两 个 面 〈 即 双 侧 曲面 ， 见 图 7 一 4)， 一 个 正面 ， 一 个 反 
面 ， 两 个 面 可 以 涂 成 不 同 的 颜色 ; 而 这 样 粘 接 起 来 的 纸 带 只 有 一 个 面 〈 即 单 
侧 曲 面 ， 见 图 7 一 5) ， 只 能 不 间断 地 涂 上 一 种 颜色 ;而 且 一 只 蚂 几 可 以 爬 遍 整 
个 曲面 而 不 必 跨 过 它 的 边缘 ! 


图 7 一 4 双 侧 曲面 图 7 一 5 莫 比 乌 斯 带 ( 单 侧 曲 面 ) 


一 、 莫 比 乌 斯 审 的 待 性 


如 果 在 裁 好 的 一 张 纸 条 正中 间 画 一 条 线 ， 粘 成 “ 英 比 马 斯 带 ”， 再 沿线 前 
开 ， 把 这 个 轿 一 分 为 二 ， 理 应 得 到 两 个 圈 儿 。 事 实 上 ， 我 们 会 惊奇 地 发 现 ， 纸 
带 不 仅 没有 一 分 为 二 ， 反 而 剪 出 一 个 两 倍 长 的 纸 圈 。 我 们 可 以 把 上 述 纸 圈 ， 和 再 
一 次 沿 中 线 前 开 ， 这 回 可 真 的 一 分 为 二 了 ! 得 到 的 是 两 条 互相 套 春 的 纸 圈 ， 而 
原先 的 两 条 边界 则 分 别 包 含 于 两 条 纸 圈 之 中 ， 只 是 每 条 纸 圈 本 吴 并 不 打 绪 黑 了 。 
如 果 在 纸 条 上 划 两 条 线 ， 再 粘 成 莫 比 乌 斯 带 ， 用 剪刀 沿线 前 开 ， 藤 刀 绕 两 图 后 


于 


竟然 又 回 到 原 出 发 尽 。 猜 一 猿 ， 剪 开 后 的 结果 是 什么 ?是 一 个 大 图， 还 是 三 个 
涛 儿 ? 它 究竟 是 什么 呢 ? 我 们 自己 动手 做 这 个 实验 就 知道 了 。 事 实 上 ， 它 变 成 
了 缠绕 在 一 起 的 两 个 圈 ， 而 且 一 个 是 大 圈 ， 一 个 是 小 圈 。 

关于 葛 比 乌 斯 带 的 单 侧 性 ， 可 用 如 下 的 方法 直观 地 了 解 。 如 果 给 莫 比 乌 斯 
带 着 色 ， 笔 始终 沿 曲 面 移动 ， 且 不 越过 它 的 边界 ， 最 后 可 把 英 比 乌 斯 带 两 面 均 
涂 上 颜色 ， 即 区 分 不 出 哪 是 正面 ， 哪 是 反面 。 对 圆柱 面 则 不 同 ， 在 一 侧 着 色 不 
通过 边界 不 可 能 对 为 一 侧 也 着 色 。 单 侧 性 又 称 不 可 定向 性 。 以 曲面 上 队 边 缘 外 
的 每 一 所 为 圆心 各 画 一 个 小 贺 ， 对 每 个 小 圆周 指定 一 个 方向 ， 称 为 相伴 该 曲面 
圆心 点 的 指 回 。 知 能 使 相 邻 两 点 相伴 的 指向 相同 ， 则 称 曲面 是 可 定向 的 ， 否 则 
称 为 不 可 和 定 四 的 。 葛 比 乌 斯 带 是 不 可 征 回 的 。 

数学 上 ， 可 以 写 出 葛 比 马 斯 带 的 参数 方程 ; 


XU, = (1 十 号 cos 号 jcosu， 


yl(u,v) 一 (1 十 芝 cos 号 ) sinz， 


oH 
zZ(UsV) 一 2 Sin -2 ， 


其 中 0 和 wx<2xr， 一 ] 委 和 1， 这 个 方程 组 表示 一 个 边 长 为 1 半径 为 1 的 莫 比 乌 斯 
带 ， 参 数 在 从 一 边 移动 到 另 一 边 的 时 候 环 绕 整 个 带子 。 


三 、 莫 比 乌 斯 带 的 应 用 和 发 展 


莫 比 乌 斯 带 的 概念 被 广泛 地 应 用 到 了 建筑 、 艺 术 、 工 业 生 产 中 。 比 如 ， 它 
为 很 多 艺术 家 提供 了 灵感 ， 比 如 荷兰 版 画家 埃 舍 尔 在 他 木刻 作品 里 就 利用 了 这 
个 结构 ， 最 著名 的 就 是 1963 年 的 《 红 败 》， 图 画 表 现 了 一 些 蚂蚁 在 莫 比 乌 斯 带 
上 面前 行 ， 见 图 7 一 6。 莫 比 乌 斯 带 也 经 常 出 现在 科幻 小 说 里 面 ， 比 如 亚 瑟 . 克 
拉克 的 《黑暗 之 墙 》。 科 幻 小 说 常常 想象 我 们 的 字 宙 就 是 一 个 莫 比 乌 斯 带 。 由 多 
尔 奇 创作 的 短篇 小 说 《一 个 叫 莫 比 乌 斯 的 地 铁 站 》 为 波士顿 地 铁 站 创造 了 一 个 
新 的 行驶 线路 ， 整 个 线路 按照 莫 比 乌 斯 带 方式 扭曲 ， 走 人 这 个 线路 的 火车 都 消 
失 不 见 了 。 另 外 一 部 小 说 《星际 航行 ,下 一 代 》 中 也 用 到 了 莫 比 乌 斯 带 空间 的 
概念 。 

运用 莫 比 乌 斯 带 原理 ,我们 可 以 建造 立交 桥 和 道路 ， 避 免 车 辆 行人 的 拥 
堵 。 莫 比 乌 斯 带 在 生活 和 生产 中 也 有 一 些 更 常见 的 用 途 。 例 如 ， 传 送 机 械 动 
力 的 皮带 就 可 以 做 成 莫 比 乌 斯 带 状 ， 这 样 皮带 就 不 会 只 磨损 一 面 了 。 如 果 把 
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录音 机 的 磁带 做 成 莫 比 乌 斯 带 状 ， 磁 带 就 只 有 一 个 面 ， 就 不 存在 正 反 两 面 的 
问题 了 ， 也 就 不 存在 翻 磁带 的 问题 了 。 同 样 的 道理 ， 打 印 机 中 的 色 带 做 成 莫 
比 乌 斯 带 结构 ， 就 可 以 延长 其 使 用 寿命 。 

英 比 乌 斯 带 虽 然 神 奇 ， 但 美中不足 的 是 它 具 有 一 条 非常 明显 的 边界 。 
1882 年 ， 另 一 位 德国 数学 家 克 荣 茵 (F. Klein，1849 一 1925)， 找 到 了 一 种 自 
我 封闭 而 没有 明显 边界 的 模型 ， 后 来 以 他 的 名 字 命 名 为 “ 克 药 因 瓶 ”， 如 图 
7 一 7 所 示 。 

仔细 观察 该 图 ， 我 们 会 发 现 这 是 一 个 像 球 面 那 样 封闭 〈 也 就 是 说 没有 边 ) 
的 曲面 ， 但 是 它 却 只 有 一 个 面 。 在 图 片上 我 们 看 到 ， 克 莱 因 瓶 的 确 就 像 一 个 
瓶子 。 它 的 瓶颈 被 拉 长 ， 然 后 似乎 是 穿 过 了 瓶 壁 ， 最 后 瓶颈 和 瓶 底 圈 连 在 了 
一 起 。 如 果 撼 颈 不 穿 过 瓶 壁 而 从 男 一 边 和 瓶 底 圈 相 连 的 话 ， 我 们 就 会 得 到 一 
个 轮胎 面 。 我 们 可 以 说 一 个 球 有 两 个 面 一 外 面 和 内 面 ， 如 果 一 只 蚂蚁 在 一 
个 球 的 外 表面 上 惧 行 ， 那 么 如 果 它 不 在 球面 上 咬 一 个 洞 ， 就 无 法 爬 进 内 表面 。 
轮胎 面 也 是 一 样 ， 有 内 外 表面 之 分 。 但 是 克 莱 因 瓶 却 不 同 ， 我 们 很 容易 想象 ， 
一 只 疏 在 “ 瓶 外 ”的 蚂 慌 ， 可 以 轻松 地 通过 瓶颈 而 朴 到 “ 瓶 内 ”去 。 事 实 上 
克 莱 因 瓶 并 无 内 外 之 分 ! 克 莱 因 瓶 与 莫 比 乌 斯 带 是 如 此 相似 ， 以 至 于 它们 可 
以 相互 制造 : 如 果 我 们 把 两 条 莫 比 乌 斯 带 沿 着 它们 唯一 的 边 粘 合 起 来 ， 就 得 
到 了 一 个 区 菜 因 瓶 ， 不 过 我 们 必须 在 四 维 空 间 中 才 有 可 能 完成 这 个 粘 合 ， 
则 就 不 得 不 把 纸 撕 破 一 点 。 同 样 地 ， 如 有 果 把 一 个 克 莱 因 瓶 适当 地 剪 开 ， 我 们 
就 能 得 到 两 条 莫 比 乌 斯 带 。 


图 7 一 6 埃 舍 尔 的 《 红 蚊 》 图 7 一 7 克 莱 因 并 


四 、 莫 比 乌 斯 带 和 拓扑 学 


莫 比 乌 斯 带 是 一 件数 学 珍品 ， 它 催生 了 全 新 的 数学 分 支 一 拓扑 学 。 拓 
扯 学 是 一 门 研 究 几何 图 形 在 连续 改变 形状 时 的 一 些 特征 和 规律 的 科学 〈 莫 比 


[| 


乌 斯 带 被 称 为 拓扑 学 中 最 有 趣 的 单 侧 曲面 问题 之 一 )， 但 拓扑 学 不 是 研究 大 家 
最 熟悉 的 普通 的 几何 学 性 质 ， 而 是 研究 图 形 的 一 类 特殊 性 质 ， 即 所 谓 的 “ 拓 
扑 性 质 ”。 尽 管 拓扑 性 质 是 图 形 的 一 种 很 基本 的 性 质 ， 但 它 却 具 有 很 强 的 几何 
直观 性 ， 而 且 很 难 用 简单 通俗 的 语言 来 准确 地 进行 描述 。 拓 扑 学 所 研究 的 是 
几何 图 形 的 一 些 特别 的 性 质 ， 邵 所 谓 的 拓扑 性 质 。 我 们 将 在 下 一 节 给 出 拓扑 
学 的 稍微 详细 的 介绍 。 


$4 橡皮 几何 一 一 拓 扩 学 


德国 数学 家 黎 曼 (G. F. B. Riemann，1826 一 1866) 是 黎 曼 几何 和 黎 曼 积 
分 的 创始 人 ， 复 变 函 数论 的 创始 人 之 一 。 早 在 哥 根 廷 大 学 学 习 期 间 ， 黎 曼 发 
现 人 们 对 英 比 乌 斯 带 等 新 的 几何 图 形 及 思想 有 浓厚 的 兴趣 。 他 当时 在 做 复 变 
函数 论 的 研究 ， 意 识 到 这 类 新 的 几何 学 是 理解 复 变 量 解析 函数 最 次 刻 性 质 的 
关键 ， 他 由 此 引进 黎 曼 曲面 ， 推 动 了 拓扑 等 价 问题 的 研究 。 拓 扑 学 是 一 门 年 
轻 而 富 有 生命 力 的 学 科 ， 是 十 分 重要 的 基础 性 的 数学 分 支 ， 它 与 微分 几何 、 
动力 系统 等 学 科 有 着 十 分 密切 的 联系 ， 它 的 许多 概念 、 理 论 和 方法 在 数学 的 
其 他 分 支 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 甚 至 在 物理 学 、 经 济 学 等 部 门 也 有 着 许多 应 用 。 
因此 ，20 世纪 以 来 拓扑 学 是 数学 中 发 展 最 迅猛 、 研 究 成 果 最 丰富 的 研究 领域 
之 一 。 


一 、 拓 扑 是 什么 ? 


19 世纪 的 几何 学 的 春 王 发展， 结晶 成 为 几何 和 学 的 一 个 新 的 分 文 ， 在 过 
去 的 一 个 很 长 时 间 里 ， 人 们 把 这 门 新 的 学 科 叫 做 位 置 分 析 (analysis situs) ， 
现在 把 它 叫做 拓扑 (topology)。 暂 且 粗 浅 地 讲 ， 拓 扑 学 所 研究 的 是 几何 图 
形 的 一 些 性 质 ， 它 们 在 图 形 被 弯曲 、 拉 大 、 缩 小 或 任意 的 变形 下 保持 不 变 ， 
只 要 在 变形 过 程 中 既 不 使 原来 不 同 的 点 熔化 为 同一 个 点 ， 又 不 使 新 的 点 产 
生 ， 就 称 其 为 拓扑 变换 。 换 名 话说 ， 这 种 变换 的 条 件 是 : 在 原来 图 形 的 点 
与 变换 了 的 图 形 的 点 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 关系 ， 并 且 邻 近 的 点 变换 之 后 
还 是 邻近 的 点 ， 这 一 个 性 质 叫 做 连续 性 。 因 而 要 求 的 条 件 便 是 ， 这 个 变换 
和 它 的 逆 变 换 都 是 连续 的 。 拓 扑 学 中 称 这 样 的 变换 为 同 肛 〈homeomor- 
phism) 或 拓扑 变换 。 拓 扑 有 一 个 通行 的 形象 的 “外 号 ”一 一 橡皮 几何 学 
(rubber-sheet geometry) ， 因 为 如 果 图 形 都 是 用 橡皮 做 成 的 ， 就 能 把 许多 图 
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形变 形成 同 胚 的 图 形 。 例 如 ， 一 个 橡皮 圈 能 变形 成 一 个 圆圈 或 一 个 方 圈 ， 
它们 是 同 胚 的 ; 但 是 一 个 橡皮 图 和 阿拉 伯 数 字 8 这 个 图 形 是 不 同 胚 的 ， 因 
为 如 果 不 把 圈 上 的 两 个 点 熔化 成 一 个 点 ， 圈 就 不 会 变 成 数字 8。 

按照 20 世纪 所 理解 的 ， 拓 扯 分 成 两 个 有 些 独 立 的 部 分 : 点 集 拓 扑 和 组 合 
拓扑 〈 或 代数 拓扑 ) 。 前 者 把 几何 图 形 看 作 点 的 集合 ， 又 常 把 这 整个 集合 看 
作 一 个 空间 ; 后 者 把 几何 图 形 看 作 由 较 小 的 构件 组 成 ， 正 如 墙壁 是 用 砖 砌 
成 的 一 样 。 点 集 拓扑 的 概念 和 代数 拓扑 的 概念 ， 我 们 将 在 下 面 进行 进一步 
的 论述 。 

拓扑 有 很 多 不 同 的 起 源 ， 跟 数学 的 大 多 数 分 支 一 样 ， 先 有 了 许多 成 果 之 
后 才 认 识 到 它们 归属 于 一 个 新 科目 或 被 一 个 新 科目 所 概括 。 就 拓扑 而 论 ， 克 
芋 因 在 他 的 “ 埃 尔 兰 根 纲领 ”( 第 38 章 第 5 节 ) 中 就 勾画 出 了 这 一 盘 新 而 重 
要 的 研究 领域 的 可 能 性 。 


二 、 风 集 拓 扑 


从 康 托 尔 开创 点 集 理 论 ， 到 约 当 、 波 雷 尔 、 勒 贝 格 扩展 它 ， 点 集 拓 扑 
都 并 未 涉及 变换 和 拓扑 性 质 。 但 是 男 一 方面 ， 拓 扑 所 感 兴趣 的 是 把 点 集 作 
为 一 个 空间 来 看 待 。 点 集 原 本 只 是 互 不 相关 的 一 堆 点 ， 而 空间 则 通过 某 种 
捆扎 的 概念 使 点 与 点 之 间 发 生 关 系 ， 这 是 空间 不 同 于 点 集 的 关键 。 例 如 ， 
欧 几 里 得 空间 中 距离 这 一 概念 就 表 肯 点 与 点 之 间 有 多 远 ， 尤 其 是 使 我 们 能 
定义 一 个 点 集 的 极限 点 。 其 实 这 种 捆扎 的 概念 不 一 定 是 欧 几 里 得 的 距离 函 
数 ， 它 可 以 是 其 他 的 距离 函数 。 法 国 数学 家 弗 雷 歇 〈(M. Fréchet，1878 一 
1973) 推广 了 距离 的 概念 ， 并 引进 了 度量 空间 这 一 类 空间 。 欧 几 里 得 平面 
就 是 一 个 度量 空间 。 对 于 度量 空间 ， 说 到 一 个 点 的 邻 域 时 ， 指 的 是 离 这 个 
点 的 距离 不 超过 给 定 距离 的 点 的 集合 。 事 实 上 ， 对 于 一 个 给 定 的 点 集 ， 苓 
至 不 必要 引进 度量 ， 还 能 用 一 些 其 他 的 方式 来 确定 荣 些 子 集 作 为 邻 域 ， 这 
样 的 空间 叫做 具有 邻 域 拓扑 的 空间 。 这 是 度量 空间 的 一 个 推广 。 知 国 数学 
家 豪 斯 多 夫 〈F. Hausdorff，1868 一 1942) 把 拓扑 空间 定义 为 一 个 集合 ， 连 
带 着 它 的 每 一 元 素 zx 所 联系 的 一 族 子 集 U;。 这 些 子 集 叫 艇 邻 域 ， 它 们 必须 
满足 以 下 人 条件: 

e 每 个 点 x 至 少 有 一 个 邻 域 U,; 每 一 个 U, 含有 这 个 点 工 。 

e 的 任意 两 个 邻 域 的 交还 含有 x 的 一 个 邻 域 。 

e 如 果 y 是 UU; 的 一 个 点 ， 则 存在 一 个 UU,， 使 得 U,CCU,。 

e 如 果 z 关 >， 则 存在 Uz 和 U,， 使 得 UfU, 二 名 。 


和 


点 集 拓 扑 的 基础 是 若干 基本 概念 。 除 了 邻 域 ， 还 有 极限 点 、 开 集 、 闭 集 、 
闭 包 、 连 通 等 。 点 集 拓扑 的 基本 任务 是 发 现在 连续 变换 和 同 胚 下 保持 不 变 的 
性 质 。 


三 、 组 合 拓扑 


修 重 于 用 分 析 的 方法 来 研究 拓扑 的 ， 叫 做 点 集 拓 扑 学 ， 或 者 叫做 分 析 折 
扑 学 。 另 一 个 分 支 偏重 于 用 代数 方法 来 研究 的 ， 叫 做 代数 拓扑 。 

拓扑 学 还 有 一 个 小 分 支 叫 组 合 拓 扑 ， 早 在 1679 年 ， 菜 布 尼 落 就 在 他 的 
《几何 特性 》 里 ， 试 图 阐述 几何 图 形 的 基本 几何 性 质 ， 采 用 特别 的 符号 来 表示 
它们 ， 并 对 它们 进行 运算 来 产生 新 的 性 质 ， 他 把 他 的 研究 叫做 位 置 分 析 或 位 
置 几 何 学 。1679 年 ， 他 在 给 荷兰 数学 家 、 物 理学 家 圳 更 斯 (C. Huygens， 
1629 一 1695) 的 一 封 信里 ， 说 明 他 不 满意 坐标 几何 研究 几何 图 形 的 方法 ， 因 
为 该 方法 除了 不 直接 和 不 美观 之 外 ， 关 心 的 仅 是 量 ， 而 “我 相信 我 们 还 缺少 
一 门 分 析 的 学 问 ， 它 是 真正 几何 的 和 线性 的 ， 它 能 直接 地 表示 位 置 〈situs)， 
如 同 代 数 表 示 量 一 样 ?。 菜 布 尼 菊 对 于 他 所 拟 建 的 东西 给 出 了 某 些 例子 。 虽 然 
他 的 着 眼 点 在 于 那些 几何 算法 ， 认 为 它们 会 给 出 纯 几 何 问题 的 解 ， 但 他 的 例 
子 仍然 含有 度量 性 质 。 或 许 因 为 他 对 于 所 寻求 的 那 种 几何 并 不 明确 ， 他 的 想 
法 和 符号 没有 引起 惠 更 斯 的 热忱 。 就 菜 布 尼 落 所 表达 的 清楚 程度 来 看 ， 他 是 
预想 到 了 现在 所 称 的 组 合 拓扑 。 在 此 ， 我 们 对 组 合 拓扑 就 不 作 进 一 步 的 介 
绍 了 。 


$5 了 眼见 未 必 为 实 


古往今来 ,不 可 能 的 图 形 〈( 即 自 相 巴 盾 的 图 形 ) 一 直 刺 激 着 艺术 家 、 数 
学 家 们 的 智力 ， 早 期 的 不 可 能 图 形 大 概 是 由 于 艺术 家 们 的 错误 的 透视 画 法 而 
造成 的 ， 也 有 的 是 甫 家 (或 数学 家 ) 故意 设计 的 。 


一 、 不 可 能 图 形 


(1) 不 可 能 的 三 角形 (三节 棍 》 

1958 年 美国 的 《心理 学 杂志 》 上 ， 罗 杰 。 茧 罗 斯 发 表 了 他 的 一 个 不 可 解 
的 三 节 棍 ， 如 图 7 一 8 所 示 。 他 称 之 为 立体 的 和 矩形 构造 . 三 个 直角 同时 显示 出 
垂直 ， 但 它 是 不 可 能 存在 于 空间 的 ， 因 为 在 这 里 三 个 直角 似乎 成 了 一 个 “三 
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角形 ”， 但 是 三 角形 是 平面 图 形 而 非 立体 图 形 ， 三 个 内 角 之 和 为 180 ， 而 
非 270"”。 

(2) 不 可 能 的 柱子 〈 见 图 7 一 9) 

仔细 观察 图 形 ， 我 们 会 发 现 ， 如 果 从 图 形 的 下 侧 看 起 ， 这 个 图 形 是 由 两 
根 方 柱 构 成 的 ， 但 是 从 图 形 的 上 侧 看 下 来 ， 该 图 形 则 是 由 三 根 圆 柱 构 成 的 。 
三 根 圆柱 和 两 根 方 柱 怎 么 会 完美 地 连接 成 一 个 整体 呢 ? 事实 上 也 说 明 该 图 为 
一 不 可 能 的 图 形 。 


图 7 一 8 不 可 能 的 三 角形 图 7 一 9 不 可 能 的 柱子 


《3) 不 可 能 的 架子 〈 见 图 7 一 10) 

”仔细 观察 图 7 一 10， 从 左边 看 起 ， 我 们 会 发 现 ， 中 间 那 部 分 是 突出 来 的 ， 
但 是 如 果 从 右边 看 过 来 ， 我们 会 惊奇 地 发 现 ， 中 间 那 一 部 分 却 是 四 进去 的 。 
这 两 种 不 同形 状 的 图 形 怎么 可 能 这 么 好 地 衔接 为 一 个 整体 呢 ? 从 而 我 们 可 以 
得 出 结论 : 这 个 架子 是 不 可 能 存在 的 《我 们 也 可 以 从 架子 上 那些 球 的 位 置 得 
到 这 个 结论 )。 


7 一 10 ”不 可 能 的 架子 


我 们 再 来 看 看 几 幅 比较 经 典 的 自 相 矛盾 的 不 可 能 存在 的 图 形 ， 如 图 7 一 
11， 图 7 一 12， 图 7 一 13 所 示 ， 究 竟 会 有 怎样 的 奥妙 呢 ? 它们 为 什么 是 不 可 能 
图 形 呢 ? 相信 大 家 看 完 之 后 都 会 有 自己 的 体会 。 


图 7 一 11 不 可 能 的 方 柱 图 7 一 12 ”不 可 能 的 圆 环 


7 一 13 不 可 能 的 城 门 


二 、 欺 骗 眼 睛 的 图 形 


上 面 这 些 图 形 ， 通 过 我 们 的 观察 ， 发 现 它们 是 不 可 能 存在 的 ， 而 且 经 过 
理性 的 分 析 ， 也 会 得 到 和 有 眼睛 看 到 的 同样 的 结论 。 但 是 还 有 这 么 一 些 图 形 ， 
它们 会 欺骗 我 们 的 眼睛 ， 让 我 们 产生 一 些 错 觉 。 这 些 图 形 也 具有 自己 的 独特 
魅力 ， 让 世人 不 由 地 惊叹 图 形 的 奇妙 。 

《1) 谢 泌 德 桌面 ， 两 个 桌子 型 号 一 样 吗 ? 

虽然 图 7 一 14 是 平面 的 ， 但 它 表 示 的 却 是 一 个 三 维 物体 。 乍 一 看 ， 我 们 
会 发 现 图 中 的 两 个 桌面 是 形状 各 异 的 (至 少 在 尺寸 上 存在 差异 )。 事 实 上 , 经 
过 我 们 的 测量 会 发 现 这 两 个 桌面 的 形状 和 大 小 完全 相同 。 桌 子 的 边缘 给 你 的 
感知 提示 ， 影 响 你 对 桌子 形状 做 出 正确 的 三 维 解释 。 这 个 奇妙 的 幻觉 图 形 清 
楚 地 表明 ， 我 们 的 大 脑 并 不 按照 它 所 看 到 的 现象 进行 逐 字 解释 。 斯 坦 福 大 学 
的 心理 学 家 罗 杰 ， 谢 泌 德 创作 了 这 幅 容 易 让 人 产生 错觉 的 图 形 。 

(2) 托 兰 斯 肯 弯 曲 约 觉 : 三 段 圆 弧 弯 曲 程 度 一 样 吗 ? 

图 7 一 15 中 的 三 个 圆 弧 看 起 来 弯曲 度 差 别 很 大 ， 但 实际 它们 完全 一 样 ， 
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图 7 一 14” 谢 泌 德 桌面 

只 是 下 面 的 圆 弧 比 上 面 的 短 一 些 ， 让 人 感觉 好 像 上 面 的 更 弯 一 些 ， 这 也 说 
明 视 党 神经 末梢 最 开始 只 是 按照 短线 段 解释 世界 ， 当 线段 的 相关 位 置 在 一 
个 更 大 的 空间 范围 延伸 概括 后 ， 弯 曲 才 被 感知 到 。 所 以 如 果 给 定 的 是 一 条 
曲线 的 一 小 部 分 ， 我 们 的 视觉 系统 往往 不 能 正确 地 察觉 它 是 曲线 。 事 实 上 ， 
如 果 我 们 把 图 7 一 15 中 的 左右 两 问 都 遮 起 来 ， 使 得 三 段 圆 驱 都 剩 下 长 度 相 
同 的 部 分 ， 这 时 你 会 发 现 这 三 段 圆 弧 是 平行 的 。 

(3) 伯 根 道夫 环形 幻觉 圆圈 缺口 部 分 的 两 端 能 完整 地 接 上 吗 ? 

仔细 观察 图 7 一 16， 图 形 的 左右 两 部 分 是 两 个 端点 没有 连 在 一 起 的 圆 弧 ， 
乍 一 看 ， 也 许 我 们 会 断然 得 到 这 么 一 个 结论 ， 即使 把 左右 两 个 圆 弧 的 端点 用 
圆 弧 连 在 一 起 ， 它 们 也 不 会 成 为 一 个 完整 的 圆圈 ， 因 为 左边 圆 台 的 弯曲 部 分 
显得 比 右 边 的 小 一 点 ， 即 左边 圆 弧 的 曲率 比 右边 圆 弧 的 曲率 小 ， 从 而 应 该 不 
是 同一 个 圆 的 不 同 部 分 ， 事 实 上， 这 两 部 分 是 一 个 完好 的 圆 的 两 部 分 。 


fs 


图 7 一 15 ” 托 兰 斯 肯 弯 曲 幻 沉 图 7 一 16” 伯 根 道夫 环形 幻觉 

(4) 埃 冰 斯 幻觉 两 个 圆 一 样 大 吗 ? 

观察 图 7 一 17 这 个 由 若干 个 圆 构 成 的 图 形 ， 也 许 仅 任 眼睛 的 观察 我 们 会 
得 出 结论 : 左右 两 个 图 形 内 部 的 圆 大 小 不 一 样 。 事 实 上 这 两 个 内 部 圆 的 大 
小 是 完全 一 样 的 。 当 一 个 圆 被 几 个 较 大 的 圆 包围 时 ， 它 看 起 来 要 比 那个 被 


此 汪 评介 着 症 业 亲人 于 居 贞 重逢 考生 半 间 和 有 让 基准 生生 有 帮 而 及 划 系 及 人 有 成 古人 苹 昌 全 


一 些 圆 点 包围 的 圆 小 一 些 。 埃 冰 斯 创造 了 这 个 容易 让 我 们 的 眼睛 受骗 的 
图 形 。 


图 7 一 17 埃 冰 斯 幻觉 


PAT 


1. 为 什么 蜂 房 由 正六 棱柱 组 成 ,并且 用 三 个 全 等 的 萎 形 为 项 盖 ? 

2. 通过 讨论 ， 了 解 拓扑 学 与 欧 几 里 得 几何 学 的 不 同 之 处 。 

3.， 用 一 条 较 长 的 纸 带 ,将 其 扭转 360 后 再 将 两 端 粘 合 在 一 起 ， 沿 着 中 线 
剪 开 ， 结 果 会 是 怎样 呢 ? 如 果 沿 着 其 边 的 1/3 处 剪 开 ， 结 果 又 会 是 怎样 呢 ? 


第 七 讲 几何 也 能 不 枯燥 一 新奇 的 几何 世界 <<< | 


AIAn00gG2NJ 1 1p GI pO YSN 


第 八 讲 人 类 入 力 大 PK 
二 大 古典 几何 难题 


数学 难题 对 于 数学 家 来 说 ， 就 如 同 尚 末 被 征服 的 高 蜂 对 于 登山 者 一 样 ， 
有 着 经 久 不 襄 的 魅力 ， 现 在 我 们 耳熟能详 的 费 马 大 定理 、 哥 德 巴赫 猜想 便 是 
最 好 的 例子 。 如 果 回 到 遥远 的 公元 前 5 世纪 的 古 希 腊 时 代 ， 我 们 会 发 现 ， 希 
腊 人 所 提出 的 三 大 作 图 难题 也 是 如 此 。 这 三 个 问题 从 提出 到 彻底 被 证 明 为 不 
可 能 的 ， 走 过 了 2 300 多 年 的 漫长 之 旅 。 

古 希腊 人 非常 重视 直 尺 一 圆规 作 图 ， 以 训练 人 的 逻辑 思维 能 力 ， 发 展 其 
智力 。 因 此 ， 他 们 严格 地 限制 了 直 尺 和 圆规 这 两 种 作 图 工具 的 使 用 : 

e 作 图 时 ， 只 能 有 限 次 使 用 直 尺 和 圆规 ; 

se 不 能 利用 直 尺 上 的 刻度 和 其 他 记号 ; 

e 不 能 把 直 尺 和 圆规 合并 使 用 ， 也 不 能 把 几 个 直 尺 或 圆规 合并 使 用 。 

在 这 些 限制 下 ， 即 便 是 一 些 看 似 比 较 简 单 的 几何 作 图 也 无 法 完成 。 其 中 
最 著名 的 是 被 称 为 “三 大 几何 难题 ”的 三 个 十 希腊 作 图 问题 ， 即 三 等 分 任意 
角 问 题 、 立 方 倍 体 问题 和 化 圆 为 方 问题 。 当 时 很 多 有 名 的 希腊 数学 家 ， 都 曾 
着 力 研 究 过 这 三 大 难题 ,但 是 由 于 尺 规 作 图 的 限制 都 未 能 如 愿 。 两 千 多 年 米 ， 
多 少 人 为 之 绞 尽 脑 汗 ， 均 以 失败 告终 。 直 到 19 世纪 ， 人 们 才 逐 渐 证 明了 这 三 
个 问题 是 不 可 能 用 “ 尺 规 作 图 ”来 实现 的 ， 这 才 结 束 了 历史 上 两 千 多 年 的 数 
学 难题 公案 (我们 现在 不 必 再 去 搞 什么 “三 大 几何 难题 "?"， 和 避免 再 步 前 人 失败 
的 后 侍 )。 值 得 一 提 的 是 ， 如 果 人 允许 依 助 其 他 工具 或 曲线 ， 这 “三 大 难题 ”都 
可 以 顺利 解决 ， 也 就 不 成 为 “难题 ”了 。 本 讲 将 详细 地 介绍 三 大 几何 难题 的 
历史 ,证 明 它 们 是 不 可 解决 的 ， 并 介绍 数学 家 们 在 试图 解决 这 些 问题 的 过 程 
中 派生 出 来 的 一 些 优 美的 几何 问题 。 
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元 二 争夺 者 御 潍 者 丢 直 才 由 南 和 山地 者 出 是 业 为 利加 由 和 生生 


$1 三 大 几何 难题 的 传说 


一 、 三 等 分 任意 角 问 题 


“给 年 一 个 角 ， 仅 用 圆规 和 直 太 将 此 角 三 等 分 。” 这 是 历史 最 为 久远 、 流 
传 最 为 广泛 、 耗 费 人 力 和 精力 最 多 的 一 道 几 何 作 图 题 。 关 于 这 个 问题 ， 有 一 
个 美丽 的 传说 。 

公元 前 4 世纪 ， 托 勒 密 一 世 定 都 亚 历 出 大城。 亚历山大 城郊 有 一 片 圆 形 


将 别墅 区 划分 为 两 半 ， 河 流 上 建 有 一 座 小 桥 ， 别 墅 区 的 南北 围墙 各 修建 一 个 大 
门 。 这 所 别墅 建造 得 非常 特别 ， 两 郁 大 门 与 小 桥 恰好 在 一 条 直线 上 ， 而 且 从 北 
门 到 小 桥 的 距离 与 从 北 门 到 公主 的 居室 的 距离 相等 。 过 了 几 年 ， 公 主 的 妹妹 小 
公主 长 大 了 ， 国 王 也 要 为 小 公主 修建 一 片 别 野 。 小 公主 提出 她 的 别 层 要 修建 得 
和 姐姐 的 一 梓 ， 有 河 、 有 桥 、 有 南 门 和 北 门 ， 国 王 答应 了 。 小 公主 的 别墅 很 快 
就 动工 了 ， 但 是 ， 当 建 好 南 门 ， 确 定 北 门 和 小 桥 的 位 置 时 却 犯 了 难 ， 如 何 才 能 
保证 北 门 、 小 桥 、 南 门 在 一 条 直线 上 ， 并 且 北 门 到 居室 和 小 桥 的 距离 相等 。 要 
确定 北 门 和 小 桥 的 位 置 ， 关 键 是 算出 二 NSE。 记 a 为 南 门 S 和 房间 五 的 连 线 
SH 与 河流 之 间 的 夹 角 ， 如 图 8 一 1 所 示 ， 则 通过 简单 的 几何 知识 可 以 算出 ， 该 
问题 相当 于 求 作 一 个 角 ， 让 它 等 于 已 知 角 一 2a 的 三 分 之 一 ， 也 就 是 三 等 分 一 个 
角 的 问题 。 工 匠 们 试图 用 尺 规 作 图 法 定 出 桥 的 位 置 ， 却 始终 未 能 成 功 。 这 个 问 
题 流传 下 来 ， 就 是 著名 的 “三 等 分 任意 角 ” 问 题 。 
北 门 N 


图 8 一 1 公主 别墅 分 布 图 
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二 等 分 任意 一 个 角 ， 用 尺 规 是 很 容易 解决 的 ， 有 人 就 此 也 认为 : 三 等 分 
角 的 问题 ， 只 是 由 二 等 分 到 三 等 分 的 一 个 小 小 的 变化 ， 应 该 没有 什么 困难 。 
是 的 ， 上 古 希腊 每 一 位 接触 到 这 个 问题 的 人 都 认为 它 简 单 ， 不 假 思 索 地 拿 起 了 
直 尺 和 圆规 ,但 时 间 一 天 天 过 去 了 ， 人 们 始终 也 没有 解决 这 个 问题 。 这 个 问 
题 也 吸引 了 许 许多 多 的 数学 家 和 数学 爱好 者 ， 从 初学 几何 的 少年 到 天 才 的 数 
学 家 ， 从 古 希 膀 的 阿 基 米 德 到 17 世纪 的 笛 卡 儿 、 牛 顿 等 ， 都 曾 为 这 个 问题 绞 
尽 脑 计 ， 但 没有 大 冲 出 这 个 迷宫 。 无 数 次 的 失败 ， 使 人 们 逐渐 去 怀疑 这 个 问 
题 是 否 能 够 用 直 尺 和 圆规 去 解决 。 直 到 1837 年 法 国 数学 家 闻 脱 效 尔 
(P. LL. Wantzel，1814 一 1848) 从 理论 上 证 明了 三 等 分 任意 角 是 无 法 用 尺 规 完 
成 的 ， 才 使 人 们 走出 了 这 座 迷 宫 。 


二 、 了 万 倍 体 问题 


“ 作 一 个 立方 体 ， 使 其 体积 为 给 定 立 方 体 的 两 倍 。” 

希 脐 人 在 用 尺 规 作出 正方 形 面 积 两 倍 于 男 一 正方 形 面积 之 后 ， 试 图 解决 
如 何 用 斥 规 作 一 立方 体 体积 两 倍 于 男 一 立方 体 的 问题 。 关 于 此 问题 的 起 源 也 
有 下 面 的 一 则 传说 。 

相传 有 一 年 ， 平静 的 爱 琴 海 的 第 罗斯 岛 上 ， 降 临 了 一 场 大 瘟疫 ， 几 天 时 
间 内 ， 岛 上 的 许多 人 被 瘟疫 夺 去 了 生命 ， 惨不忍睹 ， 幸 存 的 人 吓 得 战 战 训 
更 ， 窗 无 办 法 ， 纷 纷 躲 进 圣 应 ， 祈 求 神 灵 保 佑 自己 和 和 家人。 人们 的 禄 求 和 
耿 号 声 并 没有 感动 上 苍 ， 相 反 ， 疗 疫 仍 在 芝 延 ， 死 去 的 人 越 来 越 多 。 他 们 
不 知道 是 什么 事情 触怒 了 神灵 。 心 减 的 人 们 有 日夜 饥 科 在 神 庙 的 祭坛 前 ， 请 
求 神灵 的 宽容 和 人 饶恕 ， 许多 人 在 神 坛 前 就 倒 下 了 。 据 说 ， 神 终于 被 感化 了 ， 
并 叫 巫 师 传 达 了 旨意 : 第 罗斯 人 要 想 活 命 ， 必 须 将 圣 庙 中 祭坛 的 体积 加 大 
一 倍 ， 并 且 不 能 改变 祭坛 的 形状 。 活 着 的 人 好 像 得 到 了 救命 的 灵丹妙药 ， 
马上 就 量 好 和 祭坛 《正方 体 ) 的 边 长 ， 连 夜 请 工匠 把 边 长 加 大 一 倍 的 新 祭坛 
造 好 ， 送 进 了 圣 庙 。 人 们 好 像 完 成 了 一 项 光荣 的 使 命 ， 等 街 神 的 亮 恕 。 然 
而 ， 时 间 一 天 天 过 去 了 ， 瘟 疫 更 加 疯狂 肆虐 ， 人 们 再 次 陷 人 极度 的 痛 否 之 中 。 
在 神 坛 前 ， 人 们 说 道 :“ 兽 和 敬 的 神 啊 ， 请 您 饶恕 我 们 第 罗斯 人 吗 ， 我们 已 经 按 
照 您 的 旨意 办 了 ， 将 神 坛 加 大 了 一 倍 。” 后 来 ， 巫 师 再 次 传达 了 神 的 旨意 ， 巫 
师 冷 冷 地 说 :“ 你 们 没有 满足 神 的 要 求 ， 你 们 没有 将 祭坛 加 大 一 倍 ， 而 是 加 大 
了 7?7 倍 ， 神 灵 将 继续 严惩 你 们 ……” 人 们 终于 明白 了 其 中 的 道理 ， 他 们 的 确 
将 祭坛 加 大 为 原来 的 8 倍 。 但 是 如 何 将 祭坛 加 大 一 倍 呢 ? 第 罗斯 人 经 过 长 时 
间 的 思考 ， 无 法 解决 ， 只 好 派 人 到 首都 雅典 去 请 教 当 时 最 著名 的 学 者 柏拉图 。 
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相 拉 图 经 过 长 时 间 的 思考 也 无 法 解决 ， 他 所 塞 说 : “由 于 第 罗斯 人 不 敬 几 何 
学 ,神灵 非常 不 满 ， 才 降临 了 这 场 灾 难 。” 

悲惨 的 故事 可 能 是 人 们 虚构 的 ， 但 是 其 中 提 到 的 数学 问题 在 历史 上 却 
殖 殖 有 名。 实际 上 上 ， 立 方 倍 体 问 题 的 产生 比 传说 要 早 。 柏 拉 图 以 前 的 巧 辩 
学派 已 致力 于 对 它 的 钱 究 ， 他 们 苦 苦 探求 ， 却 和 第 罗斯 人 一 样 一 无 所 成 。 
第 一 个 给 黑暗 的 困境 带 来 曙光 的 是 数学 家 和 希 波 克 拉 底 〈 开 , Hippokrates， 的 
公元 前 5 世纪 )。 他 原来 是 个 商人 ， 因 商 途 遭 动 ， 身 无 分 文 ， 于 是 来 到 当时 
的 商业 中 心 、 美 丽 繁华 的 雅典 谋生 。 在 雅典 期 间 ， 他 与 哲人 为 但， 渐渐 人 掌 
握 了 几何 。 当 时 三 大 难题 是 数学 家 们 研究 的 焦点 ， 和 希 波 克 拉 底 自然 也 被 它 
们 吸引 住 了 。 他 发 现 荐 能 在 a、5 两 线段 之 加 找到 两 个 比例 中 项 zx、y， 使 得 
az 一 T:y 一 y:0， 那 么 就 有 :Xi 一 a:6。 当 5b 二 24a 时 即 可 得 zx: 二 2a?。 于 是 希 
波 克 拉 底 将 倍 立 方 问 题 转 化 为 在 两 已 知 线段 之 间 求 两 个 比例 中 项 ， 使 其 成 连 
比例 问题 。 

第 一 个 在 理论 上 取得 巨大 成 功 的 是 柏拉图 的 朋友 、 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数 
学 家 、 哲 学 家 和 政治 家 阿 契 塔 (Archytas， 约 400B. C. 一 365B. C. ) 。 阿 契 塔 
的 作 图 不 是 在 平面 上 完成 的 ， 而 是 在 三 维 空间 中 完成 的 ， 因 而 是 傍 立 方 问题 
的 所 有 理论 解法 中 最 引 人 注 目的 。 


三 、 化 圆 为 万 问题 


“给 定 一 个 圆 ， 作 一 个 与 其 面积 相同 的 正方 形 。?” 

化 圆 为 方 是 三 大 几何 作 图 难题 中 最 具 魅 力 的 问题 。 它 产生 得 很 早 ， 在 公 
元 前 5 世纪 后 半 叶 的 雅典 ， 已 广 为 流 传 ， 妇 疑 皆 知 了 。 公 元 2 世纪 的 数学 史 
家 普 鲁 塔 齐 〈《Plutarch〉 记 述 了 一 个 关于 这 个 问题 的 古老 的 传说 。 

公元 前 5 世纪 ， 古 和 希腊 数学 家 、 哲 学 家 安 纳 陕 格拉 斯 (Anaxagoras， 的 
500B. C. 一 428B. C. ) 在 研究 天 体 过 程 中 发 现 ， 太 阳 是 个 大 火球 ， 而 不 是 所 谓 
的 阿波 罗 神 。 由 于 这 一 发 现 有 悖 宗教 教 意 ， 安 纳 萨 格拉 斯 被 控 犯 下 “ 襄 污 神 
灵 罪 ”而 被 投入 监狱 ， 并 判处 死刑 。 在 监狱 里 ， 安 纳 陕 格拉 斯 对 自己 的 遭遇 
愤愤 不 平 ， 夜 不 能 眠 。 贺 圆 的 月 光 透 过 正方 形 的 铁窗 照 进 牢 房 ， 安 纳 萨 格拉 
斯 对 圆 月 和 方 窗 产 生 了 兴趣 。 他 不 断 地 变换 观察 的 方位 ， 一 会 儿 看 见 圆 比 正 
方形 大 ， 一 会 儿 看 见 正方 形 比 圆 大 。 最 后 他 说 :“ 算 了 ， 就 算 两 个 图 形 的 面积 
一 样 大 好 了 。” 于 是 ， 安 纳 萨 格拉 斯 把 “ 求 作 一 个 正方 形 ， 使 它 的 面积 等 于 一 
个 已 知 圆 的 面积 ”作为 一 个 尺 规 作 图 问题 来 研究 。 开 始 时 ， 他 认为 这 个 问题 
很 简单 ， 不 料 ， 他 花费 了 在 监狱 的 所 有 时 间 都 未 能 解决 。 后 来 ， 由 于 当时 希 
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腊 的 统治 者 裴 里 克 里 斯 〈Pericles) 是 他 的 学 生 ， 安 纳 陕 格拉 斯 获释 出 狱 。 该 
问题 公开 后 ， 许 多 数学 家 对 此 部 很 感 兴趣 ， 但 没有 一 个 人 成 功 解 出 。 这 就 是 
后 来 被 称 作 “化 圆 为 方 ”的 问题 。 

安 纳 院 格拉 斯 的 同 代 人 和 硕 波 死 拉 底 在 夸 经 矿 规 作 图 的 失败 后 ， 不 无 遗憾 
地 意识 到 : 光 徘 直 矿 和 圆规 是 不 能 解 次 化 圆 为 方 问 题 的 。 然 而 ， 他 似乎 并 不 
甘心 ， 虽 未 能 实现 化 圆 为 方 ， 却 获得 了 化 号 月 形 或 号 月 形 与 圆 之 和 为 方 的 顷 
果 【 即 月 牙 定理 )， 我 们 将 在 本 讲 的 3 3 中 讨论 这 个 问题 。 

在 化 图 为 方 的 历史 上 ， 苏 格拉 底 的 同 代 人 、 雅 典 巧 辩 学 派 的 辩 士 安 提 丰 
《Antiphon〉 是 第 二 个 值得 注意 的 人 。 安 提 丰 从 圆 内 接 正三 角形 出 发 ， 在 各 
边 上 作 等 腰 三 角形 ， 得 圆 内 接 正 六 边 形 。 在 正六 边 形 各 边 上 重复 同 桩 的 做 
法 ， 得 圆 内 接 正 十 二 边 形 。 继 续 这 个 过 程 ， 安 提 丰 说 在 某 个 时 候 我 们 将 得 
到 一 个 圆 内 接 正 多 边 形 ， 其 边 长 细微 到 与 圆周 重合 。 由 于 任 一 正 多 边 形 都 
可 化 方 ， 因 此 我 们 就 能 化 圆 为 方 。 安 提 丰 不 过 是 透 过 “无 穷 ” 的 迷 雳 看 到 
一 座 空 中 楼 图 而 已 ， 他 当然 没 能 真正 实现 化 圆 为 方 。 不 过 他 的 通过 不 断 倍 
增 圆 内 接 正 多 边 形 边 数 来 穷竭 圆 面积 的 思想 ， 对 后 来 的 希腊 数 竺 产生 了 深 
刻 的 影响 ， 它 是 欧 多 克 斯 穷竭 法 的 基础 ， 阿 基 米 德 的 贺 周 率 求 法 正体 现 了 
它 的 实际 应 用 价值 。 


$2 难题 的 “解决 ” 


一 、 三 等 分 任意 角 

(1) 三 等 分 任意 角 是 尺 规 作 图 不 能 解决 的 问题 

哆 区 里 得 在 《几何 原本 》 中 轻松 地 写 出 任意 角 平 分 的 作 图 过 程 ， 这 就 很 
自然 地 引起 人 们 猜想 : 任意 角 是 否 可 以 用 尺 规 三 等 分 。 上 希腊 学 者 以 及 后 来 
的 数学 家 们 纷纷 投入 到 这 一 问题 的 研究 中 ， 并 得 到 了 这 一 问题 一 些 不 同 的 解 
法 。 但 是 这 些 解法 都 超越 了 猜想 的 限制 一 一 仅 用 没有 刻度 的 直 尺 和 圆规 来 求 
解 。 直 到 19 世纪 闻 脱 效 尔 证 明了 只 用 尺 规 是 不 能 对 任意 角 进 行 三 等 分 的 ， 到 
此 为 目 才 对 这 一 问题 的 讨论 画 上 了 句号 。 那 么 究竟 为 什么 任意 角 不 能 用 尺 规 
三 等 分 呢 ? 下面 我 们 给 出 简单 的 证 明 。 

设 任意 角 过 AOB 二 a， 问题 是 要 作出 鼠 一 也 人 AOB 一 人 COB (如 图 8 一 2 


所 示 )。 以 O 为 圆心 作 单 位 圆 ， 过 A 作 AD 垂直 OB 于 D 点 , 过 C 作 CE 垂直 
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A 
C 
LT 。 
O D 
图 8 一 2 三 等 分 角 


OB 于 五 点 ， 则 可 以 记 : OD 一 a 二 cosa，OFE 一 zx 二 cos 3 。 显 然 如 果 能 用 尺 规 
作出 长 度 z， 五 点 就 可 以 找到 ， 从 而 C 点 也 可 以 找到 ， 问 题 就 迎刃而解 了 。 
从 三 角 关 系 〈 三 倍 角 公式 ) cosa=4 (cos & ) 一 3cos 3 可 以 看 出 ， 该 问题 可 以 
转化 成 三 次 方程 47 一 3z 一 4 一 0， 这 就 是 三 等 分 任意 角 的 代数 方程 。 如 果 这 个 
方程 的 根 可 以 用 尺 规 作 图 作出 来 ， 则 根据 刚才 的 讨论 ， 角 忆 就 可 以 作出 来 ， 
然而 这 个 方程 的 根 根本 不 能 用 直 尺 和 图 规 作出 来 ， 即 使 对 于 一 些 特 殊 情 况 也 
无 法 解决 。 当 a 一 60"，cosa 一 也 时 ， 上 式 变 为 ，4z' 一 3x 一 方 一 0， 亦 即 ，8z 一 
6z 一 1 一 0。 经 变换 y 二 2x 可 得 ， 
光一 3y 一 1 一 0。 CD 
下 面 我 们 首先 用 反 证 法 来 证 明 该 方程 没有 有 理 根 。 
假设 有 理 数 孔 其 中 p，g 互 素 ) 为 方程 D 的 根 ， 代 入 可 得 
(的 (的 
化 简 即 得 
p=g (3ptq)., 
我 们 可 以 断定 g 王 1， 否则 9g 的 素 因 子 就 为 g 和 的 公 因 子 ， 这 与 9g 和 pp 互 素 
下 盾 。 由 4 王 1 得 六 一 3 一 1 二 0， 进而 有 
plp’:—3)=1, 
从 而 2 一 土 1， 但 十 1 不 是 方程 的 根 ， 这 就 表明 方程 一 3y 一 1 二 0 没有 有 理 
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根 ， 即 只 有 无 理 根 。 


为 一 方面 ， 从 解析 几何 知道 ， 直 线 和 圆 分 别 是 一 次 方程 和 二 次 方程 的 轨 


迹 。 斥 规 作 图 就 是 求 直线 与 直线 、 直 线 与 圆 、 圆 与 圆 的 交点 问题 ， 从 代数 上 


看 来 不 过 是 解 一 次 方程 或 二 次 方程 组 的 问题 ， 这 些 方程 〈 组 ) 的 解 是 可 以 通 
过 方程 的 系数 〈 已 知 量 ) 经 过 有 限 次 的 加 、 减 、 乘 、 除 和 开平 方 求 得 的 。 因 
此 ,一 个 几何 量 能 否 用 直 尺 和 圆规 作出 的 问题 ， 等 价 于 它 能 否 由 已 知 量 经 过 
加 、 减 、 乘 、 除 、 开 平方 〈 指 正 数 开 平方 ,并且 取 正 值 ) 运算 求 得 。 而 我 
们 知道 方程 中 的 无 理 根 不 符合 此 要 求 ， 从 而 是 不 能 用 尺 规 作 出 来 的 。 对 特 
殊 情 况 a 二 60 尚且 是 斥 规 不 能 解 出 来 的 ， 其 一 般 情 况 更 是 不 能 通过 尺 规 作 
图 来 解决 。 

(2) 用 大 规 以 外 的 工具 可 以 三 等 分 任意 角 

阿 基 米 德 螺 线 法 : 阿 基 米 德 设计 的 螺 线 ， 用 解析 几何 极 坐 标 可 表示 为 


oo 一 a0 (0 之 0)。 (© 


方程 的 图 像 易 于 作出 (如 图 8 一 3 所 示 )， 其 中 O 为 极点 ，OA 为 极 轴 。 图 
中 只 作出 了 方程 多 所 代表 曲线 的 一 段 。 


的 
人 


图 8 一 3 ” 阿 基 米 德 螺 线 


利用 阿 基 米 德 螺 线 三 等 分 任意 角 的 作法 是 : 图 8 一 3 中 一 AOB 为 一 任意 
角 ， 角 的 一 边 O4 与 极 轴 重 合 ， 另 一 边 OB 交 螺 线 于 B， 三 等 分 线段 OB 于 
Pi、P;。 以 OO 为 圆心 ， 分 别 以 OP;、OP; 为 半径 作 圆 狐 ， 交 螺 线 于 S, 、S;。 


根据 螺旋 线 方程 @ 知 ， 了 AOS; 一 人 S10S, 一 人 S1OPi 一 六 人 AOB。 从 而 解决 


了 一 AOB 的 三 等 分 问题 。 值 得 一 提 的 是 ， 阿 基 米 德 在 完成 用 蜡 线 三 等 分 任意 
角 后 ， 制 定 了 一 个 三 等 分 任意 角 的 等 分 句 ， 这 就 大 大 方便 了 人 们 进行 几何 
作 图 。 
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二 、 立 方 倍 体 

(1) 立方 倍 体 是 尺 规 作 图 不 能 解决 的 问题 

对 于 立方 倍 体 问题 ， 经 过 许多 科学 家 几 千 年 的 探索 ， 找 到 了 很 多 种 解法 ， 
但 是 很 遗憾 的 是 这 些 解法 都 不 是 只 用 直 尺 和 圆规 这 两 种 工具 完成 的 。 只 用 直 
尺 和 圆规 这 两 种 工具 的 解法 一 直 没 有 找到 ， 当 然 这 是 不 会 找到 的 ， 因 为 立方 
倍 体 问题 根本 就 不 可 能 仅 用 起 斥 和 圆规 来 完成 。 这 是 笛 卡 儿 17 世纪 发 明 解析 
儿 何 之 后 两 个 世纪 (19 世纪 ) 才 得 到 的 结论 ， 这 时 离 立 方 倍 体 问题 最 初 的 提 
出 已 是 有 两 千 多 年 的 时 间 了 。 为 什么 立方 倍 体 是 尺 规 作 图 不 能 解决 的 问题 呢 ? 
我 们 现在 来 证 明 一 下 。 

假设 原 立 方 体 边 长 为 a， 所 求 体积 加 售后 立体 的 边 长 为 xz， 则 根据 题 意 
有 : XxX 一 2a， 即 ( 竹 ) 一 2。 令 = 一 地， 则 有 : 好 二 2， 即 x 一 2， 而 V2 是 一 个 


开 立 方 的 无 理 数 ， 是 不 能 仅 用 直 尺 和 圆规 作出 来 的 量 ， 从 而 可 以 断定 该 问题 
用 尺 规 作 图 不 能 成 功 。 
(2) 用 尺 规 以 外 的 工具 解决 立方 倍 体 

上 一 节 已 经 提 到 ， 在 解决 立方 倍 体 这 一 问题 的 过 程 中 ， 最 具 突 破 性 的 发 
展 是 由 希 波 克 拉 底 给 出 的 。 他 对 该 问题 进行 了 化 简 ， 这 一 化 简 是 解决 立方 们 
体 问 题 中 首先 迈 出 的 最 关键 的 一 步 。 他 发 现 符 在 a、5。 两 线段 之 间 能 找到 两 个 
比例 中 项 x、y， 使 得 a:x 一 x:y 王 y:b， 那 么 就 有 a :一 a:D。 当 2 一 2a 时 即 
可 得 x 二 243 。 于 是 希 波 克 拉 底 将 倍 立方 问题 转化 为 在 两 已 知 线段 之 间 求 两 个 
比例 中 项 ， 使 其 成 连 比 例 问题 。 这 表明 以 天 为 边 长 的 立方 体 的 体积 为 以 a 为 
边 长 的 立方 体 的 体积 的 2 倍 。 从 而 对 该 问题 ， 我 们 只 要 找到 a 和 2a 的 比例 中 
项 就 可 以 了 。 接 下 来 我 们 看 看 在 这 个 基础 上 对 立方 倍 体 问 题 的 两 种 非 尺 规 
解法 。 

加 和 双 曲 线 法 ， 法 国 数 学 家 冯 攀 疝 (de.S. Vincent，1584 一 1667) 于 
1647 年 提出 如 下 做 法 : 在 图 8 一 4 中 ， 过 长 方形 定点 引 一 条 双 曲 线 ， 使 其 渐 
近 线 是 长 方形 两 边 〈 即 x 二 0，y 二 0)。 双 曲线 和 长 方形 外 接 圆 的 一 交点 P 
与 两 渐 近 线 距 离 是 长 方形 边 长 <、2 的 比例 中 项 。 事 实 上 ， 双 曲线 xy 二 ab 与 
外 接 于 长 方形 的 圆 妇 十 光一 az 一 2y 一 0 的 交点 ， 除 点 Q(ta，68) 外 ， 还 有 后 
P(afb3 ，ai 妨 )。 当 5 一 24 时 ,PP 点 的 横 坐 标 就 是 问题 的 解 ， z= 二 V34，。 

圆 和 抛物 线 法 : 解析 几何 的 创始 人 笛 卡 儿 也 研究 过 立方 倍 体 的 问题 。 考 
虑 到 圆 好 十 交 一 az 一 0y 一 0 与 抛物 线 六 三 ay 的 交点 是 a、5 的 比例 中 项 ， 显 
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图 8 一 4 圆 和 双 曲 线 法 
然 这 就 是 x 二 ay 与 y= 二 bx 的 另外 一 个 组 合 形式 ， 而 后 者 是 : a:z 一 z:y 一 
yib。 取 5 二 2a， 即 得 z 一 V22， 问题 解决 。 


三 、 化 圆 为 方 


(1) 化 圆 为 方 是 尺 规 作 图 不 可 能 解决 的 问题 

如 果 把 图 的 半径 记 为 RR， 则 问题 是 说 : 求 zz 使 得 x? 二 xR:， 即 求 z= 二 Vx 
RR。 如 果 要 求 以 直 尺 (无 刻度 ) 和 圆规 解决 ， 问 题 转化 为 用 尺 规 是 否 能 对 x 开 
平方 的 问题 。1882 年 德国 数学 家 林 德 曼 〈F. Lindemann，1852 一 1939〉 证 骨 
了 rr 是 超越 数 ， 因 此 问题 的 答案 是 否定 的 ， 人 们 随即 知道 了 用 尺 规 作 图 去 解 
决 “化 圆 为 方 ” 问 题 的 不 可 能 性 。 


x 


面积 为 x 面积 为 x 
图 8 一 5 化 加 为 方 


《2) 用 尺 规 以 外 的 工具 解决 化 圆 为 方 
意大利 文艺 复兴 时 期 伟大 的 艺术 家 兼 学 者 达 ， 分 奇 曾 用 圆柱 侧面 法 解决 


化 圆 为 方 问题 ， 取 半径 为 R、 高 为 亏 R 的 圆柱 ， 把 圆柱 的 侧面 在 平面 上 滚动 
一 周 ， 得 到 长 为 2xR， 高 为 亏 R 的 长 方形 。 取 其 长 、 高 为 两 项 ， 求 其 比例 中 
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项 ， 那 么 所 求 的 与 圆 等 面积 的 正方 形 边 长 为 z 一 /2nR .器 V2nR . 琶 。 
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图 8 一 6 ”圆柱 侧面 法 


与 上 述 三 大 作 图 问题 类 似 的 还 有 著名 的 正 多 边 形 尺 规 作 图 的 问题 。 

人 们 知道 正三 角形 、 正 五 边 形 都 比较 容易 尺 规 作 图 ， 但 是 正七 边 形 就 很 
难 作 出 。 哪 些 正 多 边 形 是 可 以 尺 规 作 图 的 ? 对 此 最 先 取 得 重大 突破 的 是 “ 数 
学 王子 ”高 斯 。 他 出 生 于 德国 不 伦 瑞 克 一 个 贫苦 的 家 庭 。 他 的 祖父 是 农民 ， 
父亲 是 打 短工 的 ， 和 母亲 是 泥 瓦 匠 的 女儿 ， 都 没 受 过 学 校 教 育 。 由 于 家 境 贫寒 ， 
冬天 傍晚 ， 为 节约 燃料 和 灯 油 ， 父 亲 总 是 吃 过 晚饭 就 要 孩子 们 睡觉 。 而 高 斯 
总 会 息 上 小 阁楼 偷偷 点 党 自制 的 小 油灯 ， 在 微弱 的 灯光 下 读书 。 他 幼年 的 勤 
奋 和 聪慧 博得 一 位 公 珊 的 襄 爱 ，15 岁 时 被 公 玫 送 进 卡 罗 琳 学 院 ，1795 年 又 来 
到 哥 廷 根 大 学 学 习 。 由 于 高 斯 的 勤奋 ， 人 入 学 后 第 二 年 ， 他 就 用 尺 规 作 图 法 作 
出 了 正 17 边 形 。1801 年 高 斯 还 证 明了 一 般 性 的 定理 : 正 pp 边 形 (p 是 奇 素 
数 ) 可 以 尺 规 作 图 当 且 仅 当 z 为 费 马 数 ， 即 加 一 2: 十 1。 借 此 我 们 可 以 断定 ， 
正三 角形 、 正 五 边 形 、 正 17 边 形 、 正 257 边 形 、 正 65 537 边 形 〈 即 2 一 0，1， 
2，3，4 时 的 费 马 数 ) 都 能 作出 ， 而 正 7 边 形 、 正 11 边 形 、 正 13 边 形 等 都 不 
能 作出 。 

有 趣 的 是 ， 到 现在 为 止 ， 还 没有 发 现 当 ?之 5 时 的 费 马 数 ， 所 以 上 述 是 仅 
有 的 已 经 作出 的 正 多 (素数 〉 边 形 。 


四 、 数 学 中 的 “不 可 能 ”与 “未 解决 ” 


前 面 我 们 看 到 ， 流传 了 两 千 多 年 的 三 大 几何 作 图 难题 都 已 经 在 19 世纪 被 
证 明 是 “不 可 能 ”的 。 但 直到 现在 ， 还 有 许多 数学 爱好 者 陷入 对 这 些 问题 的 
研究 中 ， 尤 其 是 “三 等 分 角 ” 问 题 ， 时 常 有 人 声称 找到 了 解决 办 法 。 一 个 主 
要 的 原因 是 他 们 把 数学 中 的 “不 可 能 ”与 “未 解决 ” 视 为 一 回 事 。 

在 有 日常 生活 中 ， 许 多 情况 下 我 们 所 指 的 “不 可 能 ”， 意 味 着 在 现 有 条 件 下 
或 能 力 下 是 无 法 解决 的 ， 是 不 可 能 的 ， 它 会 随 着 历史 的 发 展 由 不 可 能 变 为 可 
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能 。 这 里 的 “不 可 能 ”等 于 “未 解决 ”。 比 如 ， 在 没有 发 明 电话 之 前 ， 一 个 人 
在 香港 讲话 ， 在 北京 的 人 们 不 可 能 听 到 ; 在 没有 飞机 之 前 ， 要 在 3 小 时 内 从 
香港 到 达 北 京 也 是 不 可 能 做 到 的 ， 如 今 这 些 都 已 成 为 可 能 。 但 是 ， 数 学 中 所 
说 的 “不 可 能 ”与 “未 解决 ”具有 完全 不 同 的 含义 。 所 谓 “ 不 可 能 ”是 指 ， 
经 过 科学 论证 被 证 实在 给 定 条 件 下 永远 是 不 可 能 的 ， 它 不 会 因 时 间 的 推移 、 
社会 的 发 展 而 发 生 改 变 。 而 “未 解决 ” 则 表示 上 自前 尚 不 清楚 答案 ， 有 待 于 进 
一 步 研究 。 打 一 个 形象 的 比喻 :“ 到 木星 上 去 ”是 一 个 未 解决 的 问题 ， 你 可 以 
去 研究 解决 的 办 法 ; 但 “步行 到 木星 上 去 ” 则 是 一 个 不 可 能 的 事情 ， 如 果 有 
人 表 去 一 门 心思 研究 这 个 问题 就 会 成 为 笑话 。 三 大 几何 作 图 难题 是 已 经 解决 
了 的 ， 结 论 为 “不 可 能 ”， 其 前 提 是 尺 规 作 图 。 如 果 不 限 于 尺 规 ， 它 就 会 成 为 
可 能 ， 目 前 已 知 的 方法 就 不 止 一 种 。 对 于 “三 等 分 角 ” 问 题 除 了 尺 规 要 求 外 ， 
还 有 一 所 妆 被 人 名 略 ， 那 就 是 三 等 分 的 是 “任意 角 ”， 对 于 茶 些 具 体 的 角度 ， 
比如 90 ， 它 就 是 可 能 的 。 


$3 ”由 三 大 作 图 难题 引发 的 几何 名 题 


在 几何 学 两 千 多 年 的 发 展 历 史 中 ， 有 许多 几何 名 题 像 一 颗 颗 办 炊 璀 琼 的 
明星 ， 光彩照人， 对 它们 新 的 解法 的 寻求 推动 着 几何 学 力 至 整个 数学 的 发 展 。 
它们 是 先哲 智力 的 结晶 ， 发 人 深思 、 耐 人 寻味 ; 它们 像 一 颗 颗 光彩 夺目 的 明 
球 ， 供 人 欣赏 且 长 久 不 衰 。 虽 然 历 史上 的 “三 大 几何 作 图 难题 ”困扰 了 人 们 
两 干 多 年 才 得 到 解决 ， 但 由 此 产生 的 一 些 新 思路 、 新 方法 和 由 此 派生 出 来 的 
美妙 的 几何 名 题 ， 其 意义 丽人 已 超过 了 “三 大 作 图 难题 ”的 解决 本 身 。 我 们 
从 众多 几何 名 题 中 挑 出 几 件 精品 ， 加 以 介绍 并 领略 其 中 的 奇妙 意境 。 


一 、 希 波 克 拉 底 定理 〈 月 牙 定 理 ) 


人 们 在 解决 “化 圆 为 方 ”的 作 图 难题 的 过 程 中 ， 发 现 有 一 些 除 圆 以 外 的 
奇妙 的 曲 边 图 形 的 面积 会 和 某 个 多 边 形 的 面积 相等 。 这 种 发 现 最 早 应 归功 于 
古 希 腊 的 几何 学 家 希 波 克 拉 底 。 他 首先 发 现 了 如 下 的 结论 ;以 直角 三 角形 两 
直角 边 为 直径 向 外 作 两 个 半圆， 以 斜 边 为 直径 向 内 作 一 个 半圆 ， 则 三 个 半圆 
所 围 成 的 两 个 月 牙 形 〈 希 波 克 拉 底 月 牙 ) 的 面积 之 和 等 于 该 直角 三 角形 的 面 
积 。 这 就 是 几何 学 上 有 名 的 希 波 克 拉 底 定理 。 下 面 给 出 这 个 定理 的 证 明 。 

设 AABC 为 直角 三 角形 ，a、5 为 两 直角 边 的 边 长 ，c 为 斜 边 边 长 。 由 多 
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股 定理 oz 十 灵 一 咏 ， 我 们 很 容易 得 到 : 二 x (名 ) 十 去 x (名 ) = 这 x (所) ， 即 
直角 边 上 两 个 半圆 面积 之 和 等 于 斜 边 上 半圆 面积 之 和 。 再 从 上 面 等 式 中 ， 丙 
边 同 时 减 去 图 中 不 带 阴影 的 两 个 月 牙 形 面积 S, 、S: ， 其 中 S! 、S; 之 和 为 等 式 
两 边 的 公共 部 分 ， 从 而 可 以 得 出 结论 :三 角形 直角 边 上 的 两 个 月 牙 形 面积 之 
和 等 于 该 直角 三 角形 的 面积 。 


8 一 7 月 牙 定理 

希 波 有 死 拉 底 对 几何 学 的 贡献 很 大 ， 他 的 《几何 纲要》 是 几何 学 的 第 一 本 
教科 书 ， 据 说 包括 了 欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 前 四 卷 内 容 。 希 波 克拉 底 曾 至 
力 于 “化 圆 为 方 ” 和 “立方 倍 体 ” 问 题 的 研究 。 而 他 的 “月 政和 定理 ”的 发 现 ， 
惫 给 数学 家 们 以 很 大 的 鼓舞 ， 都 认为 “化 圆 为 方 ”问题 也 不 难 解决 了 ， 包 括 
希 波 克拉 底 也 这 样 认为 。 他 曾 先 将 一 般 直 角 三 角形 改 为 等 腰 直 角 三 角形 ， 并 
指出 : 正方 形 边 上 的 两 个 月 牙 形 面积 之 和 等 于 该 正方 形 面积 之 和 的 一 半 。 这 
显然 是 对 的 。 但 他 未 加 以 证 明 , “想当然 ”地 将 圆 内 接 正 方形 的 结论 “推广 ” 
到 圆 内 接 正六 边 形 ， 即 有 “正六 边 形 三 边 上 的 月 牙 形 面积 之 和 等 于 正六 边 形 
面积 的 一 半 ”。 这 显然 是 错误 的 ， 而 他 在 此 错误 基础 上 却 引 出 了 更 错误 的 结 
论 : 圆 可 以 化 为 方 。 月 下 定理 结论 的 优美 令 人 称奇 不 已 ， 显 示 了 很 强 的 割 衬 
技巧 ， 终 于 使 人 相信 一 个 曲 边 图 形 的 面积 竟然 可 以 用 一 个 直 边 图 形 的 面积 代 
替 。 这 就 大 大 开局 了 我 们 的 心灵 之 窗 。 

应 该 承认 和 希 波 克 拉 底 解决 问题 的 方法 是 极 具 智慧 的 ， 但 是 他 在 处 理 所 谓 
的 “化 圆 为 方 ”的 问题 时 ， 却 犯 了 对 命题 未 加 以 证 明 就 “想当然 ”作出 结论 
的 毛病 ， 从 而 得 出 了 错误 的 结论 。 这 一 著名 实例 对 学 习 数 学 的 青年 人 是 很 有 
借鉴 意义 的 。 : 


二 、 莫 利 定理 


也 许 是 由 于 “三 大 几何 作 图 难题 ”让 人 绞 尽 脑汁 也 难以 获 解 ， 因 而 人 们 
长 期 以 来 也 不 敢 涉及 角 的 三 等 分 线 问题 。 自 欧 几 里 得 之 后 的 几 千 年 内 未 发 现 
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有 关 角 的 三 等 分 方面 的 结果 。 然 而 到 了 1904 年 ， 几 何 代 数学 家 莫 利 
(F. Morley，1860 一 1937〉 却 发 现 了 一 个 惊人 的 结论 ， 即 所 谓 的 “英利 定理 ”: 
将 任意 三 角形 的 内 角 三 等 分 ， 则 与 每 条 边 相 邻 的 两 条 三 等 分 线 的 交点 构成 了 
一 个 等 边 三 角形 。 如 图 8 一 8 所 示 。 结 论 是 这 么 漂亮 、 优 美 ， 简 直 难 以 置信 。 
这 一 惊人 的 结果 ， 被 一 些 数学 家 誉 为 自 欧 儿 里 得 以 来 所 发 现 的 最 为 优美 的 定 
理 ， 是 初等 几何 的 一 颗 明珠 。 


图 8 一 8 ” 莫 利 定理 


莫 利 是 闫 国 的 一 位 数学 家 ， 他 的 最 后 50 年 是 在 美国 度 过 的 ， 但 是 他 一 直 
未 放弃 英国 国籍 。1904 年 ， 莫 利 给 英国 剑桥 的 一 位 朋友 的 信 中 提 到 过 这 个 定 
理 ，20 年 后 才 在 日 本 发 表 ， 期 间 这 个 定理 再 次 被 发 现 并 作为 问题 征 解 。 在 送 
交 的 众多 答案 中 ， 纳 拉 尼 恩 加 给 出 的 证 法 最 为 简洁 ， 且 是 纯 几 何 法 。 这 里 不 
再 欧 言 。 

英利 定理 可 进行 引申 和 推广 ， 得 到 许多 优美 的 结论 。 如 把 任意 三 角形 的 
内 角 三 等 分 线 改 为 外 角 三 等 分 线 ， 则 与 每 边 相 邻 的 三 等 分 线 的 交 操 构成 了 一 
个 等 边 三 角形 。 

如 果 把 三 角形 的 内 角 和 外 角 的 三 等 分 线 结 合 起 来 ,会 有 更 加 有 趣 的 结果 。 
1939 年 法 国 数学 家 勒 贝 格 在 他 的 一 篇 论文 中 指出 : 在 三 角形 的 所 有 三 等 分 线 
中 ， 可 以 找 出 27 个 点 ， 它 们 都 是 等 边 三 角形 的 顶点 。 


三 、 蝴 蝶 定 理 


几何 上 的 一 些 重要 定理 ， 有 的 是 以 发 现 者 的 名 字 命 名 (如 英利 定理 )， 有 
的 是 以 其 主要 性 质 命 名 (如 勾 股 定理 )， 也 有 的 是 以 几何 形状 来 命名 。 贿 蝶 害 
理 就 是 以 几何 形状 命名 的 一 例 。 

蝴蝶 定理 : 过 圆 的 弦 AB 的 中 点 M 引 任意 两 条 强 CD，EF， 连 接 ED， 
CF 分 别 交 AB 于 P,Q 两 点 ， 则 M 为 PQ 之 中 点 。 


刘 汪 和 是 击 避 及 者 开关 和 症 而 寓 呈 古代 浊 开 和 届 全 基本 党 辫 汪 村 丰 二 司 直 汪 间 和 和 


图 8 一 9 


蝴蝶 定理 最 先是 作为 一 个 征求 证 明 的 问题 ， 刊 载 于 1815 年 英国 的 一 份 通 
众 杂 志 《 男 士 日 记 》 上 的 。 由 于 其 几何 图 形 形 状 像 一 只 翩 裔 起 舞 的 蝴蝶 ， 便 
以 “蝴蝶 定理 ”命名 。 自 从 1815 年 该 通俗 杂志 《男士 日 记 》 作 为 征 解 刊登 了 
该 题 ， 百 余年 来 出 现 过 许多 优美 奇特 的 解法 。 其 中 最 时 的 ， 首 推 者 纳 
《W, G. Horner，1786 一 1837) 在 1815 年 所 给 出 的 证 法 ， 但 他 的 证 明 非 常 烦 
琐 。 蝴 蝶 定 理 的 初等 证 明 一 般 认 为 是 由 一 位 中 学 教师 斯 特 温 (Steven) 在 
1973 年 首先 提出 的 ， 它 给 出 的 是 面积 证 法 ， 其 中 应 用 了 三 角形 面积 公式 : 


S 一 absinC (其 中 a、5 为 三 角形 的 两 边 长 ，C 为 a、6 两 边 的 夹 角 )。 
下 面 是 斯 特 温 的 证 明 。 
令 MQ=x, PM=y, AM= BM=a, /AE=/C=0, LD=/F=8p, 


/CMOQ= /A DMP=Y, /FMQ= /EMP=6., 
用 A ，As，As，A 分 别 代 表 人 FEPM， 人 CQM， 人 和 人 DPM， 人 FEQM 的 面 


积 ， 则 
Al A: A: As -Tr EMsing MC» MQsiny _. 


A2 As A ~ 。 CQsing PM 。 DMsiny 
a DMsing . Dos FEP。PD。NMQ 一 1 
* QFsing yn PMsings CQ* FQ. MP: 
由 相交 弦 定理 


EP. DP=AP. PB=(a—y) (a 二 +y)=a:—Yy,， 
CQ*: FQ=BQ* QA==(c 一 zx)(a 十 六 ) 一 Q2 —x’, 
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由 EP。PD。…MC= 二 CQ。，FQ，MP:, 得 


(a —y)r=(a—x)Yy, 
a xxiy a y—7xYy, 

得 a Xx? =a?Yy?, 

由 于 <，xz， y 医 为 正 数 ， 故 得 xz 一 yy， Bj MQ= MP., 

有 人 评论 斯 特 漫 的 证 明 通 俗 到 了 初中 生 都 能 在 5 分 钟 内 看 懂 的 程度 ， 对 
于 这 样 一 个 著名 的 问题 ， 该 证 明 真 是 漂亮 无 比 ! 1985 年 ， 在 河南 省 《数学 教 
师 》 创 刊 号 上 ， 杜 锡 录 以 《平面 几何 中 的 名 题 及 其 妙 解 》 为 题 ， 载 文 向 国内 
介绍 蝴蝶 定理 ， 从 此 贿 屿 定理 在 神州 大 地 传 开 ， 并 引起 了 许多 数学 爱好 者 的 
兴趣 ， 提 供 了 许多 优美 的 证 法 。 | 

蝴蝶 定理 由 于 其 美丽 的 图 形 引 起 了 世人 的 广泛 兴趣 。 因 此 ， 对 它 的 证 明 
可 算是 形式 多 样 ， 五 彩 缤纷 。 有 面积 法 、 三 角 证 法 、 计 算法 、 综 合法 、 不 等 
式 法 、 极 限 法 等 。1988 年 中 国 科技 大 学 的 单 楼 博士 给 出 了 一 个 漂亮 的 解析 证 
法 。 而 且 ， 将 蝴蝶 定理 中 的 圆 换 成 任意 圆锥 曲线 〈 椭 圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 )， 
命题 仍然 是 成 立 的 。 

在 几何 学 中 ， 有 许多 形状 优美 的 几何 名 题 因 篇 幅 的 原因 不 能 -一 介绍 。 
从 上 面 介 绍 的 这 些 几 何 名 题 我 们 可 以 感受 到 ， 不 仅仅 文学 、 音 乐 、 美 术 、 戏 
剧 、 电 影 能 给 我 们 美感 ， 在 数学 里 面 ， 这 些 优美 的 图 形 和 它们 的 证 明 过 程 ， 
同样 可 以 给 我 们 一 种 愉悦 、 惊 叹 、 振 奋 和 陶 醇 ， 这 其 实 就 是 一 种 审美 的 感受 。 
大 家 有 兴趣 的 话 ， 不 妨 去 仔细 回味 这 些 定 理 的 内 容 ， 探 索 各 种 证 法 与 推广 ， 
一 定 能 使 我 们 在 精神 上 得 到 巨大 的 享受 。 我 们 不 得 不 感慨 : 每 一 道 几 何 名 题 


都 是 一 件 精美 的 艺术 品 。 
用 思考 是 


1， 如 何 用 尺 规 作 图 〈 直 尺 没 有 刻度 ) 来 二 等 分 任意 角 ? 

2， 如 何 用 尺 规 作 图 ( 直 尺 没有 刻度 ) 作出 一 个 正方 形 ， 其 面积 为 一 已 知 
正方 形 面 积 的 二 倍 ? 

3， 氢 述 三 大 几何 作 图 难题 ， 并 简单 证 明 这 三 个 问题 用 尺 (没有 刻度 ) 规 
作 图 是 不 可 能 解决 的 。 
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“了 矛盾 不 断 出 现 ， 又 不 断 解 决 ， 就 是 事物 发 展 的 辩证 规律 .由 。 前 面 讲 
到 ， 三 大 古典 数学 难题 历经 一 千 多 年 ， 终 于 被 人 类 征服 了 。 但 正如 恩格斯 
所 言 ,，“ 高 等 数学 的 主要 基础 之 一 是 …… 矛 盾 ”,“ 但 是 连 初 等 数学 也 充满 着 
矛盾 " 包 。 数 学 中 不 断 出 现 的 尚未 解决 的 新 问题 ， 也 是 这 里 所 说 的 矛盾 。 正 
是 这 些 层 出 不 穷 的 新 间 题 ， 给 了 数学 源源 不 断 的 新 生命 。 在 近 现 代 的 数学 
里 ， 产 生 了 无 数 的 数学 难题 ， 我 们 从 中 选择 几 个 公认 的 影响 最 大 的 ， 看 看 
现代 数学 是 如 何在 与 这 些 难 题 的 较量 中 发 展 的 。 同 时 ， 这 些 例子 都 充分 体 
现 了 使 用 “ 迁 回 包 抄 ” 是 解决 数学 大 难题 的 好 办 法 ， 也 是 科学 进步 和 发 展 
的 一 个 有 效 途 径 


$1 费 马 大 定理 


一 、“ 大 定理 ”的 诞生 


所 请 的 “ 费 马 大 定理 ” (Fermat's Last Theorem)， 起 源 于 三 百 多 年 前 。 
它 耗 尽 人 类 众多 最 杰出 大 脑 的 精力 ， 也 让 于 千 万 万 业余 者 疾 迷 ， 终 于 在 1994 
年 被 安德鲁 ， 怀 尔 斯 A. Wiles) 攻克 。 

费 马 出 生 于 1601 年 ， 虽然 他 的 本 行 是 专业 律师 ,但 是 他 仍然 堪 称 17 世 
纪 最 卓越 的 数学 家 之 一 。 他 对 数论 和 微 积 分 作出 了 一 流 的 贡献 ， 也 是 解析 几 


(DD 《毛泽东 文集 》， 第 7 着，、216 页 ， 北京， 人 民 出 版 社 ，1999。 
加 《马克 思 恩 格 斯 全 集 》， 中 文 1 版 , 第 20 卷 ，133 页 北京， 人民 出 版 社 ，1971。 
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何 的 发 明 者 之 一 ， 并 且 与 帕斯卡 一 起 建立 了 概率 论 的 基础 。 他 一 生 很 少 发 表 
数学 论文 ， 他 的 研究 成 果 是 在 他 死 后 由 他 的 儿子 整理 出 版 的 。 为 了 表彰 他 的 
数学 造 衣 ， 忆 人 冠 以 数学 界 “ 业 余 王子 ”的 称号 。 

1637 年 的 一 天 ， 费 马 在 阅读 《算术 》( 上 古 希 腊 数 学 家 于 番 图 的 一 本 和 名著 ) 
中 关于 不 定 方 程 (也 称 为 丢 番 图 方程 》 问 题 的 时 候 ， 在 书 的 页 边 上 写 下 这 样 
的 字句 :“ 当 nn 之 2 的 时 候 ，a" 十 多 一 c 是 不 可 能 的 〈 这 里 a，b5，c， 7 都 是 正 
整数 )。 我 对 此 已 有 绝妙 的 证 明 ， 但 此 页 边 太 罕 写 不 下 。” 当 n= 二 2 时， 这 就 是 
我 们 所 熟知 的 毕 氏 定理 (中 国 古 代 又 称 勾 股 弦 定理 )， a 十 二 忆 ， 也 就 是 一 
个 直角 三 角形 的 斜 边 的 平方 等 于 它 的 两 直角 边 的 平方 和 。 这 个 方程 式 当 然 有 
整数 解 (其 实 有 很 多 )， 例如: a 二 3, 6 一 4, cc 一 5; a 一 6，0 一 8，c 一 10; a 二 
5，2 一 12，c 一 13; 等 等 。 费 马 声 称 当 n>>2 时 ， 就 找 不 到 满足 


ZX" 十 二 OD 


的 正 整数 解 ， 例 如 : 方程 式 zx 十 y 一 > 就 没有 正 整数 解 。 这 个 结论 就 是 “ 费 
马 大 定理 ”。 这 个 结果 看 似 非常 简单 ， 但 当 人 们 开始 试图 解决 它 的 时 候 ， 却 发 
现 其 难度 简直 超 乎 想象 ， 所 以 一 般 公认 ， 费 马 本 人 当时 不 可 能 真 的 得 到 了 正 
确 的 证 明 ， 费 马 大 定理 应 该 叫做 “ 费 己 大 猜想 ”。 


二 、 三 百年 的 艰难 前 行 


费 马 留 下 的 这 个 貌似 简单 的 问题 ， 三 百 多 年 来 吸引 了 无 数 的 数学 家 尝试 
要 去 解决 它 ， 但 大 多 徒劳 无 功 。 即 使 经 过 几 代 像 欧 拉 这 样 的 数学 天 才 的 不 懈 
努力 ， 在 漫长 的 200 年 时 间 里 ， 也 只 解决 了 x* 一 3，4，5，7 等 几 种 个 别 情 形 。 
这 个 世纪 难题 也 就 成 了 数学 界 的 心头 大 患 ， 几 乎 所 有 的 数学 家 都 想 解 之 而 
后 快 。 

19 世纪 时 法 国 的 法 兰 西 斯 数学 院 曾 经 在 1815 年 和 1860 年 两 度 悬 赏 金 
质 奖章 和 300 法 郎 给 任何 解决 这 一 难题 的 人 ， 可 惜 都 没有 人 能 够 领 到 奖赏 。 
德国 的 数学 家 沃 尔 夫 斯 克 尔 (F. P. Wolfskehl》 据说 在 年 轻 时 曾 打 算 自 杀 ， 
在 最 后 时 刻 是 费 马 定理 的 魅力 挽救 了 他 。 于 是 ， 他 后 来 在 1908 年 提供 10 
万 马克 (相当 于 160 多 万 美元 ) 给 能 够 证 明 费 马 大 定理 的 人 ， 有 效 期 间 为 
100 年 。 但 问题 实在 太 难 了 ， 很 长 一 段 时 间 内 ， 也 没有 人 能 够 拿 到 这 笔直 厚 
的 奖金 。 

20 世纪 计算 机 出 现 后 ， 许 多 数学 家 利用 电脑 演算 ， 得 到 当 2 为 很 大 时 害 
理 都 是 成 立 的 。 例 如 1983 年 电脑 专家 斯 洛 文 斯 基 借 助 电脑 证 明了 ， 当 n== 
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25%253 一 ] 时 费 马 定理 是 正确 的 。 要 知道 ，2* 江 一 1 是 一 个 天 文 数字 ， 大 约 为 
25 960 位 数 ， 即 便 如 此 ， 这 对 最 终 证 明定 理 仍然 无 济 于 事 。 数 学 家 们 最 终 要 
的 是 对 “所 有 ”的 大 于 2 的 整数 ， 结 果 都 成 立 。 


图 9 一 1 费 马 图 9 一 2 怀 尔 斯 


第 一 个 在 一 般 情形 的 研究 中 得 到 重要 结果 的 是 法 国 女 数 学 家 索 菲 。 热 尔 
曼 (S. Germain，1776 一 1831)。 由 于 当时 女性 在 数学 界 受 到 歧视 ， 她 不 得 不 
用 了 一 个 男性 假名 字 : 勒 布朗 (Leblane)。 她 用 这 个 名 字 与 高 斯 、 勒 让 德 等 
当时 的 大 数学 家 通信 ， 讨 论 数 学 问题 。 

由 于 ”一 4 的 情形 早 就 有 大 证 明 ， 所 以 容易 得 知 : 要 证 明 费 马 大 定理 ， 只 
需 证 当 ”是 奇 素 数 时 ， 定 理 成 立即 可 ， 即 要 证 明 

XZ? 十 y? 二 zf*， 户 为 育 素 数 。 © 

热 尔 曼 首先 把 素数 分 为 两 类 : (i) p 不 整除 T+，y，z 中 任何 一 个 ; (i) 
p | zyz。 她 证 明了 〈1832 年 ) 如 果 p 和 2p 十 1 都 是 奇 素数 〈 这 样 的 数 被 称 为 
热 尔 曼 素数 ) ， 则 @ 式 对 第 (i) 类 的 pp 无 解 。 此 后 ， 她 又 把 这 个 结论 推广 到 
了 一 定 范围 的 非 热 尔 曼 素数 。 

虽然 热 尔 曼 的 结果 离 费 马 猜想 的 最 后 解决 还 有 很 大 的 差距 ， 但 其 意义 仍 
然 不 可 小 规 。 首 先 ， 这 是 人 们 第 一 次 在 此 问题 上 的 一 般 成 果 ， 而 不 是 个 别 情 
形 的 验证 ; 其 次 ， 她 的 分 类 解决 的 思想 给 后 来 者 以 很 大 的 启发 。 

真正 巨大 的 突破 是 在 1847 年 ， 德 国 数学 家 库 默 (E. FE. Kummer，1810 一 
1893) 引进 “理想 数 ” 的 概念 ， 把 素数 放 进 更 大 的 “分 圆 数 域 ”( 由 有 理 整 数 
和 单位 虚 根 构成 ) 环境 中 研究 费 马 定理 。 他 也 按照 热 尔 曼 的 思想 ， 按 某 种 判 
据 把 素数 分 为 正则 的 和 非 正 则 的 两 类 ， 并 证 明了 对 正则 素数 娟 ， 费 马 大 定理 成 
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立 ， 而 对 某 些 非 正则 素数 《例如 100 以 内 的 ) ， 他 也 给 出 了 证 明 。 由 于 非 正 则 
素数 相对 很 少 ， 库 默 几 乎 就 证 明了 猜想 。 更 有 意义 的 是 ， 库 默 扩展 了 整数 的 
概念 ， 由 此 发 展 出 “代数 数论 ”这 一 现代 重要 学 科 。 

1983 年 ， 德 国 的 法 尔 廷 斯 (G. Faltings〉 取 得 叉 一 个 重大 突破 。 他 证 明 
了 : 对 任 一 固定 的 nx， 最 多 只 有 有 限 多 个 z+，y，z 满足 方程 四 。 这 个 结果 比 
库 默 的 结论 有 了 实质 的 进步 ， 并 在 世界 数学 界 引 起 了 巨大 震动 ， 法 尔 廷 斯 因 
此 获得 数学 界 最 高 奖 非 尔 兹 奖 。 


三 、 最 后 的 冲刺 


历史 的 新 转机 发 生 在 1955 年 ， 日 本 青年 数学 家 谷山 丰 (1927 一 1958) 在 
东京 的 一 个 国际 学 术 讨 论 会 上 提出 了 一 个 猜想 。 这 个 猜想 经 过 另 一 个 日 本 数 
学 家 志 村 五 郎 的 归纳 整理 ， 成 为 著名 的 “谷山 一 志 村 猜想 ”有理数 域 上 的 每 
一 条 椭圆 曲线 都 是 模 曲 线 。 

1985 年 ， 德 国 数学 家 弗 菜 〈G. Frey) 认为 费 马 大 定理 与 “谷山 一 志 村 猜 
想 ” 两 个 看 起 来 毫 不 相干 的 领域 之 间 有 着 深刻 的 联系 : 如 果 “ 谷 山 一 志 村 猜 
想 ” 是 正确 的 ,那么 费 马 大 定理 也 就 是 正确 的 。 第 二 年 夏天 ， 瑞 波 特 
(K. Ribet) 证 明了 弗 菜 的 论断 ， 于 是 ， 费 马 猜想 是 包含 在 “谷山 一 志 村 猜想 ” 
之 中 的 ， 证 明 费 马 大 定理 的 工作 就 归结 为 证 明 “ 谷 山 一 志 村 猜想 ”。 

这 个 消息 让 童年 就 痴迷 于 费 马 大 定理 的 英国 数学 家 怀 尔 斯 (A. Wiles) 
坚信 他 能 够 解决 这 个 问题 。1986 一 1993 年 的 7 年 里 ， 他 把 自己 关 进 书房 ， 
与 外 界 基 本 隔绝 ， 经 过 艰 苗 卓绝 的 研究 ， 终 于 在 1993 年 6 月 23 日 剑桥 大 学 
牛顿 数学 研究 所 作 了 题 为 《 模 形 式 、 椭 圆 曲线 与 伽 罗 华表 示 》 的 “世纪 演 
讲 ”。 在 长 达 两 个 半 小 时 的 报告 的 最 后 ， 他 宣布 : “我 证 明了 费 马 大 定理 !” 
这 个 消息 立刻 震惊 了 世界 。 不 幸 的 是 ， 数 月 后 人 们 逐渐 发 现 此 证 明 存 在 漏 
润 ， 这 一 时 又 成 了 世界 的 焦点 。 要 知道 这 个 证 明 体 系 是 千 万 个 深奥 数学 推 
理 连 接 成 的 千 百 回 转 的 逻辑 网 络 ， 任 何 一 个 环节 的 尘 洞 都 可 能 会 导致 前 功 
尺 弃 。 但 怀 尔 斯 坚信 他 有 能 力 最 终 解决 问题 。 怀 尔 斯 与 他 的 学 生花 了 14 个 
月 的 时 间 闭 门 苦战 ， 对 原先 的 证 明 加 以 修正 ， 终 于 于 1994 年 9 月 19 日 交 出 
了 完美 无 下 的 解答 。 他 的 历史 性 长 文 《 模 椭圆 曲线 和 费 马 大 定理 》 于 1995 
年 5 月 发 表 在 美国 《数学 年 刊 》 第 142 着 。 实 际 上 ， 这 一 期 的 杂志 只 有 这 
一 篇 文章 ， 共 五 章 ，130 页 。1997 年 6 月 27 日 ， 怀 尔 斯 在 德国 哥 根 廷 大 学 
领取 了 沃 尔 夫 斯 克 尔 10 万 马克 的 县 党 大奖。 虽然 当 年 的 10 万 马克 到 怀 尔 
斯 领取 时 ， 贬 值 到 只 值 5 万 美金 左右 ， 但 解决 世纪 难题 的 崇高 声誉 已 让 怀 


时 直 本 和 帮 下 者 且 小 百 硬 计生 本 和 定量 才 自生 生源 且 量 和 十 因 记者 站 烛 [| 着 重症 和 这 


尔 斯 名 列 青 史 。 除 了 这 个 悬赏 大 奖 ， 他 还 先后 获得 了 活 尔 夫 疾 (1996 年 )， 
美国 国家 科学 家 奖 (1996 年 )， 菲 尔 兹 特别 奖 (1998 年 ) 等 数学 界 的 最 高 
奖赏 。 


$2 四 色 问 题 


四 色 问 题 义 称 四 色 猜 想 ， 其 内 容 是 :“ 任 何 一 张 地 图 只 用 四 种 颜色 就 能 使 
具有 共同 边界 的 国家 着 上 不 同 的 颜色 《〈 见 图 9 一 3)。” 用 数学 语言 表示 ， 即 
“将 平面 任意 地 细 分 为 不 相 重合 的 区 域 ， 每 一 个 区 域 总 可 以 用 1、2、3、4 这 四 
个 数字 之 一 来 标记 ， 而 不 会 使 相 邻 的 两 个 区 域 得 到 相同 的 数字 。” 这 里 所 指 的 相 
邻 区 域 ， 是 指 有 一 整 段 边 界 是 公共 的 。 如 果 两 个 区 域 只 相遇 于 一 点 或 有 限 多 点 ， 


图 9 一 3 


图 9 一 4 

四 色 猜 想起 源 于 1852 年 。 当 时 ， 毕 业 于 伦敦 大 学 的 格 斯 里 (F. Guthrie) 
来 到 一 家 科研 单位 搞 地 图 着 色 工 作 时 ， 发 现 每 幅 地 图 似乎 都 可 以 用 四 种 颜色 
着 色 ， 使 得 有 共同 边界 的 国家 都 被 着 上 不 同 的 颜色 。 这 个 现象 是 不 是 一 般 规 
律 ? 能 不 能 从 数学 上 加 以 严格 证 明 ? 他 和 在 大 学 读书 的 弟弟 二 人 决心 试 一 试 ， 
可 是 很 长 时 间 没 有 进展 。 

当年 10 月 ， 他 们 就 这 个 问题 的 证 明 请 教 数学 家 德 。 摩根 (A. De Mor- 
gan。，1806 一 1871) ， 摩 根 思考 了 一 段 时 间 也 没 能 找到 解决 这 个 问题 的 途径 ， 
于 是 写 信 向 目 己 的 好 友 、 鞭 名 数学 家 哈密 尔 屯 请教。 哈密 尔 顿 接 到 信 后 即 着 
手 对 四 色 问 题 进 行 论证 。 但 直到 1865 年 哈密 尔 屯 逝世， 问题 还 是 没 能 得 到 
解决 。 
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一 、 肯 普 的 思路 


1872 年 ， 英 国 当 时 最 著名 的 数学 家 凯 菜 (A. Cayley，1821 一 1895) 正式 
回 伦敦 数学 学 会 提出 了 这 个 问题 ， 于 是 四 色 猜 想 引 起 了 世界 数学 界 的 关注 ， 
世界 上 许多 一 流 的 数学 家 都 纷纷 投身 其 中 。1878 一 1880 年 ， 肯 普 
(A. B. Kempe) 和 泰 特 〈(P. G. Tait) 两 人 分 别提 交 了 证 明 四 色 猜 想 的 论文 ， 
宣布 证 明了 四 色 和 定理， 大 家 认为 四 色 猜 想得到 了 解决 。 

肯 普 的 思路 是 这 样 的 : 首先 ， 他 把 地 图 划分 为 正规 的 和 非 正 规 的 。 如 果 
没有 一 个 国家 包围 其 他 国家 ， 或 没有 三 个 以 上 的 国家 相遇 于 一 点 ， 这 种 地 图 
就 说 是 “正规 ”地 图 〈 见 图 9 一 5)， 否 则 为 “ 非 正 规 ” 地 图 〈 见 图 9 一 6) 。 一 
张 地 图 往往 是 正规 地 图 和 非 正 规 地 图 联系 、 混 杂 在 一 起 ,但 非 正 规 地 图 所 需 
颜色 种 数 一 般 不 超过 正规 地 图 所 需 的 颜色 。 要 证 明 四 色 猜 想 成 立 ， 只 要 证 明 
不 存在 一 张 正 规 五 色 地 图 就 足够 了 。 其 次 ， 肯 普 采 用 归 雇 法 来 证 明 猜 想 。 大 
意 是 : 如 果 有 一 张 正 规 的 五 色 地 图 ， 就 会 存在 一 张 国 数 最 少 的 “ 极 小 正规 五 色 
地 图 ”; 如果 极 小 正规 五 色 地 图 中 有 一 个 国家 的 邻 国 数 少 于 六 个 ， 就 会 存在 一 张 
国 数 较 少 的 正规 地 图 仍 为 五 色 的 ， 这 样 一 来 就 不 会 有 极 小 五 色 地 图 的 国 数 ， 也 
职 不 存在 正规 五 色 地 图 了 。 这 样 肯 普 就 认为 他 已 经 证 明了 “四 色 猜 想 ”。 


9 一 S 图 9 一 6 


肯 普 的 证 明 昌 然后 来 被 发 现 是 错 的 ， 但 他 痢 明 了 两 个 重要 的 概念 。 第 一 
个 概念 是 “ 构 形 ”。 他 证 明了 在 每 一 张 正 规 地 图 中 至 少 有 一 国 具 有 两 个 、 三 
个 、 下 个 或 五 个 邻 国 ， 不 存在 每 个 国家 都 有 六 个 或 更 多 个 邻 国 的 正规 地 图 ， 
也 就 是 说 ， 由 两 个 、 三 个 、 四 个 或 五 个 邻 国 组 成 的 一 组 “ 构 形 ”是 不 可 避免 
的 ， 每 张 地 图 至 少 含有 这 四 种 构 形 中 的 一 个 《〈 克 图 9 一 7)。 

肯 普 提出 的 另 一 个 概念 是 “可 约 性 ”。 他 证 明了 只 要 五 色 地 图 中 有 一 国 具 
有 四 个 邻 国 ， 就 会 有 国 数 更 少 的 五 色 地 图 。 目 从 肯 普 引入 “ 构 形 ”“，“ 可 约 ” 
概念 后 ， 人 们 逐步 发 展 了 检查 构 形 以 决定 是 否 可 约 的 一 些 标准 方法 。 但 要 证 
明 大 的 构 形 可 约 ， 需 要 检查 大 量 的 细节 ， 这 是 相当 复 末 的 。 

11 年 后 ， 即 1890 年 ， 在 牛津 大 学 就 读 的 年 仅 29 岁 的 赫 伍 德 通 过 精确 的 
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讨 算 ， 指 出 了 肯 普 在 证 明 上 的 漏洞 。 他 指出 : 肯 普 论证 “没有 极 小 五 色 地 图 
能 有 一 国 具 有 五 个 邻 国 ”的 理由 有 破绽 。 不 久 ， 泰 特 的 证 明 也 被 人 们 否定 了 。 
不 过 人 们 发 现 他 们 实际 上 证 明了 一 个 较 弱 的 命题 一 一 五 色 定 理 。 就 是 说 对 地 
图 着 色 ， 用 五 种 颜色 就 够 了 。 后 来 ， 越 来 越 多 的 数学 家 继续 对 此 绞 尽 脑汁 ， 
但 始终 一 无 所 获 。 于 是 ， 人 们 开始 认识 到 ， 这 个 瑶 似 简单 的 问题 ， 其 实 是 一 
个 可 与 费 马 猜想 相 妨 美的 难题 。 

进入 20 世纪 以 后 ， 数 学 家 们 对 四 色 猜 想 的 证 明基 本 上 都 是 按照 肯 普 的 框 
架 在 进行 。1913 年 ， 美 国 著名 数学 家 、 哈 佛 大 学 的 伯 克 霍 夫 〈G. D. Birkhoff) 
利用 肯 普 的 想法 ， 结 合 自 己 新 的 设想 ， 证 明了 某 些 大 的 构 形 可 约 。 后 来 美国 
数学 家 富兰克林 (B. Franklin) 于 1939 年 证 明了 22 国 议 下 的 地 图 符合 四 色 猜 
想 。 此 后 不 断 有 人 沿用 富兰克林 的 办 法 ， 把 国家 数目 缓慢 增加 ， 有 人 曾 最 多 
证 明了 50 国 的 四 色 猜 想 〈 见 图 9 一 8) 。 
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三 、 问 题 的 最 后 解决 及 其 带 来 的 思考 


从 20 世纪 40 年 代 就 开始 研究 四 色 猜 想 的 海 克 ， 发 现 四 色 猜 想 可 用 寻找 
可 约 图 形 的 不 可 如 人 免 组 来 证 明 。 他 和 他 的 学 生 丢 备 编 号 了 一 个 计算 程序 ， 他 
们 用 这 个 程序 产生 的 数据 来 验证 构 形 的 可 约 性 。 

海 克 把 每 个 国家 的 首都 标 出 来 ， 然 后 把 相 邻 国家 的 首都 用 一 条 越过 边界 
的 铁路 连接 起 来 ， 除 首都 〈 称 为 顶点 ) 及 铁路 〈 称 为 弧 或 边 ) 外 ， 括 掉 其 他 
所 有 的 线 ， 剩 下 的 称 为 原 图 的 对 偶 图 。 到 了 20 世纪 60 年 代 后 期 ， 海 克 引 进 
一 个 类 似 于 在 电网 络 中 移动 电荷 的 方法 来 求 构 形 的 不 可 避免 组 。 海 死 的 研究 
中 第 一 次 采用 尚 不 成 熟 的 “放电 法 ”， 这 成 了 以 后 关于 不 可 避免 组 的 研究 万 至 
四 色 和 定理 证 明 的 中 心 要 素 。 

电子 计算 机 的 问世 使 得 演算 速度 迅速 提高 ， 这 也 大 大 加 快 了 对 四 色 猜 想 
证 明 的 进程 。 美国 伊利 诺 仇 州立 大 学 的 阿 佩 尔 (K. Appel) 与 哈 肯 
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(W. Haken) 两 位 数学 家 利用 了 三 台 高 速 的 电子 计算 机 ， 对 “四 色 猜 想 ” 进 行 
证 明 。 他 们 运用 “不 可 避免 性 ”理论 ， 对 10 000 个 图 进行 检验 ， 从 中 分 出 近 
2 000 张 特别 的 图 ， 由 这 些 图 就 能 证 明 “ 四 色 问 题 ” 是 对 的 。 他 们 对 每 一 张 地 
图 都 使 用 了 20 万 种 可 能 的 方法 着 色 ， 计 算 机 经 过 1 200 小 时 的 计算 , 作 了 约 
200 亿 个 逻辑 判定 ， 终 于 在 1976 年 6 月 证 明了 这 个 数学 名 题 。 如 果 这 一 过 程 
要 人 工 计算 的 话 ， 需 要 用 几 十 万 年 的 时 间 。 伊 利 诺 伊 数学 杂志 的 审 稿 人 对 阿 
佩 尔 与 哈 肯 证 明 的 审查 ， 也 是 通过 计算 机 来 实现 的 。 

“四 色 猜 想 ” 终 于 得 到 了 证 明 ， 成 为 了 “四 色 定 理 ”， 这 是 一 百 多 年 来 吸 
引 许多 数学 家 与 数学 爱好 者 的 一 件 大 事 。 当 两 位 数学 家 将 他 们 的 研究 成 果 发 
表 的 时 候 ， 伊利 诺 伊 的 邮局 在 当天 发 出 的 所 有 邮件 上 都 加 盖 了 “四 色 吓 够 ” 
的 特制 邮戳， 以 庆祝 这 一 难题 获得 解决 。 

应 该 说 ,“ 四 色 定 理 ” 本 身 没 有 什么 突出 的 实用 价值 ， 人 们 可 以 用 四 种 颜 
色 绘 制 地 图 ， 也 可 用 更 多 的 颜色 区 分 填 移 ， 佑 它 则 折 的 证 明 历程 使 人 深思 ， 
激发 人 们 敢于 面 对 困 难 ， 迎 接 挑战 ， 去 探索 问题 的 真 诺 。 阿 佩 尔 与 哈 肯 的 工 
作 “〈 即 四 色 猜 想 的 计算 机 证 明 ) 的 贡献 主要 也 不 在 于 证 明定 理 本 身 ， 而 在 于 
用 计算 机 解决 了 人 们 多 年 来 无 法 解决 的 理论 问题 。 它 表明 ， 靠 人 与 机 器 合作 ， 
有 可 能 完成 连 最 著名 的 数学 家 至 今 也 束手无策 的 工作 ， 带 来 人 类 认识 能 力 的 
一 个 飞跃 ， 极 大 地 推动 以 计算 机 为 基础 的 人 工 智 能 的 发 展 。 

在 “四 色 问 题 ” 的 研究 过 程 中 ， 不 少 新 的 数学 理论 随 之 产生 ， 也 发 展 了 
很 多 数学 计算 技巧 ， 如 将 地 图 的 着 色 问 题 化 为 图 论 问 题 ， 丰 富 了 图 论 的 内 容 。 
“四 色 问 题 ”在 更 有 效 地 设计 航空 班机 日 程 表 、 计 算 机 的 编码 程序 上 都 起 到 了 


推动 作用 。 
至 此 四 色 问 题 似 乎 已 经 得 到 解决 ， 但 人 们 并 不 满足 于 取得 的 成 就 。 问 题 
主要 集中 在 : 


(1) 阿 佩 尔 与 哈 肯 的 机 器 证 明 能 不 能 简化 ? 

《2) 可 不 可 以 不 用 计算 机 而 给 出 逻辑 上 的 证 明 ? 

这 些 问 题 特别 是 后 者 仍 吸 引 着 有 志 者 继续 进行 探索 。 因 为 按照 数学 的 传 
统 看 法 ， 阿 佩 尔 与 蛤 肯 的 机 器 证 明 严 格 来 说 不 算 “ 证 明 ”， 顶 多 是 “验证 ”， 
所 以 直到 现在 ， 仍 有 不 少数 学 家 和 数学 爱好 者 还 在 寻找 更 简洁 的 逻辑 证 明 方 
法 。 例 如 我 国 四 川 省 中 学 教师 李 中 平 ， 多 年 来 坚持 研究 四 色 问 题 ， 并 于 2007 
年 3 月 ， 写 出 《四 色 问 题 揭 谜 》 一 书 。 李 中 平 运用 自己 的 理论 和 数学 方法 能 
计算 出 任何 一 幅 地 图 着 色 的 实际 结果 ， 这 些 研 究 对 于 科学 普及 、 科 技 制作 活 


” 动 都 很 有 帮助 。 
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$3 哥 德 巴赫 猜想 


在 数学 的 历史 上 ， 曾 有 许多 和 素数 有 关 的 猜想 。 这 些 猜想 有 些 已 经 得 到 
解决 ， 有 些 至 今 仍然 在 挑战 着 人 类 的 智慧 。 其 中 最 著名 的 一 个 孜 怕 就 是 “ 哥 
德 巴赫 猜想 ”了 。 


一 、 何 谓 “ 哥 德 巴赫 猜想 


哥 德 巴 赫 〈C. Goldbach，1690- 一 1764》 出生 于 普鲁士 柯 尼 斯 堡 ( 今 加 里 
宁 格 勒 ;， 曾 在 英国 牛津 大 学 学 习 。 他 原来 学 的 是 法 学 ， 曾 担任 中 学 数学 教 
师 。 由 于 他 在 欧洲 各 国 访问 期 间 结 识 了 但 努 利 家 族 ， 所 以 对 数学 研究 产生 了 
兴趣 并 做 了 很 多 有 意义 的 研究 工作 。1725 年 哥 德 巴 赫 到 了 俄国 ， 同 年 被 选 为 
彼得 保科 学 院 院士 ，1725 一 1740 年 担任 彼得 堡 科学院 会 议 秘书 。 
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在 1742 年 6 月 ?7 日 给 欧 拉 的 一 封 信 中 ， 哥 德 巴赫 提出 了 一 个 命题 。 他 写 
道 :“ 我 的 问题 是 这 样 的 ， 随便 取 某 一 个 奇数 ， 比 如 77， 可 以 把 它 写成 三 个 素 
数 之 和 : 77==53 十 17 十 7;， 再 任 取 一 个 奇数 ， 比 如 461，461 王 449 十 7 十 5， 也 
是 三 个 素数 之 和 ，461 还 可 以 写成 257 十 199 十 5， 仍 然 是 三 个 素数 之 和 。 这 
样 ， 我 发 现 : 任何 大 于 7 的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 。 但 这 怎样 证 明 呢 ? 虽然 
做 过 的 每 一 次 试验 都 得 到 了 上 述 结 果 , 但 是 不 可 能 把 所 有 的 奇数 都 拿 来 检验 ， 
需要 的 是 一 般 的 证 明 ， 而 不 是 个 别 的 检验 。” 
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欧 拉 在 同年 6 月 30 日 给 他 的 回信 中 说 ， 他 相信 这 个 猜想 是 正确 的 ， 但 
是 他 也 给 不 出 严格 的 证 明 。 同 时 欧 拉 又 提出 了 另 一 个 命题 : 任何 一 个 大 于 6 
的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ， 但 是 这 个 命题 他 也 没 能 给 予 证 明 。 不 难看 出 ， 
哥 德 巴赫 的 命题 是 欧 拉 命题 的 推论 。 事 实 上 ， 任何 一 个 大 于 ?7 的 奇数 都 可 
以 写成 如 下 形式 ， 2N 十 1 二 3 十 2(N 一 1)。 若 欧 拉 的 命题 成 立 ， 则 偶数 2 
(N 一 1) 可 以 与 成 两 个 素数 之 和 ， 于 是 奇数 2N 十 1 可 以 写成 三 个 素数 之 和 ， 
从 而 ， 对 于 大 于 7 的 奇数 ， 哥 德 巴 赫 的 命题 成 立 。 但 是 哥 德 巴赫 的 命题 成 
立 并 不 能 保证 欧 拉 命题 的 成 立 。 因 而 欧 拉 的 命题 比 哥 德 巴 赫 的 命题 要 求 
更 高 。 

显然 ， 两 个 命题 中 只 需 证 明 欧 拉 的 命题 就 够 了 。 由 于 问题 是 源 于 哥 德 巴 
赫 ， 所 以 通常 把 这 两 个 命题 统称 为 “ 哥 德 巴 赫 猜 想 ?”。 不 过 在 通俗 的 介绍 中 ， 
哥 德 巴赫 猜想 更 多 的 是 指 “ 欧 拉 猜 想 ”。 


一 、 迁 回 包 抄 


欧 拉 是 当时 欧洲 最 伟大 的 数学 家 ， 由 于 以 下 原因 : 

(1》 他 对 哥 德 巴赫 猜想 的 信心 ， 

(2》 像 他 这 样 首 屈 一 指 的 数学 家 都 不 能 证 明 这 个 命题 ， 

(3) 这 个 问题 的 叙述 又 是 如 此 的 简单 ， 

这 个 猜想 引起 了 整个 欧洲 万 至 进 界 数学 界 的 注意 。 数 学 家 们 对 一 个 个 偶数 开 
台 进 行 验算 ， 例 如 :6 一 3 十 3，8 一 3 十 5，10 一 5 十 5 一 3 十 7，12 一 5 寸 7，14 一 
7 十 7 一 3 十 11，16 一 5 十 11，18 一 5 十 13，…， 有 人 一 直 算 到 3. 3 亿 ， 都 表明 猜 
想 是 正确 的 。 但 是 对 于 一 般 的 情形 仍然 不 能 作出 证 明 。 直 到 19 世纪 末 ， 彬 德 
巴赫 猜想 的 一 般 证 明 也 没有 任何 进展 。 哥 德 巴 赫 猜 想 由 此 成 为 数学 皇冠 上 一 
颗 可 望 不 可 即 的 “明珠 ”。 

事情 的 转机 归 因 于 1900 年 ，20 世纪 伟大 的 数学 家 和 希 尔 伯 特 在 世界 数学 
家 大 会 上 作 了 一 篇 影响 深远 的 报告 ， 提 出 了 20 世纪 有 挑战 性 的 23 个 数学 
问题 。 哥 德 巴赫 狂想 是 第 8 个 问题 的 一 个 子 问 题 。 此 后 ，20 世纪 的 数学 家 
们 在 世界 范围 内 “联手 ”进攻 “ 哥 德 巴 替 猜 想 ” 的 堡垒 ， 终 于 取得 了 瘤 烛 
的 成 果 。 

1937 年 ， 前 苏联 数学 家 维 诺 格 拉 多 夫 (I M. Vinogradov，1891 一 1983) 
利用 他 独创 的 “三 角 和 ”方法 证 明了 三 素数 定理 ， 即 ， 存在 正 数 C 使 得 每 个 
大 于 C 的 奇数 是 3 个 奇 素 数 之 和 。 不 过 ， 维 诺 格 拉 多 夫 的 “C” 要 求 很 大 很 
大 ， 与 哥 德 巴 赫 猜 想 的 要 求 仍 相距 其 远 。 


世间 


直接 证 明 哥 德 巴赫 猜想 难度 太 大 ， 于 是 聪明 的 数学 家 们 采取 了 迁 回 战术 。 
先 考虑 把 偶数 表示 为 两 奇数 之 和 ， 而 每 一 个 奇数 又 是 有 限 个 素数 之 积 ， 这 样 
的 奇数 称 为 “ 殖 素 数 ”( 例 如，15 一 3X5 有 2 个 素 因 子 ，27 二 3X3X3 有 3 个 
素 因 子 ， 它 们 都 是 列 素 数 )。 这 样 ， 得 到 了 如 下 的 命题 表述 : “每 一 个 大 偶数 
可 以 表示 成 为 两 个 玛 素 数 之 和 ， 其 中 一 个 殉 素 数 的 质 因 于 个 数 不 超 过 a， 另 一 
个 列 素 数 的 质 因 子 个 数 不 超 过 b”。 

如 果 我 们 把 上 述 命 题 简称 为 “a 十 so”， 那 么 哥 德 巴 赫 猜 想 就 是 “1 十 1”。 

1920 年 ， 挪 威 数学 家 布朗 用 一 种 古老 的 筛 法 证 明了 “9 十 9”， 这 是 一 个 划 
时 代 的 开端 。 它 划 定 了 进攻 “ 育 德 巴赫 猜想 ”的 “大 包围 图 ”， 并 使 得 数学 家 
找到 了 解决 问题 的 途径 。 从 这 个 “9 十 9” 开 始 ， 人 们 一 步 步 “ 缩 小 包围 圈 ”: 

1924 年 ， 德 国 的 拉 特 马赫 证 明了 “7 十 7”，; 

1932 年 ， 严 国 的 埃 斯 特 曼 证 明了 “6 士 6”; 

1937 年 ， 意 大 利 的 草 西 先后 证 明了 “5 十 7”，“4 十 9”，“3 十 15” 和 “2 十 
366”; 

1938 年 ， 苏 联 的 布 赫 夕 太 过 证 明了 “5 十 5”; 

1940 年 ， 苏 联 的 布 赫 夕 太 勃 证 明了 “4 十 4”; 

1948 年 ， 匈 牙 利 的 瑞 尼 证 明了 “1 十 c”， 其 中 c 是 一 很 大 的 自然 数 ; 

1956 年 ， 中 国 的 王 元 证 明了 “3 十 4”; 

1957 年 ， 中 国 的 王 元 先后 证 明了 “3 十 3” 和 “2 十 3”; 

1962 年 ， 中 国 的 潘 承 洞 和 苏联 的 巴尔 巴 恩 证 明了 “1 十 5”， 中 国 的 王 元 证 
明了 “1 十 4”; 

1965 年 ， 苏 联 的 布 赫 夕 太 勃 、 小 维 诺 格拉 多 夫 以 及 意大利 的 朋 比 利 证 明 
了 “1 十 3”; 

1966 年 ， 中 国 数学 家 陈景润 宣布 证 明了 “1 十 2”，1973 年 ， 陈 景 润 的 论 
文正 式 发 表 ， 在 世界 上 引起 尔 动 。 这 是 迄今 为 止 最 好 的 结果 ， 被 世界 数学 界 
称 为 “ 陈 氏 定理 ”。 

顺便 说 明 ， 我 国 最 早 从 事 哥 德 巴 薪 猜想 研究 的 数学 家 是 华 罗 康 。1936 一 
1938 年 ， 他 赴 英 国 剑 桥 大 学 留学 ， 在 数论 泰斗 哈代 《〈G. H. Hardy，1877 一 
1947) 的 指导 下 从 事 数 论 研 究 ， 并 开始 研究 哥 德 巴赫 猜想 ， 取 得 了 很 好 的 成 
果 ， 他 证 明了 对 于 “几乎 所 有 ”的 偶数 ， 猜 想 都 是 正确 的 。1950 年 ， 华 罗 庚 
从 美国 回国 ， 在 中 科 院 数学 研究 所 组 织 数 论 研 究 讨 论 班 ， 选 择 哥 德 巴 欧 猜想 
作为 讨论 的 主题 ， 并 指导 他 的 一 些 学 生 研 究 这 一 问题 。 王 元 、 潘 承 洞 和 陈 景 
润 等 都 是 这 个 数论 讨论 班 的 学 生 。 
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男 外 ， 值 得 注意 的 是 ， 目 前 所 有 关于 “a 十 6b” 命 题 的 证 明 中 都 有 一 个 
“大 偶数 ”的 条 件 ， 而 这 个 “大 ”到 底 是 多 大 没有 明确 的 标准 ， 所 以 用 这 种 方 
法 得 出 的 结论 本 质 上 是 有 别 于 哥 德 巴赫 猜想 的 。 

三 、 膛 望 “明珠 ” 

1， 上 明珠 有 多 亮 

在 我 国 ， 奴 怕 最 著名 的 数学 难题 就 是 哥 德 巴 替 猜 想 了 。 其 中 原因 是 多方 
面 的 ， 但 最 大 的 原因 可 能 在 于 这 个 问题 的 通俗 性 。 但 我 们 站 在 科学 的 角度 到 
底 应 该 怎样 正确 看 待 哥 德 巴 幸 猜 想 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 可 以 首先 思考 
一 下 : 为 什么 从 陈景润 之 后 到 今天 ， 哥 德 巴赫 猜 想 的 证 明 没 有 本 质 进展 ? 现 
在 一 般 认 为 ， 主 要 原因 有 两 个 : 

(1) 猜想 的 难度 实在 太 大 。 

哥 德 巴赫 猜想 的 内 容 十 分 简洁 ， 但 它 的 证 明 却 异乎 寻常 的 困难 。 这 一 点 
从 猜想 诞生 的 那天 直至 今天 的 曲折 历程 可 以 得 到 证 实 ， 数 学 大 师 的 断言 也 是 
如 此 。 例 如 ，1921 年 ， 英 国 数 论 学 家 哈代 就 在 德国 哥 德 蛤 根 数学 会 的 演讲 中 ， 
宣称 猜想 的 困难 程度 “是 可 以 与 数学 中 任何 未 解决 的 问题 相 比 拟 的 ”。 虽 然 经 
过 前 述 和 若干 代 人 的 艰 昔 努力 ， 到 陈景润 为 止 ， 得 到 了 极 大 的 进展 ， 但 如 果 没 
有 新 的 数学 思想 和 数学 方法 出 现 ， 解 决 这 个 问题 的 和 希望 瓦 怕 是 泊 茫 的 。 

20 世纪 的 数学 家 们 人 研究 哥 德 巴 严 猜想 所 采用 的 主要 方法 ， 有 律 法 、 贺 法 、 
密 率 法 以 及 三 角 和 法 等 数学 方法 。 按 照 剑 桥 大 学 教授 、 菲 尔 兹 奖 得 主 贝克 和 尔 
以 及 中 科 院 数学 与 系统 科学 研究 所 研究 员 巩 徐 洲 的 看 法 , “陈景润 先生 生前 已 
将 现 有 的 方法 用 到 了 极致 ， 使 用 现 有 的 方法 “在 解决 这 类 数学 难题 时 ， 可 能 
一 二 百年 内 都 难 有 进展 ”。 我 国 当 代 著 名 的 数学 家 、 在 猜想 证 明 过 程 中 作出 过 
重大 贡献 的 王 元 和 潘 承 洞 也 认为 :“ 现 在 看 不 出 沿 着 人 们 所 设想 的 途径 有 可 能 
去 解决 这 一 猜想 ”，“ 对 哥 德 巴 赫 猜 想 的 进一步 研究 ， 必 须 有 一 个 全 新 的 思 
路 ”。 
(2) 现代 “主流 ”数学 界 对 哥 德 巴赫 猜想 的 兴趣 不 大 ，。 
美国 马萨诸塞 州 著名 的 克 雷 数学 研究 所 CMI》 于 2000 年 5 月 对 七 个 数 
学 难题 每 一 个 悬赏 100 万 美元 。 这 十 个 “千年 大 奖 问 题 ” 是 : NP 完全 问题 、 
霍 奇 猜想 、 庞 加 菜 猜 想 、 黎 曼 假 设 、 杨 -米尔 斯 理论 、 纳 卫 尔 -斯 托 可 方程 、 
BSD 猜想 ， 但 并 未 将 哥 德 巴赫 猜想 包括 在 内 。 这 是 为 什么 ? 我 们 前 面 说 到 哥 
德 巴 赫 猜 想 是 包含 在 希 尔 伯 特 在 志 界 数学 家 大 会 上 提出 的 23 个 挑战 性 的 问题 
中 的 。 事 实 上 ， 它 是 第 8 个 问题 的 一 个 子 问题 ， 第 8 个 问题 还 包含 了 黎 曼 猜 


第 九 讲 ” 迁 回 包抄 一 一 攻克 现代 数学 三 大 难题 < << 


[和 


想 〈 也 叫 黎 曼 假设 ， 和 挛 生 素数 猜想 。 现 代数 学 界 普遍 认为 ， 虽然 从 难度 上 
讲 这 些 猜想 不 相 上 下 ， 但 最 有 价值 的 是 黎 曼 假设 。 若 黎 曼 假设 能 够 成 立 ， 很 
多 与 之 相关 的 问题 就 都 有 了 答案 ， 而 哥 德 巴赫 猜想 和 李 生 素数 猜想 相对 来 说 
比较 孤立 ， 同 其 他 数学 学 科 的 联系 不 太 密切 。 若 单纯 地 解决 了 这 两 个 问题 ， 
对 其 他 问题 的 解决 意义 不 是 很 大 。 所 以 现代 的 数学 家 倾向 于 在 解决 其 他 更 有 
价值 的 问题 的 同时 ， 发 现 一 些 新 的 理论 或 新 的 工具 , “顺便 ”解决 哥 德 巴赫 狂 
想 。 所 以 ， 哥 德 巴赫 猜想 就 被 相对 “搁置 ”起 来 了 。 

如 此 著名 的 问题 为 什么 会 车 到 “冷遇 ”? 看 看 下 面 的 例子 ， 就 会 明白 数学 
家 的 道理 。 

1696 年 ， 瑞 士 数学 家 伯 努 利 兄弟 向 数学 界 提出 挑战 ， 提 出 了 最 速 降 线 的 
问题 。 牛 顿 用 非凡 的 微 积 分 技巧 解 出 了 最 速 降 线 方程 ， 约 翰 。 伯 努 利用 光学 
的 办 法 也 巧妙 地 得 出 了 结果 ， 而 雅 可 比 * 伯 努 利用 比较 麻烦 的 办 法 解决 了 这 
个 问题 。 如 果 孤 立地 看 ， 牛 顿 和 约翰 的 方法 技巧 更 高 、 更 漂亮 ， 雅 可 比 的 方 
法 最 复杂 ， 但 是 在 他 的 方法 上 发 展 出 了 解决 这 类 问题 的 普遍 办 法 一 一 变 分 法 。 
现在 来 看 ， 雅 可 比 的 方法 确实 是 最 有 意义 和 价值 的 。 

下 面 我 们 简单 介绍 一 下 黎 曼 假设 。 

黎 曼 在 1858 年 写 了 一 篇 关于 素数 分 布 的 论文 ， 其 中 提出 了 有 名 的 黎 曼 
假设 ， 

黎 曼 5 函数 


tls) 一 开 (1 一 未 ) (其 中 忆 为 全 体 素数 的 集合 ) 


的 所 有 非 平凡 零点 都 位 于 复 平面 上 Re(s) 一 广 的 直线 上 。 所 谓 的 “ 非 平凡 零 


点 ”是 指 除了 类 似 ;二 一 2n 这 样 的 “平凡 零点 ”之 外 的 零点 。 

黎 曼 假设 涉及 复 变 函数 论 和 解析 数论 ， 这 些 学 科 中 的 很 多 问题 都 依赖 于 
黎 曼 假设 。 在 代数 数论 中 的 广义 黎 受 假 设 更 是 影响 深远 。 知 能 证 明 黎 曼 假 访 ， 
则 可 带动 许多 相关 问题 ,例如 阿 丁 猜想 ， 维 尔 猜想 ， 衣 兰 计 划 ， 雷 彻 与 斯 混 
尔 顿 ~ 戴尔 猜想 ， 量 子 混沌 与 假设 的 歼 曼 流 ，Zeta 基数 以 及 工 图 数 等 问题 的 
全 究 。 

应 该 说 明 ， 我 们 上 面 表述 的 数学 界 的 观点 并 没有 否认 妆 德 巴 苗 猜想 的 价 
值 。 作 为 一 个 基础 性 的 数学 问题 ， 我 们 不 能 要 求 马上 就 找到 它 的 应 用 ， 也 不 
需要 过 于 强调 它 在 整个 科学 体系 中 的 位 置 。 事 实证 明 ， 很 多 重要 的 数学 定理 
并 不 是 当时 就 发 现 了 它 的 巨大 作用 的 。 所 以 ， 我 们 不 能 贬低 像 哥 德 巴 赫 猜 想 
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这 样 的 纯 基 础 问题 的 重要 性 。 此 外 ,在 目前 还 没有 找到 有 效 办 法 之 前 ， 把 某 
些 难 度 极 大 的 问题 暂时 搁置 一 段 时 间 ， 也 不 失 为 明智 之 举 。 也 许 等 数学 发 展 
到 一 定 阶 段 ， 新 的 数学 思想 和 处 理 方法 、 工 具 产 生 了 ， 这 类 问题 的 解决 也 就 
水 到 渠 成 了 。 

2. “民间 数学 家 ”的 热情 

很 长 一 段 时 间 以 来 ， 每 当 我 国 各 类 数学 大 会 开 攻 前 夕 ， 一 些 “ 民 间 数 学 
家 ”纷纷 致 信 大 会 组 委 会 或 者 中 科 院 数学 所 ， 声 称 自 己 “ 已 完全 证 明 ” 了 哥 
德 巴 欧 猜想， 引起 了 社会 的 关注 。 也 不 断 有 人 拿 着 猜想 的 “证 明 结 果 ” 轮 流 
拜访 多 位 数学 家 ， 还 不 时 传 出 “农民 成 功 证 明 哥 德 巴赫 猜想 ”"、“ 拖 拉 机 手 摘 
得 “ 皇 厨 上 的 明珠 ”” 等 “爆炸 性 新 闻 ”。 中 科 院 研究 员 李 福安 说 他 在 20 年 间 
曾 “ 收 到 200 多 封 信 ， 他 们 的 选 题 主要 集中 在 哥 德 巴赫 猜想 上 ”。 其 实 不 只 在 
我 国 ， 国 外 也 有 这 种 现象 。 比 如 在 相 林 国际 数学 大 会 期 间 ， 就 有 人 在 会 场 张 
贴 论文 ， 宣称 自己 证 明了 “1 十 1”。 

“民间 数学 家 ”解决 哥 德 巴赫 猜想 大 多 是 用 初等 数学 来 解决 问题 。 例 如 我 
国有 名 的 “民间 数学 家 ”将 春 瞪 就 声称 费 马 大 定理 、 黎 曼 假 设 和 哥 德 巴赫 猜 
想 二 个 难题 都 钻 他 用 初等 数学 方法 解决 ， 并 且 解 决 得 特别 “轻松 ”。 比 如 他 在 
2001 年 于 《争鸣 与 探讨 》 上 发 表 的 《 黎 曼 假设 的 否定 》 就 只 有 半 页 纸 〈 见 图 
9 一 11)， 且 用 到 的 只 是 中 学 数学 中 的 简单 公式 a 一 上 三 (Ca 十 所 (a 一 6)。 据 他 
本 人 说 ， 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 也 只 用 了 10 行 文字， 显然 这 是 不 符合 常理 的 。 


2000 年 美国 公布 100 万 美元 奖励 黎 =|p|0—p O71pl(+tp 1 1=0)8() 
学 假设 证 明 。 本 文 用 中 学 数学 a? 一 所 二 (3) 
(4 十 5)(a 一 0 天 0, 即 ae 十 50 和 ae 一 0 天 0 1986 年 Hadmard 和 Vallee Poussion 
否定 黎 曼 假设 。 独立 证 明了 ZC1 十 12) 关 0, 从 (3) 我 们 有 
我 们 定义 黎明 zeta 函数 . 1 . 1 . 
~ 1 一 上 | 一 一世 一 -十 志 0 
cs)—=|B1 C1—p-), C1) st =t( Dt)a( s+) 


其 中 pp 为 所 有 素数 ,S 二 8 二 ti,i= Vv 一 1。 (4) 


. 1 _ 从 (4) 我 们 有 
黎 曼 假设 , 当 S 二 -十 如 时 ,有 无 限 


¢( 志 t+) 和 p(t ) 0 (5) 


也 叫 芝 由 驹 燃 江 
南 约 油 〇 


多 个 上 值 使 得 | 
5( 坟 七 二) 一 0 Ming( 于 二 如) 一 0， 但 ze*0,5( 己 +ti ) 专 
我 们 定义 8 饮 数 点 计算 都 是 错误 的 ,他 们 计算 是 为 了 满足 
人 5D 和 2) 我们 有 有 应 明了 了 (和 -十 上 ?0 
(25)=|p|(1—p-:)-! 用 相同 方法 也 各 如 , 
> 其 中 SP0。 


图 9 一 11 蒋 春 因 的 “证 明 ” 
为 什么 “民间 数学 家 ” 们 如 此 醉心 于 哥 德 巴赫 猜想 ， 而 不 关心 黎 曼 猜想 
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之 类 的 更 有 意义 的 问题 呢 ? 一 个 重要 的 原因 就 是 ， 获 曼 猜想 对 于 没有 系统 学 
习 过 数学 的 人 来 说 ， 想 读 明白 是 什么 意思 都 很 困难 。 而 哥 德 巴赫 猜想 对 于 小 
学 生来 说 都 能 读 慌 。 任 何人 只 要 知道 了 奇数 和 偶数 、 合 数 和 素数 的 概念 ， 就 
可 以 对 偶数 进行 验算 ， 验 算 中 就 会 发 现 ， 他 所 能 验算 到 的 偶数 都 符合 这 个 猜 
想 ， 这 样 他 就 党 得 他 也 可 以 试 着 解决 这 个 问题 。 加 上 这 个 看 起 来 简单 的 问题 
一 直 都 没有 人 能 攻克 它 ， 于 是 激 起 了 人 们 内 心 想 要 解决 它 的 征服 欲 。 

然而 ， 从 数学 目 身 的 科学 性 以 及 实践 的 情况 来 看 ， 仅 仅 懂 得 初等 数学 是 
无 法 解决 哥 德 巴 赫 猜 想 这 样 的 难题 的 。 李 福安 研究 员 评 论 那 些 寄 给 他 的 “证 
明 ” 时 说 ,“ 从 来 稿 中 可 以 看 出 ， 不 少 作 者 既 缺 乏 基本 的 数学 素养 ， 又 不 去 阅 
读 别 人 的 数学 论文 ， 绪 果 都 是 错 的 ”。 

要 知道 ， 如 果 从 古 和 希腊 算 起 ， 科 学 发 展 到 今天 ， 已 历时 两 千 多 年 ， 现 代 
数学 发 展 也 经 过 了 三 四 百年 。 知 识 之 山 是 由 一 代 代 科学 家 的 心血 累积 起 来 的 ， 
我 们 现今 教科 书 上 的 一 页 纸 ， 可 能 就 曾经 耗费 了 几 代 科学 家 的 毕生 精力 。 一 
个 人 在 今天 独立 地 发 现 比 如 杠杆 原理 、 毕 达 哥 拉 斯 定理 等 早期 科学 原理 并 不 
是 没有 可 能 。 学 生 在 学 习 的 时 候 ， 根据 所 学 的 内 容 举 一 反 三 、 有 所 心得 、 有 
所 创造 都 是 可 能 的 。 但 是 ， 如 果 一 个 人 企图 完全 依靠 自己 的 能 力 ， 把 茶 一 领 
域 已 有 的 知识 重新 发 现 出 来 ， 重 建 一 座 科 学 之 山 ， 或 者 超越 整个 山体 ， 直 接 
达到 山 的 顶峰 ， 那 都 是 绝 无 可 能 的 。 

为 此 ， 许 多 数学 家 对 数学 爱好 者 提出 忠告 : 如 果真 想 在 哥 德 巴赫 猜想 证 
明 上 做 出 成 绩 ， 最 好 先 系 统 掌握 相应 的 数学 知识 ， 以 免 走 不 必要 的 弯路 。 就 
如 吴 文 俊 等 数学 家 说 的 , “ 像 哥 德 巴 赫 猜 想 这 样 的 难题 ， 应 该 让 “专门 家 ”去 
搞 ， 不 应 该 成 为 一 场 “群众 运动 '”,“ 民 间 人 人士 热爱 科学 的 热情 应 该 保护 ， 但 
我 们 不 提倡 民间 人 士 去 攻 世 界 数学 难题 。 他 们 可 以 用 这 种 热情 去 做 更 合适 的 
事情 ”。 

3， 到 底 还 有 多 运 

由 于 陈景润 证 明了 “1 十 2*?>， 人 类 距离 哥 德 巴 赫 猜 想 的 最 后 结果 “1 十 1” 
似乎 仅 有 一 步 之 听 了 。 但 这 最 后 的 一 步 还 有 多 长 ? 这 个 问题 其 实 很 难 回答 。 

一 方面 ， 由 于 前 面 提 到 的 两 个 原因 ， 哥 德 巴 赫 猜 想 的 最 后 解决 也 许 还 要 
历经 一 个 六 长 的 探索 过 程 。 - 

也 许 是 希 尔 伯 特 那 份 关 于 23 个 问题 的 报告 的 原因 ， 目 前 关于 素数 的 研究 
大 多 集中 在 哥 德 巴 替 猜 想 、 挛 生 素数 猜想 和 黎 曼 狂想。 这些 猜想 经 过 数学 家 
们 几 百 年 的 努力 没有 一 个 得 到 真正 的 解决 。 它 们 的 一 个 共同 点 是 素数 的 分 布 
问题 ， 但 是 素数 分 布 到 底 是 有 规律 的 还 是 无 规律 的 ， 人 们 一 时 也 难以 弄 清 。 
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还 有 ， 黎 曼 猜 想 和 其 他 两 个 猜想 ， 它 们 之 间 到 底 谁 是 因 、 谁 是 果 ， 目 前 也 难 
以 确定 。 如 果 哥 德 巴赫 猜想 与 挛 生 素数 狂想 是 因 ， 那 么 ， 黎 曼 猜 想 一 定 要 依 
赖 前 者 的 首先 证 明 ; 反 过 来 ， 如 果 黎 曼 猜 想 是 因 ， 那 么 ， 哥 德 巴 蔡 猜想 必须 
依赖 于 黎 曼 猜想 的 首先 证 明 。 在 两 者 不 知 因果 的 情况 下 ， 我 们 更 加 无 法 预期 
这 些 问 题 哪 一 天 会 得 到 最 后 解决 。 

另 一 方面 ， 由 于 科学 发 现 有 时 候 具 有 偶然 性 ， 如 和 在 研究 其 他 数学 问题 
的 时 候 ， 有 新 的 思想 和 新 的 方法 出 现 ， 或 者 有 一 天 数学 家 发 现 了 某 个 领域 的 
问题 可 以 和 哥 德 巴赫 猜想 联系 起 来 ， 这 类 大 难题 说 不 定 也 可 能 短期 内 就 会 得 
到 解决 。 回 想 费 马 大 定理 的 解决 ， 不 就 是 依赖 于 弗 莱 和 把 它 与 “谷山 一 志 村 
猜想 ”联系 了 起 来 吗 ? 椭圆 曲线 、 模 曲线 属于 代数 几何 领域 ， 费 马 大 和 定理 是 
数论 的 问题 ， 这 是 两 个 看 起 来 毫 不 相干 的 领域 ， 但 是 它们 次 藏 的 内 在 联系 一 
旦 被 天 才 的 数学 家 发 现 ， 立 即 就 会 产生 惊人 的 效果 。 

其 实 ， 哥 德 巴赫 猜想 一 下 子 解 决 不 了 ， 说 不 定 还 是 好 事 呢 ! 想 想 当年 希 
尔 伯 特 曾经 宣称 自己 解决 了 费 马 大 定理 ， 但 却 不 公布 自己 的 方法 。 别 人 问 他 
为 什么 ， 他 回答 说 : “这 是 一 只 下 人 金 蛋 的 鸡 ， 我 为 什么 要 杀 掉 它 ?” 的 确 ， 在 
解决 费 马 大 和 定理 的 历程 中 ， 产 生 和 发 展 了 很 多 新 兴 的 数学 学 科 和 有 用 的 数学 
工具 ， 如 库 默 的 研究 导致 了 代数 数论 的 产生 ,，“ 谷 山 一 志 村 猜想 ”及 其 研究 使 
得 椭 殴 曲线 、 模 形式 等 得 到 更 好 的 发 展 。 

所 以 ， 我 们 不 妨 期 待 着 哥 德 巴赫 猜想 以 及 与 之 有 关 的 黎 曼 猜想 等 都 成 为 
“下 金 蛋 的 鸡 ”， 让 它们 能 够 催生 出 更 多 的 新 思想 、 新 方法 ， 孵 化 出 更 多 的 新 
学 科 、 新 理论 。 


所 恩 考题 


1. 简 述 现代 三 大 数学 难题 及 其 解决 思路 。 

2.， 四 色 定 理 的 计算 机 证 明和 传统 逻辑 推理 证 明 有 什么 不 同 之 处 ?说 说 你 
的 看 法 。 

3。. 为 什么 说 “民间 数学 家 ”用 初等 方法 难以 解决 像 哥 德 巴 办 猜想 、 黎 受 
猜想 之 类 的 数学 难题 ? 


第 十 讲 ” 反 向 思维 的 成 功 典 范 
伽 罗 华 理论 和 非 欧 几何 


RE 


“ 山 重 水 复 疑 无 路 ， 柳 暗 花 明 又 一 村 ”这 句 耳 熟 能 详 的 诗词 ， 常 常用 来 形 
容 人 们 在 困境 中 忽然 找到 了 出 路 或 解决 问题 的 方法 。 它 告诉 我 们 在 山 重 水 复 
之 时 要 坚持 下 去 ,不 要 退缩 。 试 想 陆 游 当 年 要 是 原 路 返回 ， 何 来 那 “ 柳 暗 花 
明 ”? 可 是 细 想 ~- 下 ， 这 里 还 应 该 有 一 层 意思 ， 就 是 说 当 我 们 在 科学 上 过 到 似 
平 不 可 解决 的 问题 ， 特 别 是 经 过 长 时 间 的 努力 仍然 “ 疑 无 路 ”时 ， 应 该 转换 
思维 方式 ， 另 辟 蹊 径 ， 从 不 同 的 侧面 其 至 反方 向 来 尝试 ， 往 往 可 以 收 到 更 好 
的 效果 。19 世纪 的 两 大 数学 成 就 ， 就 说 明了 这 点 。 


$ 1 代数 方程 的 根 式 解 


19 世纪 之 前 ， 代 数学 的 主要 内 容 之 一 是 求解 代数 方程 和 代数 方程 组 。 
时 在 古代 数学 的 发 展 中 ， 数 学 家 们 就 发 现 了 一 次 、 二 次 代数 方程 的 求 根 
公式 。 比 如 训 知 的 一 元 二 次 方程 ax* 十 bx 十 c 二 0Ca 了 关 0) 的 求 根 公式 为 


一 一 四 十 vo — dac 
2a 


为 方便 起 见 ， 我 们 称 可 以 给 出 一 个 利用 系数 的 有 限 次 的 四 则 运算 和 开 方 运 
算 表 达 其 根 的 代数 方程 为 “可 根 式 求解 ”， 否 则 ， 就 称 方程 为 “不 可 根 式 求解 ”。 
16 世纪 意大利 的 一 些 数 学 家 得 到 了 一 元 三 次 、 四 次 代数 方程 的 根 式 求解 
法 ， 此 后 数学 家 们 就 开始 向 五 次 和 五 次 以 上 的 高 次 代数 方程 进军 ， 力 图 用 同 
样 的 方法 求解 高 次 代数 方程 。 虽 然 很 可 惜 ， 这 些 努 力 都 没有 成 功 , 但 是 在 这 
个 过 程 中 ， 天 才 的 数学 家 们 很 好 地 利用 了 反 疝 思维 ， 不 仅 解决 了 代数 方程 的 
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根 式 求解 问题 ， 还 开创 了 一 个 新 的 数学 分 支 一 一 抽象 代数 学 。 
一 、 一 元 三 次 与 四 次 方程 的 求 根 公 式 


在 16 世纪 的 意大利 流行 一 种 风气 : 数学 家 获得 数学 发 现 后 一 般 都 秘 而 不 
宣 ， 以 此 回 同 伴 提出 挑战 ， 让 他 们 解决 同样 的 问题 。 想 必 这 是 一 项 很 吸引 人 
又 很 “ 拉 风 ”的 竞赛 ， 三 次 方程 的 解法 就 是 在 这 样 的 情况 下 被 发 现 的 。 

早 在 1510 年 左右 ， 波 伦 亚 大 学 的 教授 费 罗 (S. del Ferro，1465 一 1526 ) 
就 发 现 了 缺少 二 次 项 的 三 次 方程 x 十 px 二 gq(p，9g 均 为 正 数 ) 的 解法 ， 并 在 逝 
世 之 前 透露 给 他 的 学 生 菲 奥 尔 (A. M. Fior) 。 

1530 年 左右 ， 冰 塔 那 (N. Fontana，1499 一 1557) 得 到 另 一 类 缺少 一 次 
项 的 三 次 方程 x 十 px 一 g(C，d 为 正 数 ) 的 解法 。 汉 塔 那 出 生 于 意大利 北部 ， 
他 聪明 又 很 勤奋 ， 徘 自学 掌握 了 拉丁 文 、 希 腊 文 和 数学 ,但 因 口 吃 的 毛病 得 
了 个 外 号 “ 塔 塔 格 利 亚 ”(Tartaglia， 意 为 “口吃 者 ””， 后 来 他 以 塔 塔 格 利 亚 
出 名 ， 其 本 名 “ 充 塔 那 ” 却 很 少 被 提起 。 

菲 奥 尔 不 相依 冯 塔 那 会 解 三 次 方程 ， 就 向 他 提出 挑战 ， 要 求 公 开 竞 赛 。 
冯 塔 那 接受 挑战 后 潜心 销 研 ， 终 于 在 比赛 前 得 到 了 十 px 二 g 类 型 方程 的 解 
法 ， 从 而 在 比赛 时 解 出 了 非 奥 尔 提出 的 全 部 30 个 问题 。 反 之 ， 汉 塔 那 提 出 的 


”问题 多 数 是 对 方 不 会 解 的 区 十 pz 二 9 类 型 的 方程 ， 因 而 冯 塔 那 大 获 全 胜 。 受 


此 鼓舞 ， 汉 塔 那 继续 研究 三 次 方程 的 解法 ， 到 1541 年 已 发 现 更 一 般 的 三 次 方 
程 的 解法 。 他 准备 写 一 本 包含 这 些 解法 的 代数 书 传 于 后 世 ， 但 这 一 设想 被 卡 
尔 丹 诺 打 乱 了 。 

卡尔 丹 诺 (G. Cardano，1501 一 1576) ， 意 大 利文 艺 复 兴 时 期 百科 全 书 式 
的 学 者 ， 在 数学 、 医 学 、 物 理学 、 哲 学 、 星 占 学 等 方面 都 有 很 多 成 就 ， 人 称 
“ 怪 杰 ”。 他 的 名 字 的 英文 拼 法 为 Jerome Cardan， 所 以 也 常常 被 译 为 卡 当 。 

卡尔 赃 诺 当时 也 在 研究 方程 问题 ， 当 他 得 知 汉 塔 那 在 与 菲 奥 尔 的 竞赛 中 
获胜 的 消息 后 ， 便 托 人 打听 冯 塔 那 的 方法 。 当 时 已 经 很 有 名 气 的 卡尔 丹 诺 朋 
求治 塔 那 传授 解 三 次 方程 的 办 法 ， 但 是 遭 到 了 拒绝 。 卡 尔 丹 诺 又 邀请 冯 塔 那 
到 米兰 作客 ， 在 米兰 他 当面 再 三 恳求 汉 塔 那 ， 并 以 基督 教徒 的 身份 起 拆 至 死 
保守 秘密 ， 绝 不 向 他 人 人 泄露。 冯 塔 那 受 了 感动 ， 才 把 他 关于 方程 x* 十 px 二 a 
和 zx 十 pr’ 二 9 的 解法 写成 一 首 星 汲 的 诗 告 诉 了 卡尔 丹 诺 。 

卡尔 丹 诺 和 他 的 学 生 费 拉 里 〈Ferrari，1522 一 1565) 详细 研究 了 将 塔 那 
的 解法 ， 并 以 此 为 线索 ， 得 出 了 一 般 三 次 方程 2 十 az 十 px 十 c 一 0 的 解法 。 
他 将 这 些 解 法 收 在 他 的 数学 名 车 《大 术 》 (Ars Magna，1545) 中 发 表 出 去 。 


二 


在 《大 术 》 第 十 一 章 中 ， 卡 尔 丹 诺 申 明 : “ 费 罗 约 在 30 年 前 发 现 了 这 一 法 则 
并 传授 给 菲 奥 尔 ， 后 者 曾 与 也 宣称 发 现 该 法 则 的 冯 培 那 竞 赛 。 汉 塔 那 在 我 的 
尽 求 下 将 方法 告诉 了 我 ， 但 没有 证 明 。 在 这 种 帮助 下 ， 我 克服 了 很 大 困难 找 
到 了 证 明 ， 现 陈述 如 下 ……”。 虽 然 卡 尔 丹 诺 用 这 样 的 方法 写 明 了 解法 的 来 
源 ， 但 他 的 失信 行为 仍然 激怒 了 冯 塔 那 。 此 后 名 塔 那 与 卡尔 丹 诺 和 费 拉 里 就 
卡尔 丹 诺 是 否 “ 背 信和 弃 义 ”和 秆 村 三 次 方程 解法 的 “知识 产权 ”进行 了 多 次 
论战 ， 但 结果 不 了 了 之 。 由 于 《大 术 》 的 巨大 影响 ， 三 次 方程 的 解法 还 是 冠 


以 “ 卡 当 公式 ”或 “卡尔 丹 诺 公式 ”的 名 字 流 传 开 来 。 
下 面 我 们 来 看 看 三 次 方程 的 求 根 公 式 的 推导 。 
可 以 假设 方程 形 如 
妃 十 六 zz 十 aq 一 0， 
因为 对 一 般 的 一 元 三 次 方程 
az3 十 0 驻 十 cz 十 Cd 一 0(a 天 0) ， 


两 端 除 以 a， 并 令 z 一 ?一 世 ， 代 人 ， 则 可 化 为 方程 @ 的 形式 。 


© 


假设 方程 中 的 根 可 以 写成 z 一 x 十 zx 的 形式 ， 这 里 w 和 w 是 待定 的 参数 。 


代入 方程 整理 ， 有 
《ww 十 v)《3wv 十 力 ) 十 二 十 光 十 g 二 0。 


如 果 w 和 ww 满足 
uv 一 一 己 ， we 十 这 一 一 0， 


则 方程 外 成 立 ， 且 由 一 元 二 次 方程 的 韦 达 定理 ，w 和 w 是 方程 


的 两 个 根 。 解 之 ， 得 


__gqr/e pp 
> 2 /4 27° 


2 


2 3 
不 妨 记 A 一 一 公 一 人 /条 十 禾 ，B 一 一 他 十 /于 十 艺 ， 则 A 到 ， 
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xz 一 V 有 Ai VAw; YAw’, v=YB; YBw; YBw’, 


其 中 ，w 一 二 二 4 (zz 一 一 D。 用 所 得 的 和 配对 (考虑 到 uw 一 一 各， 所 
以 uw 和 实际 上 只 有 三 组 ) ， 就 可 以 得 到 方程 四 的 一 个 根 为 


3 3 -一 
”| 9 4 、? bs QQ、 £2 
Tx! 一 2 tA (p) Tt C3) TY 2 /3) 十 《S) 。 @) 


vs 
71 “ PE 
LB 


另外 两 个 根 是 
3 3 
z=w A+) (Eto /+ (BO) 
人 
3 3 . 
zs = A 一 + (了 ?十 C3) To y+ ( 恕 )? 。 


这 就 是 著名 的 卡尔 丹 诺 公式 ， 其 中 A 一 乞 十 艺 称 为 三 次 方程 的 判别 式 。 
由 多 项 式 理论 容易 知道 ; 
当 A>>0 时 ， 方程 DD 有 一 个 实 根 和 两 个 共 纯 复 根 ; 
当 A<0 时 ， 方 程 中 有 三 个 实 棚 。 
例 1 解 方程 也 十 6z 一 20 一 0。 
解 、 把 p 二 6，g== 一 20， 代 入 卡尔 丹 诺 公 式 ,可 得 


zx,—VI0+ VI08+ VI0— VI68—=2, x,—=—1+3i, z=—1—3i. 
一 元 四 次 方程 的 求 根 公式 是 由 费 拉 里 得 到 的 ， 他 巧妙 地 利用 了 配方 的 办 
法 。 不 妨 设 四 次 方程 形 如 
嫉 十 0z 刀 十 cz 十 dx 十 ce 一 0， (9) 


toy og Vp" 2 MIDAG AZ Za ， 


将 式 @ 左 端的 后 三 项 移 到 方程 的 右边 ， 并 在 两 端 同时 加 上 (和 z) ， 配 方 
得 到 


(z+9x) 一 (和 一 jz 一 az 一 e。 (0 


再 在 式 @ 两 边 加 上 ( 民 十 攻 zx)y 十 半 其 中 是 一 个 与 x 无 关 的 竺 定量)， 可 得 


和 


0 


上 式 左 端 已 经 是 一 个 完全 平方 式 ， 而 右 端 是 一 个 关于 zx 的 二 次 三 项 式 。 
适当 选择 >， 不 难 使 这 个 二 次 三 项 式 也 写成 完全 平方 式 。 事 实 上， 只 要 ?> 能 满 
足下 面 的 等 式 


($970) “(4 ts) (Fe) -0 ? 


即 可 。 把 这 样 的 一 个 y 代入 式 加 ， 两 边 开 方 可 以 得 到 两 个 一 元 二 次 方程 。 解 
这 两 个 一 次 方程 ， 就 可 以 得 出 原 方 程 的 四 个 根 。 

式 罗 是 一 个 关于 y 的 三 次 方程 。 这 样 ， 费 拉 里 把 解 四 次 方程 的 问题 归结 
为 解 一 个 三 次 方程 和 两 个 二 次 方程 的 问题 。 利 用 二 次 方程 和 三 次 方程 的 求 根 
公式 ， 四 次 方程 的 根 可 以 用 方程 的 系数 表示 。 不 过 由 于 这 个 求 根 公式 过 于 复 
薪 ， 所 以 人 们 很 少 把 它 直接 写 出 来 。 


二 、 四 次 以 上 的 方程 没有 求 根 公式 


四 次 方程 的 求解 公式 问世 后 ， 数 学 家 们 的 目光 目 然 地 转移 到 五 次 或 更 高 
次 方程 的 求 根 公 式 上 。 为 此 ， 数 学 家 们 持续 努力 了 三 个 世纪 之 从 。 几 乎 17 世 
纪 和 18 世纪 的 所 有 数学 家 ， 包 括 著 名 数学 家 欧 拉 和 拉 格 朗 日 ， 都 研究 过 这 个 
问题 ， 但 都 没有 成 功 。 例 如 ， 在 1770 年 左右 ， 拉 格 朗 日 鉴于 三 次 、 四 次 方程 
的 解法 既 复 杂 ， 又 有 某 些 巧合 与 偶然 性 ， 详 细 分 析 了 方程 的 根 式 解法 ， 提 出 
了 方程 根 的 置换 理论 是 解决 问题 的 关键 所 在 ， 找 到 了 通过 辅助 方程 式 求 得 一 
至 四 次 方程 的 求 根 公式 的 统一 方法 (现在 称 为 拉 格 度 日 预 解 式 方法 ， 上 节 中 
的 式 岂 和 式 办 就 分 别 是 三 次 和 四 次 方程 的 预 解 式 )。 他 的 方法 对 于 求解 低 次 方 
程 卓 有 成 效 ， 但 对 一 般 的 五 次 方程 却 宣 告 失败 ， 致 使 他 对 高 次 方程 的 求解 问 
题 产 生 了 怀疑 。 拉 格 朗 日 曾经 说 ， 这 个 问题 好 像 是 在 回 人 类 的 智慧 挑战 。 

既然 许多 人 的 尝试 都 失败 了 ， 是 否 像 欧 氏 几 何 中 的 第 五 公设 不 可 证 明 一 
样 ， 根 本 不 存在 四 次 以 上 高 次 方程 的 根 式 解 法 呢 ? 

1801 年 ， 高 斯 在 他 的 《算术 研究 》 一 书 中 指出 ， 某 些 高 次 代数 方程 不 能 
够 用 根 式 法 求解 。 但 是 ， 他 没有 进行 严格 的 证 明 。 

最 先 对 这 个 问题 作出 实质 性 贡献 的 是 年 轻 的 挪威 人 阿 贝 尔 (N. H. Abel， 
1802- 一 1829) 。 

阿 贝 尔 出 生 在 挪威 西南 部 一 个 贫苦 乡村 牧师 的 家 庭 里 ， 幼 年 弯 父 。 由 于 
”家 庭 生活 非 常 困难 ， 阿 贝尔 不 能 按部就班 地 求学 深造 。 但 他 自 幼 聪 明 好 学 ， 
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数学 成 绩 出 众 ， 因 家 境 贫 寒 ， 常 常 依靠 周围 的 人 和 亲友 的 帮助 ， 这 使 他 在 求 
学 时 期 就 结交 了 许多 朋友 。 

中 学 还 没有 毕业 ， 阿 贝尔 就 向 当 时 公认 的 数学 难题 一 一 五 次 方程 的 根 式 
解法 展开 了 进攻 。 但 毕竟 他 还 太 小 ， 掌 握 的 数学 知识 太 少 ， 他 的 努力 失败 了 。 
这 也 说 明 单 赁 朝气 和 阅 劲 儿 是 解决 不 了 严谨 的 科学 问题 的 。 

1820 年 ， 阿 贝尔 在 亲友 的 帮助 和 支持 下 ， 考 人 大 学 。 当 时 ， 这 所 大 学 没 
有 数学 系 ， 而 阿 贝 尔 的 特长 在 数学 方面 ， 于 是 他 在 完成 学 校规 定 的 课程 外 ， 
把 全 部 时 间 和 精力 都 用 于 人 研究 数学 。 

在 大 学 期 间 ， 阿 贝尔 继续 研究 五 次 方程 的 求解 问题 。 他 善于 学 习 前 人 的 
经 验 ， 特 别 对 一 些 数 学 大 师 的 著作 深 有 研究 ， 欧 拉 、 拉 格 裔 日 、 柯 西 、 高 斯 
等 人 的 著作 和 文章 ， 都 对 阿 贝 尔 很 有 启发 。 通 过 不 断 的 探索 和 研究 ， 终 于 在 
1824 年 ，22 岁 的 阿 贝 尔 证 明了 五 次 以 上 的 一 般 方程 不 存在 根 式 解 。 在 此 基础 
上 ， 阿 贝尔 写成 论文 《 论 代数 方程 ， 证 明 一 般 五 次 方程 的 不 可 解 性 》 从 而 解 
决 了 几 百 年 一 直 没 有 解决 的 问题 。 这 一 结果 在 1799 年 曾 被 意大利 数学 家 重 芬 
尼 (P. Ruffini，1765 一 1822) 得 到 过 ， 不 过 他 的 证 明 并 不 充分 完整 ， 所 以 现 
在 数学 上 把 此 结果 称 为 “ 阿 贝尔 - 鲁 芬 尼 定 理 ”。 

在 阿 贝尔 短暂 的 一 生 中 ， 他 在 数学 的 许多 方面 都 取得 了 很 有 创 抑 的 成 就 。 
除了 证 明 五 次 方程 不 可 能 用 一 般 公 式 求解 这 一 震动 数学 界 的 成 果 ， 他 还 彻底 
证 明了 二 项 式 定 理 、 创 立 了 椭圆 函数 论 ， 等 等 。 

与 阿 贝 尔 同 时 代 的 ， 同 样 年 轻 的 法 国 数学 家 伽 罗 华 (E. Galois，1811 一 
1832) ， 更 是 在 这 个 问题 上 取得 了 巨大 的 成 就 。 


图 10 一 1 阿 贝尔 图 10 一 2 傣 罗 华 


和 


伽 罗 华 使 用 的 是 不 同 于 阿 贝尔 的 方法 ， 他 继承 和 发 展 了 前 人 及 同时 代 人 
的 研究 成 果 ， 融 会 贯通 各 流派 的 数学 思想 ， 并 且 赁 着 他 对 近代 数学 概念 特性 
的 一 种 直 党 ， 超 越 了 他 们 。 他 系统 地 研究 了 方程 根 的 置换 的 性 质 ， 用 到 一 种 
深刻 的 现代 化 的 方法 一 一 群 论 方法 ， 把 全 部 问题 转化 成 或 者 归结 为 置换 群 及 
其 子 群 结构 的 分 析 上 。 尽 管 在 伽 罗 华 之 前 有 人 提出 过 “ 群 ” 的 概念 ， 但 使 
“ 群 ” 成 为 数学 的 一 种 深刻 的 现代 化 方法 的 是 伽 罗 华 。 

伽 罗 华 理 论 从 最 广泛 的 意义 来 说 ， 是 在 其 自 同 构 群 基础 上 处 理 数 学 对 象 
的 一 种 理论 。 例 如 ， 域 、 环 、 拓 扑 空 间 等 都 可 以 有 伽 罗 华 理 论 。 狭 义 来 说 ， 
伽 罗 华 理论 是 关于 域 上 的 。 用 这 种 理论 能 够 推出 阿 贝尔 曾经 得 到 过 的 五 次 及 
五 次 以 上 一 般 的 代数 方程 不 可 根 式 求解 的 结论 ， 而 且 找 到 了 一 个 方程 存在 根 
式 解 时 其 系数 所 需 满足 的 必要 和 充分 条 件 ， 这 是 一 种 比 阿 贝尔 走 得 远 得 多 的 
代数 理论 。 

在 中 学 时 ， 何 罗 华 就 对 数学 最 感 兴 趣 。 很 快 ， 课 本 上 的 数学 内 容 已 不 能 
满足 他 了 。 数 学 老师 为 有 这 样 的 学 生 而 高 兴 ， 亲 自 为 他 找 来 拉 格 朗 日 、 高 斯 、 
柯 西 等 数学 名 家 的 著作 ， 伽 罗 华 如 获 至 宝 ， 津 津 有 味 地 读 起 来 。 伽 罗 华 很 快 
就 了 给 入 数学 王国 的 深 河 而 不 能 自拔 ， 在 数学 领域 中 表现 出 来 的 深刻 的 理解 力 
令 人 吃惊 。 

1828 年 ， 年 仅 17 岁 的 伯 罗 华 在 老师 的 鼓励 和 指导 下 ， 写 出 了 第 一 篇 学 术 
论文 一 一 《关于 五 次 方程 的 代数 解法 问题 》， 并 把 它 提交 给 法 国 科学 院 。 

这 篇 思想 极其 深刻 的 论文 标志 着 伽 罗 华 数学 研究 的 真正 开始 ， 由 此 以 
及 其 后 的 论文 《关于 用 根 式 解 方程 的 可 解 性 条 件 》 等 ， 形 成 了 著名 的 伽 胃 
华 理论 ， 并 推动 了 整个 现代 代数 学 的 发 展 。 由 于 伽 罗 华 理论 过 于 艰深 ， 我 
们 只 能 作 最 扼要 的 氢 述 。 为 了 方便 ， 我 们 还 要 介绍 几 个 代数 的 基本 概念 
(尽管 从 纯 数学 的 角度 看 起 来 可 能 显得 不 太 严 格 ， 但 这 并 不 妨碍 我 们 对 它们 
的 理解 ) : 

(1) 一 个 有 限 集 合 的 元 素 间 的 一 一 对 应 称 为 这 个 集合 的 一 个 置换 。 

(2) 如 果 一 个 非 空 集合 G， 对 它 的 运算 〈 通 常 称 为 乘法 ) 封闭 且 满 足 结 
合 律 以 及 单位 元 逆 元 存在 性 的 公理 ， 就 称 G 为 一 个 群 。 

(3) 如 果 一 个 群 的 元 素 是 置换 ， 则 称 这 个 群 为 置换 群 。 

(4) 如 果 一 个 集合 下 含 两 个 以 上 的 元 素 ， 且 其 中 有 两 个 运算 〈 通 帝 称 为 
加 法 和 乘法 )，F 下 对 加 法 是 群 ， 对 乘法 满足 结合 律 以 及 两 个 运算 具有 分 配 率 ， 
就 称 下 为 一 个 域 。 

(5) 域 下 的 一 个 扩张 是 任 一 包含 下 作为 子 域 的 域 。F 的 任 一 扩张 都 可 
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看 作 下 上 的 一 个 线性 空间 。 如 果 这 空间 有 有 限 维 数 ， 则 称 扩 张 是 有 限 的 ， 维 
数 上 称 为 扩张 的 次 数 。 

在 代数 方程 可 解 性 的 研究 中 ， 徊 罗 华 首 先 注意 到 每 个 方程 都 可 以 与 一 
个 置换 群 〈 即 它 的 根 ) 之 间 的 某 些 置换 组 成 的 群 联系 起 来 。 他 将 每 个 方程 
对 应 于 一 个 域 ， 即 方程 的 系数 基 域 上 上 添加 方程 的 所 有 根 形 成 的 扩 域 刁 〈 我 
们 称 之 为 方程 的 贫 罗 华 域 )， 这 个 域 又 对 应 一 个 群 ， 即 扩张 巨 的 保持 中 元 
素 不 变 的 所 有 目 同 构 作 成 的 群 (我 们 称 之 为 方程 的 伽 罗 华 群 ， 记 为 Gal(E/ 
下)，Gal(E/F) 元 素 个 数 等 于 在 下 上 的 次 数 。 贷 罗 华 的 主要 思想 是 对 给 
定 方程 的 系数 域 以 及 经 过 有 限 次 扩张 的 域 序列 ， 给 出 了 对 应 的 子 群 序列 。 
伽 罗 华 基 本 定理 就 描述 了 中 间 域 与 伽 罗 华 群 的 子 群 之 闻 的 对 应 关系 。 这 样 ， 
他 就 把 代数 方程 可 解 性 问题 转化 为 对 与 方程 相关 的 置换 群 及 其 子 群 性 质 的 
分 析 ， 这 是 伽 罗 华工 作 的 重大 突破 。 伽 罗 华 理论 还 告诉 我 们 ， 利 用 这 种 域 
和 和 群 的 对 应 关系 ， 可 由 群 的 性 质 描述 域 的 性 质 ， 或 由 域 的 性 质 描述 群 的 性 
质 。 因 此 ， 伽 罗 华 的 理论 是 域 与 群 这 两 种 代数 结构 综合 的 结果 。 

具体 说 来 ， 假 设 方程 三 十 aiz 十 … 十 an 一 0 的 系数 生成 的 域 为 下 ,五 是 
将 方程 的 根 添加 到 下 上 所 生成 的 仇 罗 华 扩 域 。Gal(E/F) 的 每 一 子 群 瓦 对 应 
E 中 的 一 个 子 域 K， 它 由 下 中 那些 在 二 的 元 素 作 用 下 保持 不 变 的 元 素 组 成 。 
反之， 每 个 下 的 包 食 FF 的 子 域 K 也 对 应 于 Gal(E/F) 的 一 个 子 群 瓦 ， 它 由 所 
有 使 天 的 元 素 保持 不 变 的 自 同 构 组 成 ， 且 Gal(E/ 天 ) 一 互 。 伽 风华 基本 定理 
指出 ， 这 个 对 应 是 互 道 的 ， 因 此 ， 它 使 伽 罗 华 群 的 所 有 子 群 及 巨 的 包含 下 的 
所 有 子 域 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 。 于 是 ， 对 的 每 一 子 域 升 链 


FCKICCFE, (3 
都 对 应 Gal(E/F) 的 一 个 子 群 降 链 
Gal(E/F)OGal(E/K,)O**D OO {1)。 (9 


这 样 ， 刻 画 EE 的 所 有 子 域 就 转化 为 刻画 有 限 群 Gal(E/F)〉 的 所 有 子 群 ， 问 题 
就 变 得 简单 多 了 。 重 要 的 是 在 这 个 对 应 中 ， 具 有 某 些 “好 ”性 质 的 子 群 对 应 
的 子 域 也 具有 某 些 “ 好 ”性 质 ， 反 之 亦 然 。 方 程 是 否 可 用 根 式 求解 〈 即 可 将 
方程 约 简 为 一 个 由 形 如 光一 4 一 0 的 二 项 方程 组 成 的 链 ) 的 问题 就 转化 为 数 域 
下 是 否 可 以 经 过 有 限 次 添加 形 如 Ya 的 根 式 而 扩张 为 E， 亦 即 是 否 存在 Gal(E/ 
F) 的 有 限 多 个 所 谓 正 规 子 群 组 成 的 序列 ， 使 得 它们 前 后 子 群 构成 的 所 谓 商 群 
都 是 素数 阶 的 循环 群 〈 这 样 的 群 称 为 可 解 群 )。 应 用 这 个 可 解 性 条 件 ， 我 们 就 


遇 间 有 二 生 和 人 


可 以 通过 计算 方程 的 伽 罗 华 群 来 判断 它 是 否 可 解 。 在 一 般 的 情形 下 ， 一 个 代 
数 方 程 的 伽 罗 华 群 由 根 的 全 部 置换 组 成 ， 也 就 是 n 次 对 称 群 。 因 为 当 n 志 4 
时 ， 对 称 群 是 可 解 的 ， 所 以 四 次 及 四 次 以 下 的 方程 存在 根 式 解 ; 而 当 ”之 5 
时 ， 对 称 群 是 不 可 解 的 ， 所 以 一 般 来 说 五 次 或 更 高 次 方程 不 存在 根 式 解 。 这 
样 ， 伽 罗 华 完美 地 解 次 了 高 次 方程 的 根 式 解 问题 。 

伽 罗 华 理论 还 可 以 极其 简洁 而 又 完美 地 回答 古代 著名 的 几 个 尺 规 作 图 问 
题 。 用 解析 几何 方法 可 以 证 明 ， 尺 规 作 图 问题 可 解 ， 归 结 为 有 理 数 域 上 一 -个 
相应 的 方程 是 二 次 根 式 可 解 的 。 于 是 ， 如 果 方 程 的 次 数 不 是 2 的 智 ， 这 种 作 
图 就 是 不 可 能 的 。 所 以 ， 容 易 得 到 ， 

(1) 立方 倍 积 问题 对 应 的 方程 是 zx? 一 2 二 0， 所 以 它 不 是 可 以 尺 规 作 图 的 。 

(2) 三 等 分 角 问 题 对 应 的 方程 是 4z 一 3x 一 a 二 0， 所 以 它 也 不 可 以 尺 规 作 
图 。 

(3) 设 p 是 一 素数 ， 作 正 p 边 形 的 问题 实际 上 是 要 作出 方程 xz: 十 
Xx? 十 … 十 1 二 0 的 根 。 它 的 分 裂 域 由 其 任 一 根 生成 ， 因 此 次 数 为 p 一 1]， 这 
样 ， 正 p 边 形 的 尺 规 作 图 当 且 仅 当 p= 二 2* 十 1 才 是 可 能 的 (例如 ，p= 二 5，p 二 
17 就 可 作出 ， 而 2 一 7 或 加 一 13 就 不 可 作出 )。 形 如 p= 二 2* 十 1 的 整数 就 是 大 
名 易 里 的 费 马 数 。 

伽 罗 华 的 一 生 是 极其 短暂 的 ， 然 而 却 为 数学 做 出 了 巨大 的 贡献 。 伽 罗 华 
的 主要 成 就 ， 是 建立 了 两 种 数学 结构 〈 群 与 域 ) 的 关联 并 应 用 它们 解决 了 代 
数 方程 根 式 求解 的 条 件 癌 题 。 从 此 ， 代 数学 的 中 心 问题 不 再 是 解 方程 ， 而 潮 
渐 转 向 代数 结构 本 身 的 研究 。 伽 罗 华 为 群 论 的 建立 、 发 展 和 应 用 黄 定 了 基础 ， 
他 和 阿 贝尔 都 是 近世 代数 的 创始 人 。 在 整整 一 个 世纪 中 ， 合 罗 华 的 思想 对 代 
数 发 展 起 了 决定 性 的 影响 。 伽 罗 华 理论 扩充 并 推广 到 很 多 方向 。 

伯 罗 华 在 数学 观 、 认 识 论 方面 也 有 不 少 独 立 的 见解 。 例 如 ， 他 认为 科学 
是 人 类 精神 的 产物 ， 与 其 说 是 用 来 认识 和 发 现 真 理 ， 不 如 说 是 用 来 研究 和 探 
索 真 理 。 科 学 作为 人 类 的 事业 ， 它 始 于 任何 一 个 抓 住 它 的 不 足 并 重新 整理 它 
的 人 。 伽 罗 华 指出 :“ 科 学 通过 一 系列 的 结合 而 得 到 进展 ， 在 这 些 结合 中 ， 机 
会 起 着 不 小 的 作用 ， 科 学 的 生命 是 无 缘由 的 、 没 有 计划 的 《盲目 的 )， 就 像 交 
错 生 长 的 矿物 一 样 .” 在 数学 中 ， 正 像 在 所 有 的 科学 中 一 样 ， 每 个 时 代 都 会 以 
某 种 方式 提出 当时 存在 的 若干 问题 ， 其 中 有 一 些 人 迫切 的 问题 ， 它 们 把 最 聪 莫 
的 学 者 吸引 在 一 起 ， 这 既 不 以 任何 个 人 的 思想 和 意识 为 转移 ， 也 不 受 任何 协 
议 的 支配 。 伽 罗 华 向 往 着 科学 家 之 间 的 真诚 合作 ， 认 为 科学 家 不 应 比 其 余 的 
人 孤独， 他 们 也 属于 特定 时 代 ， 迟 早 要 协同 合作 。 
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由 于 个 罗 华 的 创造 性 的 成 绩 ， 故 有 人 说 : 如 果 要 在 数学 史上 列举 20 位 贡 
献 最 大 的 数学 家 的 话 ， 人 徊 罗 华 必 为 其 中 之 一 ! 遗憾 的 是 ， 创 立 了 如 此 伟大 理 
论 的 伽 罗 华 ， 年 仅 20 岁 就 死 于 涉及 恋爱 纠纷 的 一 场 决斗 。 


$2 非 欧 几何 学 


一 、 第 五 公设 的 疑问 

前 面 我 们 曾经 提 到 ， 欧 几 里 得 创建 了 数学 史上 第 一 个 逻辑 系统 一 一 欧 氏 
几何 。 从 公元 前 3 世纪 到 公元 1800 年 的 两 千 多 年 中 ， 大 部 分 人 坚信 ， 以 上 欧 
氏 公理 体系 下 的 欧 氏 几何 是 现实 空间 唯一 、 绝 对 正确 的 反映 。 在 这 个 体系 中 ， 
作为 其 基石 的 五 个 公理 以 及 五 个 公设 中 的 前 4 个 都 是 容易 被 认同 的 。 但 是 ， 
第 五 公设 却 没有 那么 简单 明了 ， 它 更 像 一 条 定理 : 


公设 5: 同 平面 内 一 条 直线 和 另外 两 条 直线 相交 ， 攻 在 茶 一 侧 的 两 个 内 


角 的 和 小 于 两 直角 ， 则 这 两 直线 经 无限 延长 后 在 这 一 侧 相 交 。 


在 《几何 原本 》400 多 个 命题 中 只 有 一 个 命题 一 一 三 角形 内 角 和 等 于 两 直 
角 一 一 在 证 明 中 用 到 了 这 一 结果 ， 因 此 它 似 乎 没有 作为 公设 的 必要 。 于 是 ， 
《几何 原本 》 一 问 直 ， 人 们 很 快 就 产生 了 这 样 的 想法 : 用 其 他 9 个 公理 或 公设 
去 证 明 它 ! 人 们 为 此 努力 了 两 千 多 年 ， 花 费 了 无 数 数学 家 的 心血 ， 但 终究 没 
有 成 功 。 到 了 19 其 纪 ， 终 于 有 一 批 具有 批判 性 思想 的 数学 家 ， 从 一 次 次 失败 
中 领悟 到 : 第 五 公设 是 不 可 证 明 的 ! 正 是 他 们 的 创造 性 工作 ， 导 致 了 非 欧 几 
何 的 产生 。 


二 、 罗 氏 几 何 学 的 诞生 


罗 巴 切 夫 斯 基 (N. I Lobachevsky，1792 一 1856》 是 19 世纪 著名 的 俄国 
数学 家 。 他 从 1815 年 着 手 研究 平行 线 理 论 ， 开 始 也 是 循 着 前 人 的 思路 ， 试 图 
给 出 第 五 公设 的 证 明 。 可 是 ， 很 快 他 便 意 识 到 自己 的 证 明 都 是 错误 的 。 前 人 
和 自己 的 失败 启迪 他 大 胆 思索 问题 的 相反 提 法 : 可 能 根本 就 不 存在 第 五 公设 
的 证 明 。 于 是 他 调转 思路 ， 着 手 寻 求 第 五 公设 不 可 证 的 解答 。 这 是 一 个 全 新 
的 ， 也 是 与 传统 思路 完全 相反 的 探索 途径 。 罗 巴 切 夫 斯 基 正 是 沿 着 这 个 途径 ， 
在 试 证 第 五 公设 不 可 证 的 过 程 中 发 现 了 一 个 对 新 的 几何 世界 。 那 么 ， 罗 巴 切 


人 


夫 斯 基 是 怎样 证 得 “第 五 公设 不 可 证 ”从 而 发 现 新 几何 世界 的 呢 ? 原来 他 创 
造 性 地 运用 了 处 理 复 杂 数 学 问题 常用 的 一 种 逻辑 方法 一 一 反 证 法 。 

反 证 法 的 基本 思想 是 : 为 证 “第 五 公设 不 可 证 ”， 首 先 对 第 五 公设 加 以 否 
定 ， 然 后 用 这 个 否定 命题 和 其 他 公理 、 公 设 组 成 新 的 公理 系统 ， 并 由 此 展开 
J 逻辑 推演 。 如 果 第 五 公设 是 可 证 的 ， 即 第 五 公设 可 由 其 他 公理 、 公 设 推演 出 
来 ,那么 ， 在 新 公理 系统 的 推演 过 程 中 一 定 会 出 现 逻辑 矛盾 ; 反之， 如 果 推 
演 不 出 矛盾 ， 就 反驳 了 “第 五 公设 可 证 ”这 一 假设 ， 从 而 也 就 间接 证 得 “第 
五 公设 不 可 证 ”。 

依照 这 个 逻辑 思路 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 对 第 五 公设 的 等 价 命题 “过 平面 
上 直线 外 一 点 ， 只 能 引 一 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 ” 作 和 否定 ， 得 到 否定 命题 
“过 平面 上 直线 外 一 点 ， 至 少 可 引 两 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 ”， 并 用 这 个 否 
定 命 题 和 其 他 公理 、 公 设 组 成 新 的 公理 系统 展开 逻辑 推演 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 原 本 也 希望 推出 矛盾 ,在 推演 过 程 中 ， 他 确实 得 到 一 连 串 
非常 不 合乎 常理 的 命题 : 诸如 三 角形 的 内 角 和 小 于 两 直角 ， 而 且 随 着 边 长 增 
大 而 无 限 变 小 ， 直 至 趋 于 零 ， 锐角 一 边 的 垂 线 可 以 和 另 一 边 不 相交 ， 等 等 。 
这 些 命题 不 仅 离奇 古怪 ， 与 欧 几 里 得 几何 相 冲 突 ， 而 且 还 与 人 们 的 日 常 经 验 
相 背离 。 但 是 ， 经 过 仔细 审查 ， 却 没有 发 现 它们 之 间 存 在 任何 逻辑 矛盾 。 于 
是 ， 具 有 远见 卓识 的 罗 巴 切 夫 斯 基 大 胆 断言 : 

第 一 ， 第 五 公设 不 能 被 证 明 ; 

第 二 ， 在 新 的 公理 系统 中 展开 的 一 连 串 推理 ， 得 到 了 一 系列 在 逻辑 上 无 
矛盾 的 新 的 定理 ， 并 形成 了 新 的 理论 体系 。 

这 个 由 新 公理 系统 构成 的 是 一 种 新 的 几何 ， 它 的 逻辑 完整 性 和 严密 性 可 
以 和 欧 几 里 得 几何 相 媲 美 。 这 种 几何 学 被 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ， 简 称 罗 
氏 几 何 学 。 

罗氏 几何 学 的 公理 系统 和 欧 氏 几何 学 不 同 的 地 方 仅仅 是 把 欧 氏 几何 学 平 
行 公理 “过 直线 外 一 点 ， 能 并 且 只 能 作 一 条 直线 平行 于 已 知 直线 ”用 “过 直 
线 外 一 点 ， 至 少 可 以 作 两 条 直线 和 这 条 直线 平行 ”来 代替 ， 其 他 公理 基本 相 
同 。 由 于 平行 公理 不 同 ， 经 过 演绎 推理 却 引 出 了 一 连 串 和 欧 氏 几何 学 内 容 不 
同 的 新 的 几何 命题 。 

凡是 不 涉及 平行 公理 的 几何 命题 ， 在 欧 氏 几何 学 中 如 果 是 正确 的 ， 在 
罗氏 几何 学 中 也 同样 是 正确 的 。 欧 氏 几 何 学 中 凡 涉 及 平行 公理 的 命题 ， 在 
罗氏 几何 学 中 都 不 成 立 ， 它 们 都 相应 地 含有 新 的 意义 。 下 面 举 几 个 例子 加 
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区 何 | 罗氏 | 何 
同一 直线 的 垂 线 和 和 斜 线 相交 。 同一 直线 的 垂 线 和 斜 线 不 一 定 相交 


晶 
本 垂直 于 同一 直线 的 两 条 直线 ， 当 两 端 延 长 
垂直 于 同一 直线 的 两 条 直线 互相 平行 。 的 时 候 ， 训 到 无 究 


过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 可 以 作 且 只 能 作 | 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ， 不 一 定 能 作 一 
一 个 圆 。 


从 上 面 所 列举 的 罗氏 几何 学 的 一 些 命题 可 以 看 到 ， 这 些 命题 和 我 们 所 习 
惯 的 直观 形象 有 矛盾 。 所 以 罗氏 几何 学 中 的 一 些 几 何事 实 没 有 欧 氏 几何 学 那 
样 容易 被 接受 。 正 因为 此 ， 也 由 于 当时 没有 找到 新 几何 在 现实 世界 的 原型 和 
类 比 物 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 慎 重地 把 这 个 新 几何 称 之 为 “ 虚 几 和 何 ”。 

1868 年 ， 意 大 利 数 学 家 贝 特 拉 米 (E. Beltrami，1835 一 1899) 发 表 了 著 
名 论文 《 非 欧 几 何 解释 的 尝试 》， 证 明了 非 欧 几 何 学 可 以 在 欧 几 里 得 空间 的 
拟 球面 上 实现 。 这 就 是 说 ， 非 欧 几 何 学 命题 可 以 “翻译 ”成 相应 的 欧 几 里 
得 几何 学 命题 ， 如 果 欧 几 里 得 几何 学 没有 砂 慎 ， 非 欧 几 何 学 自然 也 就 没有 
蔬 盾 。 

人 们 既然 承认 欧 几 里 得 几何 学 是 没有 矛盾 的 ， 也 就 自然 承认 非 欧 几何 学 
没有 矛盾 了 。 直 到 这 时 ， 长 期 无 人 问津 的 非 欧 几 何 学 才 开 始 获 得 学 术 界 的 普 
遍 注 意 和 深入 研究 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 独创 性 研究 也 由 此 得 到 学 术 界 的 高 度 评 
价 和 一 致 赞美 ， 他 本 人 则 被 人 们 赞誉 为 “几何 学 中 的 哥 白 尼 ”。 

值得 提出 的 是 ， 在 罗氏 之 前 ， 就 有 人 研究 过 非 欧 几何 。 最 早 认识 到 平 
行 公理 不 可 证 明 的 ， 是 德国 数学 家 高 斯 ， 他 被 誉 为 非 欧 几 何 的 先驱 。 早 在 
1792 年 ， 年 仅 15 岁 的 高 斯 就 思考 过 第 五 公设 问题 。1794 年 ， 他 发 现 了 非 
欧 几 何 的 一 个 事实 : 四 边 形 S 的 面积 与 〈360 一 S 的 内 角 和 ) 成 正比 。 从 
1799 年 起 ， 他 就 着 王建 立 这 一 新 几何 ， 最 初 称 为 “ 反 欧 几何 ”， 后 又 改称 
“星空 几何 ”， 最 后 定名 为 “ 非 欧 几何 ”。1817 年 ， 高 斯 在 给 朋友 的 信 中 流露 
了 他 的 想法 。1824 年 ， 高 斯 又 在 给 朋友 的 信 中 写 到 : “三 角形 内 角 和 小 于 
180"， 这 一 假设 引出 一 种 特殊 的 、 和 我 们 的 几何 完全 不 相同 的 几何 。 这 种 几 
何 自身 是 完全 相 容 的 ， 当 我 发 展 它 的 时 候 ， 结 果 完 全 令 人 满意 。” 但 是 由 于 
高 斯 是 当时 声望 很 高 的 数学 家 ， 为 了 顾及 自己 的 名 声 ， 也 由 于 害怕 这 种 理 
论 会 遭 到 当时 教会 力量 的 打击 和 迫害 ， 没 有 勇气 公开 发 表 他 的 这 种 与 现实 
几何 学 相悖 的 新 发 现 。 

正在 高 斯 犹 物 不 决 的 时 候 ， 一 位 匈牙利 少年 鲍 耶 〈J. Bolyai，1802 一 
1860) 把 这 种 新 几何 提 了 出 来 。 鲍 耶 是 高 斯 一 位 大 学 同学 的 儿子 。 老 鲍 耶 曾 
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对 第 五 公设 着 迷 但 无 功 而 止 ， 深 受 第 五 公设 之 害 。 当 他 得 知 自己 的 儿子 在 
研究 第 五 公设 时 ， 曾 极力 制止 。 但 儿子 不 听 劝 阻 ， 潜 心 钻研 ， 终 于 有 了 新 
发 现 。1832 年 ， 父 亲 把 儿子 的 成 果 一 一 论文 《关于 一 个 与 欧 几 里 得 平行 公 
设 无 关 的 空间 的 绝对 真实 性 的 学 说 》， 作 为 附录 附 在 自己 新 出 版 的 几何 著作 
之 末 ， 并 把 该 书 寄 给 高 斯 ， 请 高 斯 评价 。 高 斯 在 回信 中 表示 如 果 要 称赞 鲍 
耶 的 工作 等 于 称赞 自己 ， 因 为 它 与 自己 30 年 前 就 开始 的 一 部 分 工作 完全 相 
同 。 还 说 ， 由 于 大 多 数 人 对 此 抱 有 不 正确 的 态度 ， 他 本 来 一 辈子 不 愿意 发 
表 它 们 ， 现 在 正好 由 老 同学 的 儿子 发 表 了 ， 也 了 却 了 一 桩 心愿 。 高 斯 的 回 
信使 老 鲍 耶 非常 高 兴 ， 但 却 大 大 刺 痛 了 满怀 希望 的 小 鲍 耶 。 他 认为 高 斯 依 
会 自己 的 学 术 声 望 ， 企 图 副 窃 他 的 成 果 ， 因 此 一 申 不 振 ， 陷 人 失望 ， 最 终 
放弃 了 数学 研究 。 

高 斯 和 鲍 耶 本 来 都 可 以 发 现 并 创立 非 欧 几何 理论 ， 但 是 ， 由 于 各 种 原因 ， 
这 些 研究 没有 能 够 继续 深入 下 去 ， 成 为 数学 史上 巨大 的 憾事 。 


图 10 一 3 罗 巴 切 夫 斯 基 10 一 4 黎 曼 


三 、 黎 婴 几 何 学 


欧 氏 几何 学 与 罗氏 几何 学 中 关于 结合 公理 、 顺 序 公 理 、 连 续 公 理 及 合同 
公理 都 是 相同 的 ， 只 是 平行 公理 不 一 样 。 这 样 ， 从 有 罗 巴 切 夫 斯 基 创 立 的 非 欧 
几何 学 中 ， 可 以 得 出 一 个 极为 重要 的 、 具 有 普遍 意义 的 结论 : 逻辑 上 互相 不 
矛盾 的 一 组 假设 都 有 可 能 提供 一 种 几何 学 。 比 如 ， 欧 氏 几 何 学 讲 “ 过 直线 外 
一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 已 知 直 线 平行 "， 罗 氏 几 何 学 讲 “ 过 直线 外 一 点 至 少 
存在 两 条 直线 和 已 知 直线 平行 "那么 是 否 存在 这 样 的 几何 学 : “过 直线 外 一 
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点 ， 不 能 作 直 线 和 已 知 直 线 平 行 ”? 黎 氏 几何 学 就 回答 了 这 个 问题 。 

黎 氏 几何 学 是 德国 数学 家 黎 曼 创立 的 。 获 曼 是 高 斯 的 学 生 ， 他 于 1854 年 
在 德国 哥 廷 根 大 学 作 了 一 个 题 为 《 论 作为 几何 基础 的 假设 》 的 著名 报告 ， 
出 了 与 前 两 种 几何 完全 不 同 的 新 几何 一 一 黎 曙 几何， 开创 了 几何 学 的 一 片 新 
的 广阔 领域 。 

黎 曼 几何 学 中 的 一 条 基本 规定 是 : 在 同一 平面 内 任何 两 条 直线 都 有 交点 ， 
也 就 是 说 ， 在 黎 曼 几何 学 中 不 承认 平行 线 的 存在 。 黎 曼 几 何 学 的 模型 是 一 个 
经 过 适当 改进 的 球面 。 

近代 黎 曼 几何 学 在 广义 相对 论 里 得 到 了 重要 的 应 用 。 在 物理 学 家 爱 因 斯 
坦 的 三 义 相 对 论 中 的 空间 几何 就 是 黎 曼 几何 。 在 广义 相对 论 里 ， 爱 因 斯 坦 放 
弃 了 关于 时 空 均匀 性 的 观念 ， 他 认为 时 空 只 是 在 充分 小 的 空间 里 以 一 种 近似 
性 而 均匀 的 ， 但 是 在 整个 时 空 却 是 不 均匀 的 。 在 物理 学 中 的 这 种 解释 ， 恰 恰 
是 和 黎 受 几何 学 的 观念 相似 的 。 

此 外 ， 黎 曼 几 何 学 在 数学 中 也 是 一 个 重要 的 工具 。 它 不 仅 是 微分 几何 学 
的 基础 ， 也 应 用 在 微分 方程 、 变 分 法 和 复 变 函数 论 等 方面 。 


四 、 三 种 几何 学 的 结论 对 比 


三 种 几何 学 都 拥有 除 平行 公理 以 外 的 欧 氏 几何 学 的 所 有 公理 体系 ， 如 果 
不 涉及 与 平行 公理 有 关 的 内 容 ， 三 种 几何 没有 什么 区 别 。 但 是 只 要 与 平行 有 
关 ， 三 种 几何 学 的 结果 就 相差 甚 远 。 现 举 出 凡 例 列表 对 比如 下 : 


欧 氏 几何 学 罗氏 几何 学 聊 曼 几何 学 
| || 
三 角形 内 角 和 等 于 180” ”| 三 角形 内 角 和 小 于 180” ”| 三 角形 内 角 和 大 于 180" 


np ms 
三 角形 的 面积 与 三 内 角 之 | 三 角形 的 面积 与 角 欠 成 | -ape AL 
AGAMA 


两 平行 线 之 间 的 距离 处 处 | 两 平行 线 之 间 的 距离 沿 平 | 两 平行 线 之 间 的 距离 沿 平行 
相等 行 线 的 方向 越 来 越 大 线 的 方 疝 越 来 越 小 


存在 矩形 和 相似 形 不 存在 矩形 和 相似 形 不 存在 矩形 和 相似 形 


欧 氏 几何 学 、 罗 氏 几 何 学 、 黎 曼 几 何 学 是 三 种 各 有 区 别 的 几何 学 。 这 三 
种 几何 学 各 自 所 有 的 命题 都 构成 了 一 个 严密 的 公理 体系 ， 各 公理 之 间 满 足 和 
谐 性 、 完 备 性 和 独立 性 。 因 此 这 三 种 几何 学 都 是 正确 的 。 从 实际 情况 看 ， 在 
我 们 的 日 常生 活 中 欧 氏 几何 学 是 适用 的 ; 在 宇宙 空间 中 或 原子 核 世 界 罗氏 几 
何 学 更 符合 客观 实际 ; 在 地 球 表面 研究 航海 、 航 空 等 实际 问题 时 ， 采 用 黎 巡 
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几何 学 更 准确 一 些 。 

通过 一 代 又 一 代数 学 家 们 的 努力 ， 关 于 第 五 公设 的 数学 之 谜 终于 彻底 揭 
开 了 。 

从 上 面 讲述 的 两 个 例子 ,我们 不 仅 看 到 先驱 们 在 攻克 数学 难题 时 表现 出 
来 的 乌 而 不 舍 的 执著， 也 可 以 领悟 到 换 位 思考 、 道 向 思维 在 解决 那些 久久 乳 
而 未 决 的 问题 时 的 巨大 作用 。 


CC 思考 是 


1， 非 欧 几 何 主 要 有 哪 几 种 ? 它们 与 欧 氏 几何 的 主要 区 别 在 哪里 ? 
2，、 从 便 罗 华 理 论 和 非 欧 几何 的 创立 ， 你 能 得 到 什么 启示 ? 
3， 试用 卡尔 丹 诺 公 式 解 方程 ，3zx; 十 2x 一 21 二 0。 
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十 一 讲 “为 一 种 几何 分 形 


人 华人 过 全 


曾经 有 人 说 过 ，20 址 纪 有 四 项 发 明 发 现 足 以 影响 后 世 : 相对 论 、 量 子 论 、 
分 形 、 温 沌 。 其 中 ， 前 两 项 属于 物理 ， 后 两 项 属于 数学 。 美 国 物 理学 家 诺 贝 
尔 物 理学 奖 得 主 约翰 。 惠 勒 (J. Wheeler) 说 : “在 过 去 ， 一 个 人 如 果 不 懂 得 
“ 炉 "， 就 不 能 说 在 科学 上 有 教养 ， 在 将 来 ， 一 个 人 如 果 不 部 悉 分 形 ， 他 就 不 
能 被 认为 是 科学 上 的 文化 人 。” 在 一 个 充满 新 奇 的 几何 学 世界 ， 我 们 碰 到 的 将 
不 再 是 欧 几 里 得 几何 学 的 直线 、 圆 、 长 方 体 等 简单 规则 的 图 形 ， 而 是 海岸 线 、 
云彩 、 花 齐 树 木 等 复杂 的 自然 形体 ， 它 们 被 称 为 分 形 (fractal)。 这 些 形体 ， 
传统 的 欧 氏 几何 图 形 已 无法 对 它们 进行 恰当 的 模拟 ， 遗 憾 地 留 下 了 一 道道 难 
题 。 分 形 几 何 学 另辟蹊径 ， 用 新 的 观念 ， 从 新 的 角度 ， 为 解决 这 些 难题 提出 
了 新 的 思路 和 方法 ， 在 许多 领域 取得 了 意 想不到 的 成 功 。 


$1 “ 疾 态 ”的 曲线 


如 果 让 你 思考 这 样 的 一 个 问题 : “具有 有 限 面积 的 平面 封闭 图 形 ， 其 周 长 
是 有 限 的 还 是 无 限 的 ?” 你 可 能 会 豪 不 犹豫 地 说 :“ 周 长 当然 也 是 有 限 的 。” 

我 们 在 中 学 所 学 的 几何 都 是 欧 几 里 得 几何 ， 长 期 以 来 人 们 总 是 用 欧 几 里 
得 几何 的 对 象 和 概念 来 描述 我 们 生存 的 这 个 世界 ” 代 而 1904 年 瑞典 数学 家 科 
赫 (H. V. Koch，1870 一 1924〉 作出 了 一 条 “雪花 曲线 ”， 这 条 曲线 所 围 成 图 
形 的 面积 是 有 限 的 ， 但 是 它 的 周 长 却 是 无 限 的 。 其 后 ， 人 们 根据 这 条 曲线 的 
特点 ， 又 作出 了 许多 类 似 的 “病态 ”图 形 。 


、 雪 花 曲 线 
看 看 这 个 奇特 曲线 的 作法 。 
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和 直人 和 


先 画 一 个 等 边 三 角形 ， 再 以 该 三 角形 的 边 长 的 三 分 之 一 为 边 长 作 三 个 小 
的 等 边 三 角形 ， 并 把 它 放 在 原来 三 角形 的 各 边 上 ， 再 把 相交 部 分 去 掉 ， 由 此 
得 到 一 个 六 角 星 ; 再 将 这 个 六 角 星 的 每 个 角 上 的 小 等 边 三 角形 按 上 述 同样 方 
法 进行 变化 。 如 此 进行 下 去 ， 曲 线 就 会 越 来 越 长 ， 开 始 像 一 片 雪 花 了 。 如 图 
11 一 1 所 示 。 
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图 11 一 1 雪花 曲线 的 生成 
再 如 此 一 直 进 行 下 去 ， 曲 线 将 变 得 越 来 越 长 ， 图 形 也 更 美丽 、 更 像 一 片 雪 
花 。 如 图 11 一 2 所 示 。 


图 11 一 2 雪花 曲线 

从 形 的 角度 粗略 地 观察 到 “雪花 曲线 ”是 一 条 封闭 的 连续 的 折线 ， 不 光 
滑 〈 到 处 都 长 满 了 角 ) ， 当 和 送 代 次 数 增多 时 ,“ 角 ”的 个 数 增多 ,“ 角 ” 越 来 越 
小 ， 曲 线 向 外 生长 变 得 越 来 越 慢 ， 等 等 。 

如 果 第 一 个 图 形 〈 即 等 边 三 角形 ) 的 面积 为 单位 1， 按 上 述 操作 重复 进行 
下 去 ， 考 察 所 得 到 的 第 ”个 图 形 。 

首先 我 们 来 计算 雪花 曲线 所 围 成 图 形 的 面积 。 对 于 每 一 条 边 ， 每 一 次 先 
代 都 会 使 得 图 形 的 面积 增加 志 ， 这 样 进行 x 次 迭代 后 雪花 曲线 所 围 成 图 形 的 


面积 为 : 
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类 似 地 ， 还 可 以 得 到 n 次 近代 后 雪花 曲线 的 以 下 几 个 指标 : 
(1) 边 数 : 4, 二 3X4"1; 


(2) 边 长 : b=1X (地) 一 (到 ， 


一 _ 开 一 1 4 一 并 一 
(3) 周 长 ; cs 一 an Xb 一 3X4"!X (地) =3X(3) =4"!X3"?, 
(4) 顶 角 数 : 心 一 人: 十 2。 
容易 看 到 ，limS, 一 万 ，lime, 一 十 oo， 即 进行 无 数 次 选 代 后 ， 雪 花 曲线 所 


围 成 图 形 的 面积 为 有 限 但 其 周 长 为 无 限 ! 

意大利 数学 家 欧 内 斯 托 。 切 萨 罗 〈E. Cesaro，1859 一 1906) 曾 对 科 赫 的 
雪花 曲线 做 过 如 下 描述 : 这 个 曲线 最 使 我 们 注意 的 地 方 是 任何 部 分 都 与 整体 
相似 。 这 个 结构 的 每 个 小 三 角形 包含 着 一 个 适当 比例 缩小 的 整体 形状 ， 这 个 
形状 包含 着 每 个 小 三 角形 的 缩小 形式 ， 后 者 又 包含 缩小 得 更 小 的 整体 形状 ， 
如 此 下 去 以 致 无 穷 ， 使 得 这 个 曲线 看 上 去 是 如 此 的 奇妙 。 要 是 它 在 现实 中 出 
现 ， 那 就 必须 把 它 完 全 除去 才能 摧毁 它 。 否 则 的 话 ， 它 将 会 从 它 的 三 角形 最 
深 处 重新 不 停 地 生长 起 来 ， 就 像 宇宙 本 身 一 样 。 

我 们 把 切 萨 罗 对 雪花 曲线 所 描述 的 性 质 叫 “分 形 ”。 如 果 把 该 曲线 的 一 部 
分 保留 下 来 ， 这 部 分 将 仍然 保存 着 分 形 的 本 质 ， 它 又 能 使 自己 生长 。 但 究 竞 
什么 是 “分 形 ”， 数 学 家 并 未 给 出 一 个 完美 的 定义 。 


二 、Koch 曲线 与 Sierpinski 三 角形 


Koch 曲线 与 雪花 曲线 梅 造 相 似 ， 它 可 以 用 以 下 迭代 方法 构造 出 来 ; 平面 
圭一 单位 长 度 的 线段 〈 见 图 11 一 3 (a))， 把 单位 线段 三 等 分 ， 将 中 间 的 部 分 


用 两 段 长 为 计 的 折线 ( 夹 角 为 至 ) 来 符 代 ( 见 图 11 一 3 (b))， 将 上 面 得 到 的 图 
形 的 每 一 部 分 分 别 三 等 分 ， 每 一 部 分 中 间 的 一 段 用 长 为 训 的 两 条 折线 


第 十 一 讲 ”为 一 种 几何 


守 富 多 


( 夹 角 为 下 ) 来 代 蔡 ， 得 到 图 11 一 3c)， 不 断 重复 这 样 的 迭代 做 法 ， 无 数 次 和 


代 之 后 就 生成 了 具有 无 穷 多 弯曲 、 人 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 Koch 曲线 〈 见 图 


目 然 界 中 的 雪花 和 大 目 然 的 海 尾 线 。 


(a) (b) 
(9) (d) 


(e) 
图 11 一 3 ”Koceh 曲线 生成 图 


再 来 看 一 组 图 形 : Sierpinski 三 角形 。 

先 做 一 个 正三 角形 ， 挖 去 一 个 “中 心 三 角形 ”( 即 以 原 三 角形 各 边 的 中 点 
为 顶点 的 三 角形 ) ， 然 后 在 剩 下 的 小 三 角形 中 各 控 去 一 个 “中 心 三 角形 ”。 我 
们 用 和 白色 三 角形 代表 挖 去 的 部 分 ， 那 么 黑色 三 角形 为 剩 下 的 部 分 。 如 果 用 上 
面 的 方法 重复 作 下 去 ， 则 此 三 角形 的 面积 越 来 越 趋 近 于 零 ， 而 且 容 易 观 察 到 
它 的 周 长 越 接近 于 无 限 大 。 这 就 是 分 形 中 有 名 的 Sierpinski 三 角形 ， 著 名 的 巴 
黎 埃 菲 尔 铁塔 正 是 以 它 作为 平面 图 的 。 


图 1 一 4 ”Sierpinski 三 角形 


分 形 <<< 


171 


be 二 -一 -一 一 -一 一 一 -一 …- 一 一 


skh 
[ee 


Yop wp Gh Pr WYO 


f 本 HH 中 


细心 的 读者 可 能 会 发 现 以 上 三 组 图 形 中 包含 了 很 多 相似 的 图 形 (形状 相 
同 ， 大 小 不 一 定 相 同 )。 这 种 图 形 的 特点 束 是 图 形 的 每 一 部 分 《即使 很 小 ) 都 
和 它 本 身 的 形状 相似 ， 我 们 称 图 形 的 这 种 性 质 为 自 相 似 性 。 自 相似 性 就 是 跨 
尺度 的 对 称 性 ， 它 意味 着 在 一 个 图 形 内 部 递归 的 还 有 相似 的 图 形 ， 或 者 说 ， 
把 要 考虑 的 图 形 一 部 分 放大 ， 其 形状 与 整体 相同 ， 从 上 面 三 种 曲线 图 形 我 们 


可 以 很 清楚 地 看 到 这 一 点 。 设 想 图 11 一 3 (d) 中 曲线 | 9， 地 | 区 间 那 部 分 放 


大 3 倍 ， 放 大 后 的 图 形 和 图 11--3 〈c) 完全 相同 。 把 曲线 | 卫 ，1 | 区 间 那 部 分 
放大 3 倍 ， 也 会 得 到 同样 的 结果 。 虽 然 | 3， 志 |、| 坊 ,3 | 的 图 形 是 倾斜 


的 ， 但 是 把 它们 放大 ， 也 会 得 到 同样 的 结果 。 如 果 把 曲线 | 0，-5 | 的 那 部 分 图 


形 放大 9 倍 ， 放 大 后 的 图 形 与 图 11 一 3 (b) 完全 相同 ， 对 更 小 的 部 分 进行 相 
应 倍数 的 放大 也 是 如 此 。 事 实 上 ， 对 于 具有 自 相 似 性 的 图 形 ， 不 论 多 小 的 部 
分 ， 知 把 它 放大 到 适当 大 小 ， 都 能 得 到 与 原来 相同 的 图 形 。 严 格 满足 自 相 似 
性 的 图 形 (如 Koch 曲线 、 雪 花 曲 线 、Sierpinski 三 角形 )， 我 们 称 之 为 数字 分 
形 ， 也 叫做 有 规 分 形 。 在 地 球 科 学 和 物理 科学 中 也 和 仓 在 春分 形 现象 ， 但 是 它 
们 的 自 相 似 性 是 近似 的 ， 或 是 在 统计 意义 上 的 ， 我 们 称 之 为 统计 分 形 ， 或 无 
规 分 形 。 


$2 几何 怪物 一 一 分 形 


上 一 节 我 们 初步 见识 了 三 种 奇妙 的 分 形 图 形 ， 发 现 它 们 的 无 论 怎 样 小 的 
部 分 都 保持 着 与 整体 相似 的 性 质 。 那 么 究竟 什么 是 分 形 呢 ? 

在 1975 年 曼 德 布 罗 特 〈B. Mandelbrot) 首先 正式 提出 分 形 几 何 的 概念 之 
前 ,分 形 思想 已 经 见于 1875 到 1952 年 间 一 些 科学 家 们 的 著作 中 。1875 年 ， 
德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 了 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 ; 1883 年 ， 德 
国 数学 家 康 托 尔 构 造 了 有 许多 奇异 性 质 的 三 分 康 托 尔 集 ; 1890 年 ， 意 大 利 数 
学 家 皮 亚 诺 构造 了 能 够 填充 整个 空间 的 曲线 ; 1904 年 ， 瑞 典 数学 家 科 赫 设计 
出 Koch 曲线 (雪花 曲线 ); 1910 年 ， 德 国 数学 家 豪 斯 道夫 开始 奇异 集合 性 质 
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bb 


与 量 的 研究 ， 提出 分 数 维 概 念 ， 1915 年 ,波兰 数 学 家 谢 尔 宾 斯 基 
(W. Sierpinski，1882 一 1969) 设计 了 像 地 毯 和 海绵 一 样 的 几何 图 形 等 。 这 些 
曲线 和 概念 正 是 分 形 几何 思想 的 源 景 。 


12 1 二 工业 

0 9 9 3 3 9 9 | 0 
smc wseireonisoeims /一 | 
WE We /二 
评 视 戈 里 动 是 全 和 /=3 
3 二 rt at 7 一 人 4 

-15=5 
和 zt dr = 

图 11 一 $5 三 分 康 托 尔 集 图 11 一 6 皮 亚 诺 曲 线 


但 是 ， 就 像 其 他 的 一 些 单 命 性 的 思想 一 样 ， 分 形 的 出 现 和 研究 受到 了 
主流 学 术 界 的 让 页 和 邬 视 。 因 为 我 们 所 认识 的 “分 形 ” 与 传统 的 数学 相 矛 
盾 ， 恕 有些 图 形 具 有 有 限 的 面积 ， 却 具有 无 限 的 周 长 〈 如 雪花 曲线 ); 有 些 
分 形 曲 线 况 能 充满 整个 空间 〈 如 皮 亚 庄 曲 线 ;。 这 些 由 数学 家 们 构造 出 来 的 
“怪物 ”不 被 当时 的 其 他 人 接受 ， 更 被 认为 没有 丝 获 的 科学 价值 。 当 时 人 们 
称 Koch 曲线 、 雪 花 曲 线 等 分 形 曲线 为 “病态 曲线 ”， 而 将 一 些 分 形 和 研究 的 
对 象 称 为 “畸形 现象 ”。 


二 、 分 形 的 创立 


一 个 巧合 一 一 颇 似 当年 哥伦布 发 现 美洲 新 大 陆 的 意外 收获 ， 分 形 的 创立 
者 曼 德 布 罗 特 在 研究 海岸 线 时 创立 了 分 形 几 何 学 。1967 年 ， 他 在 美国 《 科 
学 》 杂 志 上 发 表 了 一 篇 题 为 《英国 的 海岸 线 有 多 长 ?》 的 论文 。 他 对 海岸 线 
的 本 质 的 独特 分 析 震 惊 了 整个 学 术 界 。 这 篇 论文 成 为 分 形 诞生 的 标志 。 
1975 年 曼 德 布 罗 特 在 其 《自然 界 中 的 分 形 儿 何 》 一 书 中 正式 引入 了 分 形 
(fractal) 的 概念 。 从 字面 意义 上 讲 ，fractal 是 碎 块 、 碎 片 的 意思 。 尽 和 营 目 前 
还 没有 一 个 让 大 家 都 满意 的 分 形 定义 、 但 在 数学 上 大 家 都 公认 分 形 有 以 下 
几 个 特点 : 

(1) 分 形 图 形 具有 无 限 精 细 的 结构 结构 的 精细 性 ); 

《2) 部 分 与 整体 的 比例 的 相似 性 ( 自 相 似 性 ); 

(3) 一 般 来 讲 分 形 图 形 的 分 数 维 大 于 它 的 拓扑 维 数 〈 维 数 的 非 整 数 性 ); 
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(4) 可 以 由 非常 简单 的 方法 定义 ， 并 由 递归 、 和 迭代 产生 〈 生 成 的 迭代 
性 ) 。 

其 中 1)、(2》 两 项 说 明 分 形 在 结构 上 的 内 在 规律 性 。 自 相似 性 是 分 形 
的 灵魂 ， 它 使 得 分 形 的 任何 一 个 片段 都 包含 了 整个 分 形 的 信息 。 第 (3) 项 
说 明了 分 形 的 复杂 性 。 第 (4) 项 说 明了 分 形 的 生成 机 制 。Koch 曲线 处 处 连 
续 ， 但 处 处 不 可 导 ， 其 长 度 为 无 穷 大 ， 以 欧 氏 几何 的 眼光 来 看 ， 这 种 曲线 
是 被 打 和 另类 的 ， 从 逼近 过 程 中 每 一 条 曲线 的 形态 可 以 看 出 四 条 性 质 的 种 
种 和 表现 。 以 分 形 的 观念 来 考察 前 面 提 到 的 直线 ， 可 以 看 出 它们 不 过 是 各 种 
分 形 。 

人 研究 分 形体 的 数学 基础 是 测度 论 和 公 度 拓扑 学 。 由 测度 论 给 出 的 分 形 定 
义 难 以 第 不 熟悉 测度 论 的 人 理解 ， 并 且 在 实际 中 也 难于 应 用 。 下 面 给 出 分 形 
的 两 个 定义 ,它们 虽然 都 不 够 精确 、 不 够 数学 化 ， 但 是 在 物理 上 很 易于 理解 。 

定义 1 〈 曼 德 布 罗 特 ，1986〉 部 分 以 某 种 形式 与 整体 相似 的 形状 叫做 
分 形 。 

定义 2 〈 埃 德 加 ，1990〉 分 形 儿 何 是 这 样 一 种 几何 ， 它 比 传统 几何 学 研 
究 的 所 有 几何 还 要 更 加 不 规则 ， 无 论 是 放大 还 是 缩小 ， 甚 至 进一步 的 放大 或 
缩小 ， 这 种 几何 的 不 规则 性 仍然 是 明显 的 。 


三 、 分 形 与 分 维 


任何 研究 对 象 总 有 它 自 己 的 特征 尺度 〈 即 大 小 合适 的 尺度 ) 。 例 如 ， 当 我 
们 研究 一 群 人 的 身高 时 ， 用 接近 于 平均 身高 的 尺子 作为 测量 单位 〈 例 如 lm) 
是 合适 的 ， 而 当 我 们 研究 一 群 蚂蚁 的 长 度 时 ， 要 再 用 lm 的 尺子 去 测量 显然 是 
很 不 合适 的 。 但 是 有 的 事物 没有 特征 尺度 ， 这 时 就 必须 同时 考虑 从 小 到 大 的 
许 许多 多 尺度 (或 者 叫 标 度 )， 这 叫做 “无 标 度 性 ”问题 。 比 如 分 形 图 形 ， 用 
一 把 固定 的 太子 去 测量 ， 无 论 久 子 的 测量 单位 是 多 少 ， 都 会 遇 到 困难 。 以 测 


量 Koch 曲线 为 例 ， 无 论 用 Im、 广 四 、 一 m… 的 尺子 去 测量 它 ， 都 难以 得 到 它 


的 确切 长 度 。Koch 曲线 具有 无 穷 多 的 折线 ， 当 测量 尺子 的 尺度 越 来 越 小 时 ， 
新 的 结构 却 与 整体 结构 具有 同样 的 复杂 性 。 分 形 的 这 种 无 标 度 性 的 核心 是 自 
相似 性 ， 它 对 应 于 分 形 中 存在 着 的 层次 结构 。 

在 数学 上 ， 维 数 是 几何 对 和 象 的 一 个 重要 特征 量 ， 它 是 几何 对 象 中 一 个 点 
的 位 置 所 需 独立 坐标 的 数目 。 在 传统 的 欧 氏 空间 中 ， 人 们 习惯 把 空间 图 形 看 
成 三 维 的， 平面 或 贺 面 春 成 二 维 的 ， 而 把 直线 或 曲线 看 成 一 维 的 ， 也 可 以 稍 
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加 推广 ， 认 为 点 是 零 维 的 。 相 应 的 还 可 以 引 人 高 维 空间 ， 对 于 更 抽象 或 更 复 
来 的 对 象 ， 只 要 每 个 局 部 可 以 和 欧 氏 空间 对 应 ， 也 容易 确定 维 数 。 

在 欧 氏 空间 中 ， 人 们 习惯 于 整数 的 维 数 。 而 分 形 理论 认为 维 数 也 可 以 是 
分 数 ， 这 类 维 数 是 物理 学 家 在 研究 混沌 吸引 子 等 理论 时 因 需 要 而 引入 的 重要 
概念 。 开 始 最 早 提出 分 数 维 概 念 的 是 德国 数学 家 察 斯 多 夫 (1910 年 )。 下 面 我 
们 举例 简单 地 说 明 一 下 分 数 维 的 概念 。 

当 我 们 画 一 条 直线 时 ， 如 果 用 0 维 的 点 来 量 它 ， 其 结果 为 无 穷 大 ， 因 为 
直线 中 包含 无 穷 多 个 点 ; 如 果 用 一 块 平面 来 量 它 ， 其 结果 是 0， 因 为 直线 中 不 
包 仿 平面。 那么， 用 怎样 的 尺度 来 量 它 才 会 得 到 有 限 值 呢 ? 看 来 只 有 用 与 其 
同 维 数 的 小 线段 来 量 它 才 会 得 到 有 限 值 ， 而 这 里 直线 的 维 数 为 1 (大 于 0、 小 
于 2)。 对 于 上 面 提 到 的 Koch 曲线 ， 其 整体 是 一 条 无 限 长 的 线 折 获 而 成 ， 显 
然 ， 用 小 直线 段 量 ， 其 结果 是 无 穷 大 ， 而 用 平面 量 ， 其 结果 是 0 〈 此 曲线 中 不 
包含 平面 )， 那 么 只 有 找 一 个 与 Koch 曲线 维 数 相同 的 尺子 量 它 才 会 得 到 有 限 
值 ， 而 这 个 维 数 显然 大 于 1、 小 于 2， 那 么 只 能 是 分 数 了 ， 所 以 分 数 维 是 存在 
的 。 事实 上 ， 经 过 计算 ，Koch 曲线 的 维 数 是 1. 261 8…。 

曼 德 布 罗 特 在 他 的 著作 中 探讨 “英国 的 海岸 线 有 和 多 长 ”这 个 问题 时 提出 : 
海岸 线 的 长 度 依赖 于 测量 时 所 使 用 的 矿 度 。 如 果 用 公里 作 测 量 单位 ， 从 几米 
到 几 十 米 的 一 些 曲折 会 被 忽略 ; 改 用 米 来 做 单位 ， 测 得 的 总 长 度 会 增加 ， 但 
是 一 些 厘 米 量 级 以 下 的 就 不 能 反映 出 来 。 由 于 涨潮 落 潮 使 海岸 线 的 水 陆 分 界 
线 具有 各 种 层次 的 不 规则 性 。 海 岸 线 在 大 小 两 个 方向 都 有 自然 的 限制 ， 取 不 
列 颠 怠 外 缘 上 几 个 突出 的 点 ， 用 直线 把 它们 连 起 来 ， 得 到 海岸 线 长 度 的 一 种 
下 界 。 使 用 比 这 更 长 的 尺度 是 没有 意义 的 。 还 有 海 沙 石 的 最 小 尺度 是 原子 和 
分 子 ， 使 用 更 小 的 尺度 也 是 没有 意义 的 。 在 这 两 个 自然 限度 之 间 ， 丰 在 着 可 
以 变化 许多 个 数量 级 的 “无 标 度 ”区 ， 长度 不 是 海岸 线 的 定量 特征 ， 就 要 用 
分 数 维 。 而 科 替 从 一 个 正方 形 的 “ 品 ” 出 发 ， 始 终 保持 面积 不 变 ， 把 它 的 
“海岸 线 ” 变 成 无 限 曲线 ， 其 长 度 也 不 断 增 加 ， 并 趋向 于 无 穷 大 。 所 以 ， 分 数 
维 才 是 “Koch 岛 ” 海 岸 线 的 确切 特征 量 ， 即 海岸 线 的 分 数 维 均 介 于 1 一 2 
之 间 。 

从 传统 的 几何 学 出 发 ， 我 们 用 非常 简单 的 一 把 直上 尺 去 研究 Koch 曲线 ， 会 
发 现 它 十 分 复杂 ， 它 包 合 无 限 的 层次 结构 ， 用 什么 样 的 尺子 都 很 难 测量 人 它 ， 
所 以 我 们 说 Koch 曲线 是 很 复杂 的 几何 对 象 。 但 是 如 果 从 分 形 几 何 学 出 发 ， 用 
一 个 看 起 来 很 复杂 的 测量 单位 一 一 一 个 小 的 Koch 曲线 去 测量 整个 Koch 曲 
线 ， 所 得 到 的 结果 却 十 分 简单 。 对 比 以 上 两 种 情况 : 欧 氏 几何 用 简单 的 图 形 
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>>> 数学 的 思维 与 智 芒 


作为 工具 ， 人 研究 某 些 对 象 时 存在 着 复杂 性 ; 分 形 几 何 用 复杂 的 图 形 〈 恰 恰 是 
利用 目 相 似 性 ， 利 用 复杂 图 形 的 本 身 或 其 一 部 分 ) 作为 工具 ， 研 究 复杂 对 象 
时 得 到 非常 简单 的 结果 。 由 此 可 以 看 出 ， 分 形 几 人 和 何 学 这 一 面 镜子 里 映照 出 来 
的 宇宙 是 粗糙 的 ， 凸 上 加 不 平 的 。 这 种 凸凹 不 平 、 井 曲折 折 昔 涵 着 绝 非 随 机 、 
也 非 偶然 的 复杂 性 。 这 就 是 分 形 几 何 学 所 要 求 的 信念 ， 它 完全 不 同 于 欧 氏 几 
何 学 的 思想 。 

由 上 面 的 叙述 可 以 知道 ,分形 几 何 与 传统 几何 相 比 ， 有 以 下 显著 特点 ， 
从 整体 上 看 ， 分 形 几何 图 形 是 处 处 不 规则 的 ， 例 如 ， 海 岸 线 和 山川 形状 ， 从 
远 距 离 观 察 ， 其 形状 是 极 不 规则 的 ; 在 不 同 尺 度 上 ， 图 形 的 规则 性 又 是 相同 
的 ， 如 海岸 线 和 山川 形状 ， 从 近 距 离 观 察 ， 其 局 部 形状 又 和 整体 形态 相似 ， 
它们 从 整体 到 局 部 ， 都 是 自 相 似 的 。 当 然 ， 也 有 一 些 分 形 几 何 图 形 ， 它们 并 
不 完全 是 自 相 似 的 。 其 中 一 些 是 用 来 描述 一 般 随机 现象 的 ， 还 有 一 些 是 用 来 
找 述 混沌 和 非 线 性 系统 的 。 


$3 自然 界 中 的 分 形 


人 类 生活 的 世 异 是 一 个 极其 复 洒 的 世界 ， 例 如 ， 哈 闹 的 都 市 生活 、 变 幻 
莫 测 的 股市 变化 、 复 节 的 生命 现象 、 蚁 晓 曲 折 的 海岸 线 、 坑 坑 洼 洼 的 地 面 等 ， 
都 是 客观 世界 复杂 性 的 表现 。 基 于 传统 欧 几 里 得 几何 学 的 各 门 自然 科学 总 是 
把 研究 对 象 想象 成 一 个 个 规则 的 形体 〈 如 六 边 形 、 圆 、 立 方 体 、 四 面体 、 正 
方形 、 三 角形 ……)， 而 我 们 生活 的 世界 况 如 此 不 规则 和 支离破碎 如 植物 的 
树叶 、 天 上 的 云 条 、 延 长 的 海岸 线 ……)， 与 欧 几 里 得 规则 的 几何 图 形 相 比 ， 
它们 拥有 完全 不 同 层次 的 复杂 性 。 分 形 几 何 提供 了 一 种 描述 这 种 不 规则 复杂 
现象 中 的 秩序 和 结构 的 新 方法 。 晏 德 布 罗 特 认真 地 研究 了 分 形 与 自然 的 关系 ， 
并 向 人 们 揭示 了 广泛 存在 于 我 们 身边 的 一 些 现象 ， 都 能 够 用 分 形 来 进行 准确 
地 描述 ， 他 和 他 的 同事 们 用 分 形 来 描述 过 树 和 山 等 复杂 事物 。 

如 果 你 是 个 有 心 人 ， 你 一 定 会 发 现在 自然 界 中 ， 有 许多 生物 和 景物 都 在 
某 种 程度 上 存在 着 自 相似 性 ， 即 它们 中 的 一 个 部 分 和 它 的 整体 或 者 其 他 部 分 
都 十 分 形似 。 

让 我 们 来 看 看 下 面 这 个 例子 。 仔 细 观 察 一 棵 蕨 类 植物 会 发 现 ， 它 的 每 个 
枝 权 都 在 外 形 上 和 整体 相间 ， 而 仅仅 是 在 尺寸 上 小 了 一 些 。 而 校 权 的 校 权 也 
和 整体 相同 ， 只 是 变 得 更 加 小 了 。 那 么 更 小 的 枝 权 呢 ? 在 这 棵 歼 类 植物 中 ， 
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核 权 是 整个 植物 的 小 版 本 ， 而 枝 权 的 枝 权 则 是 更 小 的 版 本 。 这 种 特性 可 以 
无 限 地 持续 下 去 ， 如 图 11 一 7 所 示 ，。 

再 来 看 看 下 面 这 一 棵 大 树 ( 见 图 11 一 8)， 它 与 它 自身 上 的 树枝 及 树枝 上 
的 枝 权 ， 在 形状 上 没什么 大 的 区 别 ， 大 树 与 树枝 这 种 在 几何 形状 上 的 关系 其 
实 也 是 目 相似 关系 。 但 是 它 并 不 像 计 算 机 生成 的 分 形 图 形 那样 严格 地 自 相似 ， 
这 大 概 是 因为 它 在 成 长 过 程 中 ， 受 到 了 许多 外 界 因素 的 影响 肥 。 
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图 11 一 7 芯 类 植物 图 11 一 8 树木 


图 11 一 9 是 实地 扣 摄 的 天 空 的 云 打 图 ， 我们 可 以 看 出 来 每 一 片 小 云 东 与 
整体 具有 某 种 意义 上 的 自 相 似 性 。 


图 11 一 9 天 空中 的 云 采 

对 于 一 个 分 形 图 形 ， 只 要 选 对 位 置 进行 放大 ， 就 会 发 现 ， 无 论 放 大 多 
少 倍 ， 图 像 的 复杂 性 丝毫 不 会 减少 。 但 是 ,注意 观察 上 面 这 些 图 片 ， 我 们 
会 发 现 : 每 次 放大 的 图 形 却 并 不 和 原来 的 图 形 完 全 相似 。 这 告诉 我 们 : 其 
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实 目 然 界 中 的 分 形 并 不 一 定 具 有 完全 的 自 相 似 性 。 图 11 一 10 和 图 11 一 11 
中 的 山脉 图 片 是 一 个 自然 界 中 的 分 形 得 很 好 的 例子 。 图 11 一 10 是 真实 照片 
(不 具有 完全 的 自 相 似 性 而 图 11 一 11 是 利用 分 形 技 术 生 成 的 (具有 完全 
的 目 相 似 性 ) 。 

图 11 一 12 这 张 月 球 表 面 的 照片 也 是 用 分 形 技术 生成 的 。 如 果 你 把 图 片 
放大 观看 ， 也 可 以 看 到 更 加 细致 的 东西 。 因 为 ,分 形 能 够 保持 自然 物体 无 
限 细致 的 特性 。 所 以 ， 无 论 你 怎么 放大 ， 最 终 ， 还 是 可 以 看 见 清晰 的 细节 。 
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图 11 一 10 ”山脉 图 片 1 图 11 一 11 山脉 图 片 2 


图 11 一 12 月 球 表 面 模型 


在 生成 目 然 真实 的 景物 中 ， 分形 具有 独特 的 优势 ， 因 为 分 形 可 以 很 好 地 
构建 目 然 景物 的 模型 。 它 们 已 被 广泛 应 用 于 电脑 制作 的 宣传 广告 中 。 分 形 的 
视觉 效果 更 使 分 形 装 饰 布 和 分 形 壁 纸 成 为 人 们 的 新 宠 。 

分 形 观 念 的 引入 并 非 仅 是 一 个 描述 手法 上 的 改变 ， 从 根本 上 讲 分 形 反映 
了 自然 界 中 某 些 规律 性 的 东西 。 以 植物 为 例 ， 植 物 的 生长 是 植物 细胞 按 一 定 
的 遗传 规律 不 断 发 育 、 分 裂 的 过 程 。 这 种 按 规律 分 裂 的 过 程 可 以 近似 地 看 作 
递归 、 和 迭代 过 程 ， 这 与 分 形 的 产生 极为 相似 。 在 此 意义 上 ， 人 们 可 以 认为 一 
种 植物 对 应 一 个 迭代 函数 系统 。 人 们 甚至 可 以 通过 改变 该 系统 中 的 某 些 参 
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数 来 模拟 植物 的 变异 过 程 。 其 实 ， 分 形 现象 远 远 不 止 目 然 界 中 的 这 些 。 从 心 
及 的 跳动 、 变 约莫 测 的 天 气 到 股票 的 起 落 等 许多 现象 都 具有 分 形 特 性 ， 这 正 
是 研究 分 形 的 意义 所 在 。 


$4 分 形 的 友 代 生成 与 欣 贷 


分 形 是 一 种 全 新 的 概念 ， 许 多 人 在 第 一 次 见 到 分 形 图 形 时 都 有 新 的 感受 ， 
不 管 你 是 从 科学 的 观点 看 偿 是 从 美学 的 观点 看 。 分 形 图 可 以 体现 出 许多 传统 
美学 的 标准 ， 如 平衡 、 和 谐 、 对 称 等 ， 但 更 多 的 是 超越 这 些 标准 的 新 的 表现 。 
比如 ， 分 形 图 中 的 平衡 ， 是 一 种 动态 的 平衡 ， 一 种 画面 各 个 部 分 在 变化 过 程 
中 相互 制约 的 平衡 ; 分 形 图 的 和 谐 是 一 种 数学 上 的 和 谐 ， 每 一 个 形状 的 变化 ， 
每 一 块 颜色 的 过 渡 都 是 一 种 自然 的 流动 ， 毫 无 生硬 之 感 ; 而 最 特别 的 是 分 形 
的 对 称 ， 它 既 不 是 左右 对 称 也 不 是 上 下 对 称 ， 而 是 画面 的 局 部 与 更 大 范围 的 
局 部 的 对 称 ， 或 说 局 部 与 整体 的 对 称 。 在 分 形 图 中 更 多 的 是 分 又 、 缠 绕 、 不 
规整 的 边缘 和 丰富 的 变换 ， 它 给 我 们 一 种 纯真 的 追求 野性 的 美感 ， 一 种 未 开 
化 的 、 未 驯养 过 的 天 然 情趣 。 信 息 理 论 的 心理 学 和 美学 指出 ， 和 谐 的 布局 、 
平衡 、 对 称 等 在 信息 论 意义 上 的 所 有 有 序 的 原理 ， 都 是 使 艺术 作品 容易 理解 
而 令 人 有 清晰 印象 的 原因 。 但 是 现代 艺术 的 研究 指出 ， 只 求 满足 美的 经 典 定 
义 并 不 能 产生 真正 的 艺术 作品 ， 一 件 真正 的 艺术 作品 还 要 能 激发 兴趣 ， 局 迪 
深思 。 显 然 ， 这 些 刺激 源 自 “创新 ”， 也 就 是 我 们 视觉 器 官 看 到 新 的 以 往 没 有 
过 的 现象 时 的 一 种 感觉 。 从 这 个 意义 上 说 ,分 形 几 何 理 论 的 提出 和 播 撤 ， 正 
在 形成 一 种 新 的 审美 理想 和 审美 情趣 。 

从 分 形 结构 的 角度 看 ， 分 形 理论 的 审美 理想 既 不 崇尚 简单 ， 也 不 崇尚 泥 
乱 ， 而 是 崇尚 混乱 中 的 秩序 ， 尝 尚 统一 中 的 丰富 。 正 像 英 国 艺 术 史 家 、 艺 
术 心 理学 和 艺术 哲学 领域 的 大 师 级 人 物 贡 布 里 希 〈《E, H. Gombrich) 所 说 的 
“审美 快感 来 自 于 对 某 种 介 于 乏味 和 杂乱 之 间 的 图 案 的 观赏 。 单 调 的 图 案 难 
以 吸引 人 们 的 注意 力 ， 过 于 复杂 的 图 案 则 会 使 我 们 的 知觉 系统 负荷 过 重 而 
停止 对 它 进行 观赏 *?。 分 形 图 形 的 结构 是 复杂 的 ， 它 总 是 有 无 穷 大 缠绕 在 里 
面 ， 每 一 个 局 部 都 有 更 多 的 变化 在 进行 ， 然 而 ， 它 却 杂 而 不 乱 ， 它 里 面 有 
内 在 的 秩序 ， 有 自 相 似 结 构 。 这 种 对 称 按 弃 了 欧 几 里 得 几何 形式 的 对 称 给 
人 带 来 的 呆板 的 感 党 ， 整 个 画面 从 平衡 中 寻找 着 动 势 ， 使 人 处 于 牙 竖 和 欲 试 
的 激动 之 中 ， 同 时 在 深层 次 上 它 又 有 着 普遍 的 对 应 与 制约 ， 使 这 种 狂放 的 
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分 形 图 形 的 魅力 还 来 目 于 分 形 图 形 中 获 涵 着 的 无 穷 的 能 套 结 构 ， 这 种 结 
构 的 散 套 性 带 来 了 画面 的 极 大 丰富 性 ， 仿 佛 里 面 蕴 酒 着 无 穷 的 创造 力 ， 使 
欣赏 者 不 能 轻而易举 地 看 出 里 面 的 所 有 内 沽 。 正 如 法 国 印象 派 大 师 雷 诺 阿 
(Renoir) 所 说 的 “一 览 无 余 则 不 成 艺术 ”。 许多 伟大 的 艺术 品 都 具有 这 样 的 
特征 ， 如 巴黎 的 艺术 宫 ， 它 的 群 周 和 怪 畜 、 突 角 和 侧 柱 、 布 满 旋涡 花纹 的 
拱 壁 和 配 有 檐 沟 齿 饰 的 正 枢 ， 巴 黎 大 剧 院 也 是 如 此 。 这 类 艺术 品 的 典范 都 
有 一 个 共同 的 特征 ， 即 没有 特定 尺度 ， 因 为 它 具 有 每 一 种 尺度 ， 也 即 和 做 套 
结构 。 观 察 者 从 任何 距离 望 去 都 能 看 到 某 种 赏心悦目 的 细节 ， 当 你 走 近 时 ， 
它 的 构造 就 在 变化 ， 展 现 出 新 的 缚 构 死 素 。 所 以 说 分 形 不 仅 是 数学 ， 还 是 
一 门 艺术 。 

分 形 是 数学 和 电脑 的 产物 ， 可 用 绝对 精确 的 数学 式 子 进行 无 数 次 的 “人选 
代 ” 来 产生 和 “繁殖 ”。 下 面 我 们 来 看 看 如 何 用 计算 机 通过 迭代 来 描绘 出 一 些 
唯美 的 分 形 图 片 。 从 这 些 图 片 中 ， 我 们 不 但 会 惊讶 于 数学 的 奥妙 ， 也 会 欣赏 
到 数学 艺术 、 分 形 艺 术 的 美 。 

在 复 平 面 上 ， 水 平 的 旬 线 代 表 实 数 ， 垂 直 的 轴线 代表 虚数 。 选 定 一 个 合 
适 的 兴 代 消 数 Zn 二 fA(Z,，C)， 不 同 的 分 形 集合 〈 复 平面 上 无 限 多 个 点 ) 对 
应 于 一 个 不 同 的 迭代 哨 数 ， 也 有 不 同 的 复 常 数 C。 然 后 在 复 平面 上 任意 取 一 
个 点 ， 其 值 是 复数 Z。， 将 其 代 人 过 代 方程 进行 反复 办 代 运 算 : 用 旧 的 Z; 代入 
函数 右 端 ， 所 得 的 结果 作为 新 的 Zr， 再 把 新 的 Z. 1 作为 旧 的 Z,， 重 复 运 
算 。 这 样 不 停 地 做 下 去 ， 得 到 的 这 些 Z 值 有 3 种 可 能 : 

(1) Z 值 没 有 界限 地 增加 (趋向 于 无 穷 ); 

(2) 2Z 值 衰减 (趋向 于 零 ); 

(3) Z 值 是 变化 的 ， 即 既 不 趋向 于 无 穷 也 不 趋 品 于 震 。 

趋向 于 无 穷 和 趋向 于 零 的 点 叫 定 常 吸引 子 ， 很 多 点 在 定常 吸引 子 处 结束 ， 
被 定常 吸引 子 所 级 引 。 不 趋向 于 无 穷 或 等 的 点 叫 混 汪 (或 奇异 ) 吸引 子 ， 它 
们 可 以 生成 各 种 奇异 、 美 丽 的 分 形 图 案 。 

下 面 给 出 几 个 分 形 的 迭代 算法 ， 并 给 出 其 他 一 些 美 丽 的 分 形 图 案 。 

1. 分 形 的 迭代 

(1) 曼 德 布 罗 特 集 

曼 德 布 罗 特 在 分 形 的 研究 中 最 精彩 的 部 分 ， 是 1980 年 他 发 现 的 并 以 他 
的 名 字 命 名 的 集合 。 他 发 现 整 个 宇 窗 以 一 种 出 人 意料 的 方式 构成 自 相 似 的 
结构 。 曼 德 布 罗 特 图 形 的 边界 处 ， 具 有 无 限 复 杂 和 精细 的 结构 。 如 果 计 算 
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机 的 精度 不 受 限 制 ， 我 们 就 可 以 无 限 地 放大 它 的 边界 。 当 放大 某 个 区 域 时 ， 
它 的 结构 就 在 变化 ， 展 现 出 新 的 结构 元 素 。 如 图 11 一 13， 图 11 一 14 和 图 
11 一 15 所 示 。 这 正如 “ 蚁 炭 曲折 的 一 段 海 岸 线 ”， 无 论 怎 样 放 大 它 的 局 部 ， 
它 总 是 曲折 而 不 光滑 的 ， 即 连续 不 可 微 的 。 曼 德 布 罗 特 集合 是 曼 德 布 罗 特 
在 复 平 面 中 用 简单 的 式 子 进行 迭代 产生 的 图 形 。 虽 然 式 子 和 和 迭代 运算 都 很 
简单 ， 但 是 产生 的 图 形 出 现 那 么 丰富 多 样 的 形态 及 精细 结构 简直 令 人 难以 
置信 以 至 于 不 可 思议 。 曼 德 布 罗 特 集 告 诉 我 们 自然 界 中 简单 的 行为 可 以 导 
致 复杂 的 结果 。 
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11 一 13 县 德 布 罗 特 集 11 一 14 受 德 布 罗 特 集 局 部 放大 图 1 
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11 一 15 受 德 布 罗 特集 局 部 放大 图 2 


曼 德 布 罗 特 集 (简称 M 集 ) 被 称 为 人 类 有 史 以 来 最 奇异 、 最 瑰丽 的 几何 
图 形 。 它 由 一 个 主要 的 心 形 图 与 一 系列 大 小 不 一 的 圆 盘 芽 苞 突 起 连 在 一 起 构 
成 。 有 的 地 方 像 日 时， 有 的 地 方 像 燃 烧 的 火焰 ， 心 形 圆 盘 上 和 饰 以 多 姿 多 彩 
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的 二 琼 ， 上 面 挂 着 鳞茎 状 下 短 的 微小 颗粒 ,念佛 是 葡萄 荐 上 熟 透 的 累累 硕果 。 
它 的 每 一 个 细部 都 可 以 演绎 出 美丽 的 梦幻 般 的 仙境 似 的 图 案 ， 因 为 只 要 把 它 
的 细部 放大 ， 展 现在 眼前 的 景象 会 更 令 人 赏心悦目 。 而 这 种 放大 可 以 无 限 地 
进行 下 去 ， 无 论 放 大 到 哪 一 个 层次 ， 都 会 显示 同样 复杂 的 局 部 。 这 些 局 部 与 
整体 不 完全 相间 ， 又 有 某 种 相似 的 地 方 ， 使 你 感到 这 座 有 具有 无 穷 层 次 结构 的 
雄伟 建筑 的 每 一 个 角落 都 存在 无 限 骸 套 的 迷宫 和 回廊 ， 催 生起 你 无 穷 的 探究 
欲望 。 

受 德 布 罗 特 集 的 数学 模型 其 实 非常 简单 。 取 从 代 函数 为 mm+l 一 到 十 c， 根 
据 复 数 c 的 取 值 不 同 ， 经 过 若干 次 欠 代 以 后 = 的 幅 值 可 能 趋向 无 穷 ， 也 可 能 保 
持 有 界 。 曼 德 布 罗 特 集 就 是 那些 使 = 保持 有 界 的 c 的 集合 。 把 c 在 复 平面 上 的 
分 布 作成 图 像 ， 就 可 以 得 到 上 面 极其 复杂 的 结构 。 

《2) 熙 利 亚 (Julia) 集 

茹 利 亚 集 是 应 用 和 M 集 相同 的 公式 z+ 二 “十 c 迭代 产生 的 集合 。 它 与 
M 集 不 同 之 处 在 于 : M 集 是 由 所 有 使 = 保持 有 界 的 复数 < 构成 的 ， 而 熙 利 
亚 集 是 对 给 定 的 <， 那些 保持 有 界 的 z 点 的 集合 ， 所 以 ， 它 们 具有 相似 的 选 
代 过 程 。 根 据 所 选择 参数 的 不 同 ， 茹 利 亚 集 合 也 相应 地 有 若干 种 不 同 的 
类 型 。 

M 和 集 和 菇 利 亚 集 具 有 类 似 的 迭代 过 程 ， 这 里 给 出 后 者 的 计算 机 程序 。 有 
兴趣 的 读者 可 以 试 着 运行 一 下 ， 观 察 其 图 形 的 生成 过 程 。 如 图 11 一 16 所 示 。 


Julia 集 和 迭代 程序 


//Julia. cpp 

/1 

# include stdafx. h" 

# include" Julia. h" 

define MAX LORDSTRING 100 


// 全 局 变量 : 

HINSTANCE hInst; 

TCHAR szTitle[ MAX LOADSTRING ] ; 

TCHAR szWindowClass[ MAX LOADSTRING)]; 
RECT rectClient; 


// 此 代码 模块 中 包含 的 函数 的 前 向 声明 : 


ATOM MyRegisterClass(HINSTANCE hInstance); 
BOOL InitInstance(HINSTANCE, int); 
LRESULT CALLBACK WndProc(HWND, UINT, WPARAM, LPARAM); 


LRESULT CALULBACK About (HWND, UINT, WPARAM, LPARAM) ; 
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void DrawJulia(HDC hdc, 


double Xmin, double Ymin, // 收 化 区 域 的 左下 角 的 坐标 
double Xmax, double Ymax, /7/ 收 化 区 域 的 右上 角 的 坐标 
int itNum, // 最 大 和 迭代 次 数 

double r /7 逃逸 半径 

); 


int APIENTRY tWinMain( HINSTANCE hInstance, 
HINSTANCE hPrevInstance， 
LPTSTR lpCmdLine, 
int nCcmdShow) 


/7VTODO: 在 此 放置 代码 
MSG msg; 
HACCEL hAccelTable:; 


/7 初始 化 全 局 字符 串 

LoacString(hInstance,.IDS APP TITLE, szTitle,MAX LOADSTRING); 
LoadString(hInstance, IDC JULIAM, szWindowClass, MAX LOADSTRING); 
MyRegisterClass(hIinstance):; 


// 执 行 应 用 程序 初始 化 : 

if(! InitInstance(hIinstance, nCmdShow)) 
{ 

return FALSE:; 


} 
hAccelTable = LoadAccelerators(hIinstance, (LECTSTR) IDC JULIA); 


// 主 消息 循环 : 
while(GetMessage( &msg, NULL, 0 ,0)) 
{ 
if(1 TranslateAccelerator(msg. hwnd, hiccelTable, &msg)) 
人 
TranslateMessage( &msq) ; 
DispatchMessage( &msg) ; 
} 
} 
returnt( int)msg. wParam; 


} 


/1 
// 沙 数 :MyRegisterClass() 


/1 
ATOM MyRegisterClass(HINSTANCE hInstance) 


: 
WNDCLASSEX woex; 
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wCex. cbSize = sizeof (WNDCLASSEX) ; 


weex. style = CS HREDRAR | CS VREDRAN; 

NCex lpfnWndProc = (WNDPROC) WNndProc; 

WCex ChClsExtra = 0; 

WCex. ChWndExtra = 0; 

wcex. hInstance = hInstance; 

wcex. hIcon = LoadIcon( hInstance, (LECTSTR) IDI JULIA); 
wcex. hCursor = LoadCursor (NULL, IDC ARROW) ; 

wcex. hbrBackground = (HBRUSH) (COLOR WINDOW + 1); 

wcex. 1]pszMenuName = (LPCTSTR) IDC JULIA; 

wcex 1pszClassName = szWindowClass; 

weex. hlIconSm = LoadIcon( wcex. hInstance, (LPCTSTR) IDI SMAMLL); 


return RegisterClassFx( &wcex); 


} 
// 
/1 前 数 ,InitInstance(HANDLE, int) 
/1 
BOOL InitIinstance(HINSTANCE hTInstance int nCmdShow) 
HWND hWnd; 
hInst = hInstance;// 将 实例 句柄 存储 在 全 局 变量 中 
hWnd = CreateWindow( szHindowClass, szTitle, WS OVERLAPPEDWINDOW, 
CH_USEDEFAULT, 0 ,CW USFEDEFAULT,O, NULL, NULL, hinstance, NULL), 


if(!1 hWnd) 

{ 时 
return FALSE.; 

} 


ShowWindow( hWnd , nCmdShow) ; 
UpdateWindow( hWnd) ; 
return TRUE; 
} 
// 
// 秒 数 :WndProc(HWND, wnsigned,WORD,LONG) 
// 
LRESULT CALLBACK WndProc(HHND hWnd, UINT message, WPARAM wParam, LPARAM lParam) 
人 
int wmlId, wmEvent ; 
PAINTSTRUCT ps; 
HDC hdc; 
//static RECT Rect; 


switch(message) 


( 
case WM COMMAND., 


归 且 本 
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} 


wmId = LOWORD( wParam) ; 
wmEvent = HIWORD( wParam) ; 


switch(wmId) 


4 
case IDM_ ABOUT. 


DialogBox( hInst, (LPCTSTR) IDD ABOUTBOX, hWnd, (DLGPROC) About) ; 


break; 

case IDM EXIT.; 
DestroyWindow( hWnd) ; 
break; 

default. 
return DefWindowProc(t hWnd, message, wParam, lParam) ; 

} 

br eak; 

HAAAAAA LAA A AAA//AVAVI/1/11//1/ 定 义 客户 区 尺寸 

case WM SIZE. 
rectclient, right = LOWORD( lParam); 
rectClient. bottom = HIWORD( lParam); 
break; 

case WM PAINT. 
hdc = Beginpaint( hWnd, &ps); 
//TODO: 在 此 添加 任意 给 图 代码 .… 

// GetClientRect(hWnd,&Rect); " 
Drawjulia(hdc, -2.0,—1.5,2.0,2.0,235,100., 0); 
EndPaint( hWnd, &ps ) ; 
break; 

case WM DESTROY., 

PostQuitMessage(0); 
break; 

default. 
return DefWindowProc(hind,message, wParam, Param); 

b 


return 0; 


/1 关于 ” 枢 的 消息 处 理 程序 


LRESULT CALLBACK About(HWND hDlg,UINT message, WPARAM wParam, LPARAM lParam) 


{ 


switcht message) 


人 
case WM_INITDIALOG: 
return TRUE ; 


case WM COMMAND. 


if(LOWORDCwParam) = = IDOK| |LOWORD( wParam) = = IDCANCEL) 


= 
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人 
EndDialog( hDlg, LOWORD(wParam) ) ; 
| return TRUE; 
} 
break,; 
| ) 
1} | return FALSE; 
} 


HA AA IAAL/ /I /II// 画 Julia 集 
void DrawJjulial(HDC hdc, 

double Xnmin, double Ymin, 

double Xmax, double Ymax, 


DD 


int itNum, 
double r? 
) 


static double p= ~0.11,q=0.6557; // C=p+qi; 
int i,]j,k; 

double x0 ,vy0; 

double x,y,dx,dy,t; 

dx = (Xmax — Xmin)/(double)rectClient. right.; 

dy = (Ymax— Ymin)/ (double)rectCl ient. bottonm; 

y0 = Ymax; 


A 


for(j = 0;]j<rectClient. bottom;j++) 
‘ 


Xx0= Xmin; 
for(i=0;i<rectClient. right;i++) 
{ 


x= x0; Y=Y0; 
for(k= 0;k<<itNum;k+ +) 
( 
t=xxXxX— yxyt+p; 
Y=2.0xxXxy+q; 
X= tt; 
if(xx x+y*y> = r2)break; 
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k& = OXFFE; 
k= 255— Kk; 
SetPixel(hdc,1i,]j],RoBCkK, Kk,k)); 
XU 十 = dx; 
} 
Y0— = dy; 
} 


下 


第 十 一 讲 ”为 一 种 几何 一 一 分 形 <<< 
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图 11 一 16 和 迭代 生成 的 熙 利 亚 集 


2， 分 形 图 案 欣 赏 

(1) 牛顿 -新 星 分 形 

牛顿 葛 定 了 经 典 力 学 、 光 学 和 微 积 分 学 的 基础 。 但 是 除了 人 刨 造 这 些 自 然 
科学 的 基础 学 科 外 ， 他 还 建立 了 一 些 方法 ， 这 些 方法 直到 今天 还 是 非常 有 价 
值 的 。 例 如 ， 和 牛顿 建议 用 一 个 逼近 方法 求解 一 个 方程 的 根 。 先 猜测 一 个 初始 
点 ， 然 后 使 用 上 站 数 的 一 阶 导 数 ， 用 切线 逐渐 通 近 方 程 的 根 。 如 方程 x* 十 1 二 0 
有 6 个 根 ， 用 牛顿 的 方法 “猜测 ” 复 平面 上 各 点 最 后 趋向 方程 的 各 个 根 ， 就 
可 以 得 到 一 个 分 形 图 形 ， 和 茹 利 亚 分 形 一 样 ， 它 能 被 永远 放大 下 去 ， 并 有 自 
相似 性 。 这 叫做 牛顿 分 形 ， 如 图 11 一 17 所 示 。 

德比 夏 尔 (P. Derbyshire) 研究 牛顿 分 形 图 形 时 ， 改 变 了 一 下 加 进 敬 利 亚 
集中 的 复数 c 的 算法 ， 便 产生 了 奇特 的 图 形 ， 他 称 之 为 “新 星 ” 分 形 。 如 图 
11 一 18 所 示 。 
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图 11 一 17 牛顿 分 形 图 11 一 18 新 星 分 形 
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《2) 其 他 分 形 图 形 

英国 数学 家 了 哈代 说 : 数学 家 的 模式 ， 和 画家 与 诗人 的 模式 一 样 ， 必 须 是 
美的 ， 数 学 概念 同 油彩 或 语言 文字 一 样 ， 必 须 非 常 协调 。 美 是 第 一 性 的 ， 不 
完美 的 、 丑 陋 的 数学 在 数学 上 不 会 有 永久 的 位 置 。 

下 面 请 大 家 欣赏 一 组 神奇 美丽 的 分 形 图 片 ， 如 图 11 一 19 一 图 11 一 26 所 
示 ， 相 信 大 家 会 从 中 感悟 分 形 之 美 、 数 学 之 美 。 


Ne 
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图 11 一 23 娇艳 的 玫瑰 


11 一 22 追 月 图 2 


图 11 一 24 ”雨季 的 丁香 


图 11 一 25 蝴蝶 之 树 图 11 一 26 美丽 的 “自然 ”风景 


1. 什么 是 分 形 ? 举例 说 明 。 
2 说 说 分 形 几 何 与 传统 几何 的 区 别 。 
3， 根 据 你 自己 的 想法 ， 设 计 一 幅 分 形 图 形 。 


1 ， 。 2 


第 十 二 讲 ” 理论 来 自 实 践 的 范例 
微 积 分 怎样 建立 


过 全 过 十 


基础 数学 可 分 为 初等 数学 与 高 等 数学 ， 初 等 数学 研究 的 是 常数 和 常量 ， 
而 高 等 数学 则 研究 的 是 函数 和 变量 。 如 果 把 数学 比 作 一 棵 大 树 ， 那 么 初等 数 
学 是 这 棵 大 树 的 根部 ， 名 目 繁多 的 数学 分 支 是 这 棵 大 树 的 树枝 ， 而 大 树 的 主 
干 便 是 高 等 数学 的 主要 部 分 一 一 微 积 分 。 微 积分 是 微分 学 和 积分 学 的 总 称 ， 
是 高 等 数学 的 基础 。 它 也 可 以 看 作 一 种 数学 思想 ， “无 限 细 分 ”是 微分 , “无 
限 求 和 ” 则 是 积分 。 无 限 就 是 极限 ， 极 限 的 思想 是 微 积 分 的 基础 ， 它 是 用 一 
种 运动 的 思想 看 等 问题 。 比 如 子弹 飞 过 枪 膛 的 瞬时 速度 就 是 微分 的 概念 ， 子 
弹 在 某 个 时 间 段 所 飞行 的 路 程 就 是 积分 的 概念 。 

17 捞 纪 上 半 叶 ， 法国 数 学 家 笛 卡 儿 在 欧 几 里 得 几何 学 的 基础 上 ， 把 代数 
与 几何 综合 ， 建立 了 解析 几何 ， 使 微 积分 的 发 明成 为 可 能 。1666 年 ， 英 国 数 
学 家 、 物 理学 家 牛顿 发 明了 微 积 分 ， 牛 顿 称 其 为 “ 流 数 术 ”， 这 标志 着 微 积 分 
的 诞生 。 但 有 关 论 文 《 流 数 简 论 》 直 到 1687 年 后 才 正 式 发 表 。1684 年 和 
1686 年 ， 德 国 数学 家 、 物 理学 家 菜 布 尼 菠 先后 发 表 了 关于 微分 和 积分 的 论文 。 
目前 一 般 认 为 牛顿 和 菜 布 尼 菊 各 自 独 立 完 成 了 微 积 分 的 发 明 。 菜 布 尼 获 虽 比 
牛顿 晚 了 将 近 20 年 ， 但 后 者 的 推导 表现 方式 更 合理 ， 目 前 所 通用 的 微 积 分 术 
语 和 符号 也 是 沿袭 莱 布 尼 蒋 当时 所 使 用 的 。 

微 积分 的 创立 ， 被 恩格斯 誉 为 “人 类 精神 的 最 高 胜利 ” 山 ， 是 整个 数学 发 
展 史 上 最 伟大 的 成 就 之 一 。18 世纪 ， 微 积分 进一步 深入 发 展 ， 刺 激 和 推动 了 
许多 数学 新 分 支 的 产生 ， 从 而 形成 了 具有 人 鲜明 特点 的 数学 领域 一 一 分 析 学 。 

在 这 一 讲 里 ,我们 主要 介绍 微 积分 产生 的 背景 及 其 发 展 过 程 ， 最 后 简单 
介绍 一 下 由 于 微 积 分 的 创立 而 产生 的 新 的 数学 分 支 。 


人 《马克 思 思 格 斯 全 集 》， 中 文 1 版, 第 20 卷 ，611 页 ， 北京 ， 人民 出 版 社 ，1971。 
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微 积 分 的 思想 萌芽 ， 特 别 是 积分 学 部 分 可 以 追溯 到 古代 。 自 古 以 来 ， 计 
算 曲线 所 包围 的 平面 图 形 的 面积 以 及 曲面 所 包围 的 立体 的 体积 一 直 是 数学 家 
们 感 兴趣 的 课题 ， 在 古 希 腊 、 古 代 中 国 和 古 印 度 的 数学 家 们 的 著作 中 ， 不 乏 
用 无 穷 小 过 程 来 计算 特殊 形状 对 象 的 面积 、 体 积 和 曲线 长 度 的 例子 。 作 为 微 
分 学 中 心 问题 的 切线 问题 的 探讨 却 是 比较 晚 的 事情 ，17 世纪 许多 著名 的 数学 
家 〈 主 要 是 法 国 ) 如 费 马 、 笛 卡 儿 、 罗 贝克 尔 、 德 扎 格 等 人 都 曾经 卷 人 切线 
问题 的 论战 中 。 和 牛顿 和 莱 布 尼 医 最 大 的 功劳 就 是 将 这 两 个 貌似 不 相关 的 问题 
联系 起 来 ， 在 积分 〈 求 积 问题 ) 和 微分 《切线 问题 ) 两 者 之 间 建 立 起 了 一 道 
桥梁 ， 用 微 积分 基本 定理 〈 或 者 称 为 “牛顿 ~ 莱 布 尼 茨 公式 ”) 表达 出 来 。 近 
代数 学 就 是 在 那个 时 候 诞 生 的 。 

微 积 分 的 产生 是 继 欧 几 里 得 几何 之 后 数学 的 一 个 重大 的 创造 。 近 代 微 积 
分 的 酝酿 ， 主 要 是 在 17 世纪 上 半 叶 这 段 时 期 。 在 这 一 段 时 期 内 自然 科学 有 了 
很 大 的 进步 ， 如 在 天 文学 和 力学 等 领域 发 生 了 一 系列 的 重大 事件 。 

首先 是 1608 年 倚 兰 眼镜 制造 商 由 西 发 明了 望远镜 ， 不 和 久之 后 伽利略 研制 
出 了 第 一 架 天 文 望远镜 ， 从 而 作出 了 令 人 目不暇接 、 惊 奇 不 已 的 天 文 发 现 。 
望远镜 的 发 明 不 仅 引 起 了 天 文学 的 新 高 涨 ， 而 且 也 推动 了 光学 的 发 展 。 后 来 
开 普 勒 通过 观测 归纳 出 行星 运动 的 三 大 定律 。1638 年 ， 伽 利 略 建立 了 自由 落 
体 运 动 定律 、 动 量 定律 等 ， 为 动力 学 莫 定 了 基础 : 另外 他 也 认识 到 弹道 的 抛 
物 线性 质 。 凡 此 一 切 ， 标 志 着 目 文 艺 复 兴 以 来 在 资本 主义 生产 力 刺激 下 往 勃 
发 展 的 目 然 科 学 开始 到 入 了 绪 合 与 突破 的 阶段 ， 而 这 种 结合 与 突破 所 面临 的 
数学 难题 ， 使 微分 学 的 一 些 基本 问题 空前 地 成 为 人 们 关注 的 焦 反 。 

第 一 类 问题 是 已 知 物体 移动 的 距离 可 以 表示 为 时 间 的 函数 ， 求 物体 在 任 
意 时 刻 的 速度 和 加 速度 ; 反 过 来 ， 已 知 物体 的 加 速度 可 以 表示 为 时 间 的 函数 ， 
求 物体 在 任意 时 刻 的 速度 和 距离 。 这 类 问题 是 在 研究 物体 的 运动 时 直接 出 现 
的 ， 困 难 在 于 17 世纪 所 涉及 的 速度 和 加 速度 每 时 每 刻 都 在 变化 ， 比 如 计算 瞬 
时 速度 ， 不 能 像 计 算 平 均 速 度 一 样 ， 用 运动 的 时 间 去 除 移动 的 距离 ， 因 为 在 


给 定 的 瞬时 ， 移 动 的 距离 和 所 用 的 时 间 都 是 0， 而 二 是 无 意义 的 。 但 是 根据 物 
理 知识 ， 每 一 个 运动 的 物体 在 它 运动 的 每 一 个 时 刻 必 有 速度 ， 这 也 是 无 疑 的 。 


第 十 二 讲 理论 来 自 实 践 的 范例 一 微 积分 怎样 建立 <<< 
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已 知 速 度 公式 求 移动 距离 的 问题 ， 也 过 到 同样 的 困难 ， 因 为 速度 每 时 每 刻 都 
在 变化 ， 所 以 不 能 用 运动 的 时 间 乘 任意 时 刻 的 速度 来 得 到 移动 的 距离 。 

第 二 类 问题 是 求 曲 线 的 切线 。 这 个 问题 的 重要 性 来 源 于 多 个 方面 ， 它 是 
纯 几 何 的 问题 ， 而 且 对 于 科学 应 用 有 着 巨大 的 重要 性 。 光 学 是 17 世纪 的 一 门 
比较 重要 的 科学 研究 。 比 如 ， 研 究 光 线 通 过 透镜 的 通道 ， 必 须知 道光 线 射 人 
透镜 的 角度 以 便于 应 用 反射 定律 。 如 图 12 一 1 所 示 ， 角 A 是 光线 同 曲线 的 法 
线 间 的 夹 角 。 法 线 是 垂直 于 切线 的 ， 所 以 问题 在 于 求 出 法 线 或 者 求 出 切线 。 


图 12 一 1 光 与 远 镜 


为 一 个 涉及 曲线 切线 的 科学 问题 出 现 于 物体 运动 的 研究 中 。 运 动物 体 在 
它 的 轨迹 上 的 任 一 点 处 的 运动 方向 ， 是 轨迹 的 切线 方向 。 

第 三 类 问题 是 求 晃 数 的 最 大 值 与 最 小 值 。 比 如 炮弹 在 炮 简 里 射出 ， 它 运 
行 的 水 平 距 离 〈 即 射程 )， 依 赖 于 炮 简 对 地 面 的 倾斜 角 ， 即 发 射 和 月 。 一 个 实际 
问题 是 求 能 获得 最 大 射程 的 发 射 角 。 另 外 研究 行星 的 运动 也 涉及 最 大 值 和 最 
小 值 的 问题 ， 例 如 求 行星 离开 太阳 的 最 远 和 最 近 的 距离 。 

第 四 类 问题 是 求 曲线 的 长 度 〈 如 行星 在 已 知 时 间 段 内 移动 的 距离 )、 曲 线 
围 成 平面 图 形 的 面积 、 曲 面 围 成 立体 的 体积 、 物 体 的 重心 、 一 个 体积 相当 大 
的 物体 (例如 行星 作用 在 男 一 物体 上 的 引力 等 。 古 希腊 人 用 “穷竭 法 ” 求 
出 一 些 曲面 的 面积 和 不 规则 立体 的 体积 。 尽 管 他 们 只 是 对 一 些 比较 简单 的 曲 
面 和 立体 应 用 了 这 个 方法 ， 但 也 必须 添上 许多 技巧 ， 因 为 这 些 方法 缺乏 一 
般 性 。 

17 世纪 上 半 叶 ， 几 乎 所 有 的 科学 大 师 都 致力 于 上 面 提 到 的 四 类 问题 的 研 
究 ， 寻 求解 决 这 些 难 题 的 新 的 数学 工具 , :特别 是 描述 运动 与 变化 的 无 限 小 算 
法 ， 并 在 相当 短 的 时 期 内 取得 了 迅速 的 发 展 。 下 面 介绍 在 微 积分 酝酿 阶段 最 
有 代表 性 的 工作 。 
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1， 开 普 勒 与 旋转 体 体 积 

德国 天 文学 家 、 数 学 家 开 普 勒 在 1615 年 发 表 《 测 量 酒 桶 的 新 立体 几何 》， 
讨论 了 求 圆锥 曲线 围绕 其 所 在 平面 上 某 直线 旋转 而 生成 的 立体 体积 的 积分 法 。 
开 普 勒 方法 的 核心 是 用 无 数 个 同 维 无 限 小 元 素 之 和 来 确定 曲 边 形 的 面积 以 及 
旋转 体 的 体积 。 例 如 ， 他 认为 球 的 体积 是 无 数 个 小 圆锥 的 体积 的 和 ， 这 些 圆 
锥 的 顶点 在 球 心 ， 底 面 则 是 球面 的 一 部 分 ;他 又 把 圆锥 看 成 极 薄 的 圆 盘 之 和 
(如 图 12 一 2 所 示 )， 并 由 此 计算 出 它 的 体积 ， 然 后 进一步 证 明 球 的 体积 是 半 


径 乘 以 球面 面积 的 三 分 之 一 ({V 一 RX4rR:X 二 )。 
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图 12 一 2 分割 球 为 小 圆锥 


2， 卡 瓦 列 里 的 “不 可 分 量 ” 原 理 

意大利 数学 家 卡 瓦 列 里 〈B. Cavalieri，1598--1647) 在 其 著作 《用 新 方 
法 促进 的 连续 不 分 量 的 几何 学 》(1635 年 ) 中 发 展 了 系统 的 不 可 分 量 方法 。 卡 
瓦 列 里 认为 线 是 由 无 限 多 个 点 组 成 ; 面 是 由 无 限 多 条 平行 线段 组 成 ; 立体 则 
是 由 无 限 多 个 平行 平面 组 成 。 他 分 别 把 这 些 元 泰 叫做 线 、 面 和 体 的 “不 可 分 
量 ”《indivisible) 。 他 建立 了 一 条 关于 这 些 不 可 分 量 的 普遍 原理 ， 后 人 以 “ 卡 
瓦 列 里 原理 ”著称 ， 两 个 等 高 的 立体 ， 如 果 它 们 的 平行 于 底面 且 离 开 底 面 有 
相等 距离 的 截面 面积 之 间 总 有 给 定 的 比 ， 那 么 这 两 个 立体 的 体积 之 间 也 有 同 
样 的 比 。 

卡 瓦 列 里 利用 这 条 原理 计算 出 许多 立体 图 形 的 体积 。 然 而 他 对 积分 的 创 
立 最 重要 的 贡献 还 在 于 他 后 来 (1639 年 ) 利用 平面 上 的 不 可 分 量 原 理 建立 了 


等 价 于 下 列 积分 
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的 基本 原理 ， 使 早期 积分 学 突破 了 体积 计算 的 现实 原型 而 向 一 般 算法 过 渡 。 
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3. 笛 卡 儿 的 “ 圆 法 ” 

以 上 介绍 的 微 积 分 准备 阶段 的 工作 ， 主 要 采用 几何 方法 并 集中 于 积分 问 
题 。 解 析 几 何 的 诞生 改变 了 这 一 情况 。 解 析 几 何 的 两 位 创始 人 笛 卡 儿 和 费 马 
都 是 将 坐标 方法 引进 微分 学 问题 研究 的 先锋 。 笛 卡 儿 在 其 著作 《几何 学 》 中 
提出 了 求 切 线 的 所 谓 的 “ 圆 法 ”， 其 本 质 上 是 一 种 代数 方法 。 

笛 卡 儿 是 一 位 哲学 家 、 数 学 家 、 物 理学 家 和 生理 学 家 。1619 年 是 笛 卡 几 
一 生 的 转折 点 ， 当 时 他 23 岁 。 这 一 年 的 11 月,， 笛 卡 儿 终日 沉迷 在 深思 之 中 。 
据 笛 卡 北 回忆 ， 他 在 11 月 10 日 的 夜里 一 连 做 了 三 个 奇特 的 梦 ， “发 现 了 一 种 
不 可 思议 的 科学 基础 ”>。 他 意识 到 他 已 经 构思 出 一 种 新 的 几何 学 。1637 年 ， 和 外 
卡 儿 的 名 着 《方法 论 》 出 版 ， 该 书 附 有 一 篇 各 为 《几何 学 》 的 附录 。 这 是 一 
份 数学 史上 的 经 典 文献 ， 文 中 首次 提出 了 “坐标 ”的 概念 ， 并 借助 于 坐标 系 
用 售 有 变数 的 代数 方程 来 表示 和 研究 几何 曲线 。 科 卡 儿 把 代数 方程 与 几何 曲 
线 联 系 起 来 ， 创 造 出 坐标 几何 即 解析 几何 这 门 新 的 学 科 ， 使 得 几何 概念 得 以 
用 代数 方法 来 描述 ， 进 而 通过 代数 计算 来 解决 几何 问题 。 

代数 与 几何 两 大 学 科 的 联姻 ， 是 数学 方法 论 的 重大 进展 。 代 数 和 几何 的 
相互 交 义 ,相互 碰撞 ， 相 互 渗透 ， 深 刻 地 改变 了 数学 的 格局 和 面貌 。 笛 卡 儿 
创造 性 的 工作 为 后 人 发 明 微 积分 作 了 铺垫 。 正 如 牛顿 本 人 所 说 的 :“ 如 果 我 之 
所 见 比 第 卡 儿 等 人 看 得 远 一 点 的 话 ， 那 只 是 因为 我 站 在 巨人 肩 上 的 缘故 。” 

4， 费 马 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方法 

笛 卡 儿 的 “ 圆 法 ”记载 于 它 1637 年 发 表 的 《几何 学 》 中 。 就 在 同一 年 ， 
费 马 在 一 份 手稿 中 提出 了 求 极 大 值 与 极 小 值 的 代数 方法 。 

费 马 的 方法 是 这 样 描述 的 ， 设 函 数 f(x) 在 点 a 处 取 极 值 ， 费 马 用 < 十 e 代 
笠原 来 的 未 知 量 ， 并 使 f(a 十 e) 与 f(a)“ 通 近 ”(adequatio)， 即 


flate)— f(a), 
[二 Pa | 
eE 


用 此 方程 求 得 的 a 就 是 f(x) 的 极 值 点 。 

显然 ， 费 马 的 方法 几乎 相当 于 现代 微 积 分 中 所 用 的 方法 ， 只 是 以 符号 e 
代 兰 了 增 Ax。 

s， 巴 罗 的 “微分 三 角形 - 

巴 罗 (I Barrow，1630 一 1677) 也 给 出 了 求 曲 线 的 切线 的 方法 ， 他 的 方法 


有 


记载 在 1669 年 出 版 的 《几何 讲义 》 中 ， 但 他 应 该 是 在 更 早 的 时 候 就 得 到 了 这 种 
方法 。 

与 笛 卡 儿 、 费 马 不 同 ， 巴 罗 使 用 了 几何 法 。 巴 罗 几 何 法 的 关键 概念 后 来 
变 得 很 有 名 ， 就 是 “微分 三 角形 ”， 也 叫做 “特征 三 角形 ”。 

如 图 12 一 3 所 示 ， 设 有 曲线 f(x+，y〉 一 0， 欲 求 其 上 一 点 卫 处 的 切线 。 
巴 罗 考 虚 一 段 “ 任 意 小 的 红 ”PQ, 它 是 由 增 量 QR==e 引起 的 。 三 角形 
PQR 就 是 所 谓 的 微分 三 角形 。 巴 罗 认 为 当 这 个 三 角形 越 来 越 小 时 ， 它 与 
三 角形 TPM 应 趋 近 于 相似 ， 故 应 有 


0 一 二 二 ， 即 之 一 人 《1 一 | TM | )。 
因 Q、P 在 曲线 上 ， 故 应 有 

f(x—e, y—a)~=f(rx, yy)=0,。 
在 上 式 中 消去 一 切 包含 e，a 的 军 或 者 二 者 相 乘 的 项 ， 从 所 得 方程 中 解 出 2， 
即 切线 斜率 之 ， 于 是 可 得 到 : 值 从 而 作出 切线 。 巴 罗 的 方法 实质 上 是 把 切线 看 


作 当 a 和 e 趋 于 零 时 ， 割 线 PQ 的 极限 位 置 ， 并 利用 忽略 高 阶 无 穷 小 的 方法 来 
取 极 限 。 在 这 里 ，a 和 。 分 别 相 当 于 现在 的 dy 和 dz， 而 对 则 相当 于 径 ， 


12 一 3 ”微分 三 角形 


这 里 值得 一 提 的 是 ， 巴 罗 是 牛顿 的 老师 ， 是 英国 剑桥 大 学 第 一 任 “ 户 卡 
斯 数学 教授 ?， 也 是 英国 皇家 学 会 的 首 批 会 员 。 当 巴 罗 发 现 和 认识 到 牛顿 的 才 
能 时 ， 便 于 1669 年 辞去 了 卢 卡 斯 教授 的 职位 ， 举 荐 自己 的 学 生 一 一 当时 只 有 
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27 岁 的 牛顿 来 担任 这 一 职位 。“ 巴 罗 让 贤 ” 已 经 成 为 科学 史上 的 一 段 佳话 。 


6， 沃 里 斯 的 “无 穷 算术 ” 
沃 里 期 〈J. Wallis，1616 一 1703) 是 在 牛顿 和 莱 布 尼 获 之 前 ， 将 分 析 方 法 


引信 微 积分 贡献 最 突出 的 数学 家 。 沃 里 斯 最 重要 的 著作 是 《无 穷 算术 》 (1655 
年 )， 其 书 名 就 表明 了 它 用 本 质 上 是 算术 (也 就 是 牛顿 所 说 的 “分 析 ”) 的 途 
径 发 展 积分 法 。 

沃 里 斯 利用 他 的 算术 不 可 分 量 方法 获得 了 许多 重要 的 结果 ， 其 中 之 一 就 
是 将 卡 瓦 列 里 的 宕 函数 积分 公式 | xdz 一 -入 推 广 为 分 数 朝 的 情形 。 他 通 


过 一 系列 推导 猜想 : 


不 过 沃 里 斯 仅 对 如 =! 的 特例 证 明了 上 面 这 一 公式 。 

17 世纪 上 半 叶 先驱 们 一 系列 的 工作 沿 着 不 同 的 方向 朝 着 微 积分 的 大 门 
有 逼近， 但 是 所 有 的 努力 还 不 足以 标志 微 积分 作为 一 门 独立 科学 的 诞生 。 这 
些 先驱 者 对 求解 各 类 微 积 分 问题 确实 作出 了 宝贵 的 贡献 ， 但 它们 的 方法 仍 
然 缺 乏 足够 的 一 般 性 。 求 切线 ， 求 变化 率 ， 求 极 大 极 小 值 以 及 求 面 积 、 体 
积 等 基本 问题 ， 在 当时 是 被 作为 不 同类 型 的 问题 处 理 的 。 虽 然 也 有 人 注意 
到 了 其 中 的 某 些 联系 ， 但 是 没有 人 能 将 这 些 问题 联系 起 来 作为 一 般 规 律 明 
确 提 出 来 。 因 此 ， 就 需要 有 人 站 在 更 高 的 高 六 上 ,将 以 往 个 别 的 贡献 和 分 
散 的 努力 综合 起 来 作为 统一 的 理论 。 这 是 17 世纪 中 叶 数 学 家 们 面临 的 艰巨 
任务 。 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 正 是 在 这 样 的 时 刻 出 场 的 。 


$2 直通 微 积 分 


一 、 拉 开 微 积分 的 序幕 一 一 穷竭 法 


人 们 普遍 认为 ， 关 于 微 积分 的 起 源 ， 可 以 追溯 到 公元 前 3 世纪 阿 基 米 德 
处 理 曲 边 图 形 的 “穷竭 法 >”。 阿 基 米 德 有 惊人 的 创造 才能 ， 他 将 高 超 的 计算 
技巧 与 严谨 的 数学 论证 融 为 一 体 ， 而 被 后 人 尊称 为 “古代 数学 之 神 ”。 阿 基 
米 德 的 重大 数学 成 就 之 一 就 是 运用 穷竭 法 计算 了 一 些 简 单 曲 边 图 形 所 围 成 
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和 


的 图 形 的 面积 ， 例 如 由 抛物 线 > 一 忆 (0 委 xz 委 0) 与 x 轴 及 直线 X=65 所 围 成 
的 曲 边 三 角形 的 面积 (如 图 12 一 4 所 示 )。 


2L_----------_-- 
- 
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0 pb Xx 
图 12 一 4 曲 边 三 角形 
位 于 矩形 0 过 z 委 2，0 委 > 委 2 之 中 的 这 个 曲 边 三 角形 ， 它 的 面积 S 显然 
小 于 扬 形 面积 哺 的 一 半 。 阿 基 米 德 断言 ， 这 个 曲 边 三 角形 的 面积 恰好 等 于 和 矩 
形 面积 的 三 分 之 一 ， 即 有 : 抛物 线 > 一 二 (0<z 委 2) 与 x+ 轴 及 直线 二 6b 所 围 


成 的 曲 边 三 角形 的 面积 为 ，S 一 气 ， 这 个 结论 是 惊人 的 。 阿 基 米 德 是 利用 穷 竟 


法 来 证 明 这 个 结论 的 。 将 区 间 L0，6j] 分 成 n 等 份 ， 过 等 分 点 作 平 行 于 y 轴 
的 直线 , 将 曲 边 三 角形 分 割 成 若干 宕 长 条 ， 这 样 就 得 到 内 外 两 个 阶梯 图 形 
( 见 图 12 一 5 和 图 12 一 6)， 它 们 分 别 从 内 部 与 外 部 逼近 抛物 线 y= 二 x 。 将 这 些 
小 矩形 的 面积 累加 在 一 起 ， 即 得 阶梯 图 形 的 面积 。 


OO pb > 


图 12 一 5 ”内 接 梯形 图 12 一 6 外接 梯形 
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3 2 
利用 求 和 公式 卫 十 下 十 3 十 …… 十 于 一 二 十 二 十 车， 可 得 外 阶梯 图 形 的 面积 
多 .二 2) 一 乞 11 十 3 十 工 
,二 高 《1 十 22 十 3 十 十) 二 守 (1 十 充 十 72 ) 。 
同 理 可 得 内 阶梯 图 形 的 面积 
一 乞 32 寺 二 Cn 一 1)2] 二 儿 (1 一 人 
区 二 千 [ 二 十 2 十 3 十 … 十 (n 一 1)?] 一 等 (1 一 记 十 8 )。 


显然 ， 所 考察 的 曲 边 三 角形 的 面积 S 界 于 两 个 阶梯 图 形 的 面积 之 间 : 
T,<<S<S,， 可 以 证 明 ， 只 要 等 分 数 n 足够 大 ， 内 外 阶梯 图 形 的 面积 与 乞 之 差 
均 小 于 预先 给 定 的 正 数 ， 因 此 这 两 个 阶梯 图 形 的 面积 可 以 “穷竭 ”所 给 曲 边 
三 角形 的 面积 。 由 此 渐 定 ， 曲 边 三 角形 的 面积 等 于 矩形 面积 的 亏 。 但 是 “ 穷 


痪 法 ”没有 涉及 无 限 过 程 的 思考 ， 因 而 有 人 认为 它 与 “无 限 的 ”极限 过 程 训 
不 相干 。 卡 尔 "B . 波 耶 的 著作 《 微 积 分 概念 史 》 也 说 : 穷竭 法 跟 我 们 今天 极 
限 的 概念 并 不 相干 ， 而 只 古 一 些 迁 加 曲折 绕 过 这 些 概念 的 途径 …… 

极限 概念 是 近代 微 积分 学 的 基础 ， 尽 管 阿 基 米 德 的 穷竭 法 与 极限 论 “ 毫 
不 相 于 ”， 但 在 数学 的 发 展 史上 ， 它 对 微 积分 的 形成 确实 产生 过 深刻 的 影响 ， 
在 这 个 意义 上 可 以 把 穷竭 法 看 作 微 积分 的 源头 。 


二 、 通 往 微 积 分 的 必由之路 一 一 极限 论 


人 们 把 基础 数学 分 为 初等 数学 与 高 等 数学 ， 微 积分 为 什么 算是 “高 等 ” 
的 数学 ? 从 初等 数学 到 高 等 数学 〈 微 积分 ) 的 主要 通道 在 哪里 ?现在 我 们 就 
来 探讨 一 下 这 个 问题 。 

在 创建 微 积分 的 过 程 中 ， 和 牛顿 和 莱 布 尼 淆 都 特别 强 圭 微 积 分 是 “无 穷 ” 
的 数学 。 微 积分 发 明之 后 ， 人 们 长 期 习惯 于 称 之 为 “无 穷 小 分 析 "， 事 实 上 ， 
这 种 提 法 源 于 欧 拉 。 欧 拉 于 1748 年 在 一 本 闭 名 的 微 积分 教科 书 中 ， 用 “无 穷 
小 量 解析 ”一 词 来 描写 微 积 分 。 这 个 名 字 直 到 19 世纪 都 还 在 使 用 。 通 俗 地 
说 ， 高 等 数学 是 无 穷 的 数学 ; 而 初等 数学 则 是 有 限 的 数学 。 这 样 ， 是 否 包容 
“无 穷 ”， 便 成 了 高 等 数学 与 初等 数学 的 分 水 岭 。 

在 .上 一 节 我 们 讲 到 ， 在 西方 数学 史上 ， 人 往往 把 微 积 分 思想 追溯 到 公元 前 
3 世纪 十 希腊 的 阿 基 米 德 。 阿 基 米 德 运用 所 谓 的 “穷竭 法 ”计算 出 了 一 些 曲 
边 图 形 的 几何 量 〈 如 周 长 、 面 积 等 )。 事 实 上 ， 曲 边 图 形 “天 然 ” 含 有 “无 
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和 


穷 ” 的 成 分 ， 阿 基 米 德 的 种 种 计算 方法 为 微 积分 作 了 铺垫 ， 然 而 古 希腊 人 
在 精神 上 对 “无 穷 ” 怀 有 恺 恨 ， 因 而 他 们 “总 是 谨慎 地 避免 明显 地 “ 取 极 
限 ?”。 在 中 外 古代 数学 史上 ， 首 先 举 起 “极限 论 ” 大 旗 的 人 是 中 国 的 刘 徽 。 
刘 微 的 割 圆 术 清 晰 地 提出 了 极限 思想 并 刻画 了 极限 过 程 ， 同 时 给 出 了 极限 
的 计算 方法 。 

极限 论 是 从 初等 数学 到 高 等 数学 的 主要 通道 。 阿 基 米 德 的 穷竭 法 通过 注 
入 极限 思想 被 引入 微 积分 ， 然 而 由 于 穷竭 法 的 先天 不 足 使 得 创始 初期 的 微 积 
分 缺乏 逻辑 上 的 严密 性 。 牛 顿 自己 也 承认 ， 初 期 的 微 积分 方法 “与 其 说 是 精 
确 的 证 明 ， 不 如 说 是 简短 的 说 明 ”。 和 牛顿 发 明 的 微 积分 充满 朝气 ， 但 同时 显得 
幼 锥 和 粗糙 。 在 早期 的 微 积分 论文 中 ， 牛 顿 使 用 符号 “o” 表示 “无 穷 小 量 ”， 
但 是 什么 是 “无 穷 小 量 o” 呢 ? 在 牛顿 的 心目 中 ， 它 不 是 纯粹 的 数 0。 但 其 绝 
对 值 又 小 于 任意 给 定 的 小 量 。 这 有 悖 于 传统 的 “ 数 ”的 概念 ， 从 而 遭 到 了 广 
泛 的 非议 。 直 到 18 世纪 ， 英国 的 贝克 莱 主 教 还 猛烈 地 攻击 “无 穷 小 量 ” 是 
“消失 的 量 的 鬼魂 ”。17 世纪 中 时 创立 的 微 积分 ， 强 有 力 地 推动 了 数学 的 迅猛 
发 展 ， 其 内 容 之 丰富 ， 应 用 之 广泛 ， 令 人 眼花 纤 乱 ， 目 不 眼 接 ， 然 而 微 积分 
逻辑 混乱 这 个 矛盾 也 更 加 突出 了 。 数 学 家 们 不 能 忍受 这 样 的 事实 : 高 印信 云 
的 微 积分 大 厦 ， 竟 建立 在 缺乏 逻辑 基础 的 沙滩 上 。 

微 积分 需要 严密 化 ， 然 而 这 方面 的 探索 步履 维 艰 。 事 实 上 ， 数 学 中 常 有 
这 样 的 “ 怪 ” 东 西 ， 它 极其 直观 ， 但 在 逻辑 上 却 总 也 说 不 清楚 。 “极限 ”就 是 
数学 上 的 这 种 “怪物 ”。 关 于 “什么 是 极限 ”， 从 微 积分 创建 初期 一 直到 19 世 
纪 中 叶 ， 数 学 家 们 整整 冥 思 苦 想 了 200 年 ， 最 终 德国 的 数学 家 殊 尔 斯 特 拉 斯 
总 算 悟 出 了 一 个 “ 怪 点 子 ”， 提 出 了 极限 的 “e 一 N” 及 “e 一 8” 定 义 方法 。 

先 来 回顾 一 下 数列 的 极限 。 某 个 数列 {x,}， 当 下 标 na 趋 于 co 时 ， 该 数列 
收 敏 到 极限 值 2， 这 一 事实 可 解释 为 ， 当 n 充分 大 时 ,误差 |zx; 一 a | 会 足够 小 
( 即 zx, 与 a 的 距离 足够 小 )。 但 是 问题 在 于 这 种 说 法 在 逻辑 上 不 清晰 。 给 极限 
下 一 个 严格 的 定义 很 困难 。 所 谓 数列 {z,) 以 a 为 极限 ， 这 就 要 求 保 证 误差 
|z, 一 a| 当 充分 大 的 时 候 会 任意 地 小 ; 然而 在 极限 值 未 知 的 情况 下 ， 准 确 地 
计算 误差 |x, 一 a| 是 不 可 能 的 。 极 限 要 用 误差 来 定义 ,误差 要 靠 极 限 值 来 计 
算 ， 这 是 个 “ 先 有 鸡 还 是 先 有 看 ”的 问题 。 究 竟 怎 样 定义 数列 的 极限 呢 ? 如 
前 所 述 ， 数 学 家 们 长 期 找 不 到 答案 。 直 到 19 世纪 中 叶 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 才 想 出 
了 一 个 办 法 。 他 的 所 谓 的 “e 一 N” 及 “e 一 8” 说 法 ， 在 现今 的 微 积分 教材 中 
仍 被 广泛 地 应 用 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 极限 定义 是 这 样 的 : 
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称 数 列 {za} 收敛 于 a， 如 果 对 于 任意 给 定 的 e 汪 0 《不 管 e 如 何 地 小 )， 
总 可 以 找到 这 样 的 下 标 N， 使 对 一 切 的 nN，|z, 一 a| 过 e 恒 成 立 。 数 列 
{Xa} 收敛 于 a， 用 符号 limzx 一 a 表示 ， 或 简写 成 zx, 一 a， 当 MX- 一 co 时 。 
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瑶 尔 斯 特 拉 斯 对 极限 的 定义 是 一 个 很 抽象 的 叙述 ， 初 次 遇 到 它 时 暂时 不 
理解 是 不 足 为 怪 的 。 现 在 我 们 采用 如 下 的 方法 来 理解 这 个 定义 。 我 们 把 极限 
的 定义 看 作 是 两 个 人 A 和 B 之 间 的 一 个 竞争 。A 提出 的 要 求 是 {x,) 趋 于 常 
量 a， 其 精确 程度 应 比 选取 的 界限 e 二 el 要 高 ; B 对 这 个 要 求 的 答复 是 : 能 够 
找到 一 个 确定 的 数 N= 二 Ni!， 使 得 元 素 zw 以 后 的 所 有 元 素 x 满足 si 的 精度 要 
求 。 然 后 A 又 提出 了 新 的 更 小 的 界限 es 一 sz<sl ，B 通过 找到 一 个 (可 能 是 更 
大 的 ) 整数 N;， 再 次 满足 了 这 个 要 求 。 即 : 不 管 A 提出 的 界限 有 多 么 小 ，B 
都 能 满足 A 的 要 求 。 我 们 就 用 x, 一 a 来 表示 这 种 情况 。 


$ 3 和 牛顿 的 流 数 术 与 菜 布 尼 区 的 微 积分 


一 、 牛 顿 的 “ 流 数 术 ” 
提起 微 积 分 ， 人 们 都 会 想起 牛顿 ， 很 明显 地 ， 人 们 已 经 把 微 积分 的 发 明 
归功 于 数学 家 牛顿 了 。 


牛顿 于 代 利 略 去 志 的 那 年 (1642 年 ) 出 生 于 英格兰 乌 尔 斯 索 普 的 一 个 农村 
家 庭 。 他 于 1661 年 进入 剑桥 大 学 三 一 学 院 ， 受 教 于 巴 罗 ， 同 时 销 研 伽利略 、 开 
普 勒 、 箔 卡 儿 和 沃 里 斯 等 人 的 著作 。 第 卡 儿 的 《几何 学 》 和 沃 里 斯 的 《无 穷 算 
术 》 对 他 的 数学 思想 的 形成 影响 最 深 ， 正 是 这 两 部 著作 引导 牛顿 走 上 了 创立 微 
积分 之 路 。 

1665 年 8 月 ， 剑 桥 大 学 因为 冯 疫 流行 而 暂时 关闭 ， 牛 顿 离 校 返 乡 。 随 后 
在 家 乡 躲 避 疗 疫 的 两 年 ， 竟 成 为 牛顿 科学 生源 的 黄金 岁月 ， 在 这 段 时 间 他 创 
立 了 微 积分 ， 发 现 了 万 有 引力 。 

1， 流 数 术 的 初 建 

牛顿 对 微 积 分 的 研究 始 于 1664 年 秋 ， 当 时 他 反复 阅读 笛 卡 儿 的 《几何 
学 》， 对 笛 卡 儿 求 切线 的 “ 圆 法 ”产生 了 兴趣 并 试图 寻找 更 好 的 方法 。 此 时 ， 
牛顿 首创 了 用 记号 o 表示 的 无 限 小 且 最 终 趋 于 零 的 增 量 。 

1665 年 至 1667 年 春 ， 牛 顿 在 家 乡 躲 避 益 疫 期 间 ， 继 续 探 讨 微 积 分 并 取得 
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了 突破 性 进展 。 据 他 自述 ， 他 于 1665 年 11 月 发 明 “ 正 流 数 术 ”“【〔 微 分 法 )， 
次 年 5 月 又 建立 了 “上 反 流 数 术 ”( 积 分 法 )。1666 年 10 月 ， 牛 顿 将 前 两 年 研究 
的 成 果 整 理 成 一 篇 总 结 性 的 文章 ， 此 文 现在 以 《 流 数 简 论 》〔Tract on Flux- 
ions) 著称 。 这 是 历史 上 第 一 篇 系统 的 微 积 分 学 文献 。《 流 数 简 论 》( 以 下 简称 
《人 简 论 》) 反映 了 牛顿 微 积 分 的 运动 学 背景 。 该 文 事 实 上 以 速度 形式 引进 了 
“ 流 数 ”【〔 即 微 商 ) 的 概念 。 牛 顿 在 《 流 数 简 论 》 中 提出 微 积 分 的 基本 问题 
如 下 : 

(a》 设 两 个 或 者 更 多 的 物体 A，B，C，… 在 同一 时 刻 内 描画 线段 z-，y， 
z，，*。 已 知 表示 这 些 线段 关系 的 方程 ， 求 它们 的 速度 p，qg，r，…* 的 关系 。 


(b) 已 知 表示 线段 x 和 运动 速度 p、q 之 比分 的 关系 方程 式 ， 求 另 一 线 


段 y。 

实际 上 ， 用 现在 的 语言 表达 ， 问 题 (a) 是 已 知 物体 运动 的 位 移 ， 求 运动 
的 速度 ; 而 〈(b) 则 是 已 知 运动 物体 的 速度 ， 求 物体 运动 的 位 移 。 这 就 牵扯 到 
数学 中 的 求 微 分 和 求 积分 的 问题 。 

牛顿 对 多 项 式 情 形 给 出 〈a) 的 解法 。 下 面 举 例 说 明 牛 顿 的 解法 。 

已 知 方程 衬 一 apz 十 4 一 dyy 一 0， 和 牛顿 分 别 以 z 十 zo 和 y 十 ao 代替 方程 中 
的 x 和 y， 然 后 利用 二 项 式 定理 ， 展 开 得 到 


XxX 3por 3p ort po —ady—2dgoy—dgo —abrx—abpota’=0, 
消去 和 为 零 的 项 (x 一 abx 十 a” 一 dyy 二 0)， 得 
3por: 二 3p:o 7 po —2dqgoy—dgo —abpo=0, 
yy 6 | 除 之 ， 得 到 
3pzx:+3prorp*o—2dqy—dqo—abp=0。 
这 里 牛顿 指出 “其 中 含有 oe 的 那些 项 为 无 限 小 ”>， 略 去 这 些 无 穷 小 ， 得 到 
3pr*—2dqy—abp=0， 


即 为 所 求 的 速度 p，9 的 关系 。 
牛顿 对 所 有 的 多 项 式 给 出 了 标准 的 算法 ， 妈 对 多 项 式 


f(x,y) 一 Dayriy’ 一 0， 
问题 (a) 的 解 为 
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> ， (2 + )ar'y’ 一 0 。 


对 于 问题 (b)， 和 牛顿 的 解法 实际 上 是 问题 (a) 的 解 的 道 运算 ， 并 且 也 逐 
步 列 出 了 标准 算法 。 特 别 重 要 的 是 , 《 流 数 简 论 》 中 讨论 了 如 何 借助 于 这 种 道 
运算 来 求 面积 ， 从 而 建立 了 所 谓 的 “ 微 积 分 基本 定理 ”。 和 牛顿 在 《 流 数 简 论 》 
中 是 这 样 推导 微 积 分 基本 定理 的 ， 如 图 12 一 7 所 示 ， 设 ab 长 度 为 xz， 曲 边 三 角 
形 abc 一 yy 为 已 知 曲线 gq 二 f(x) 下 的 面积 ， 作 de// ab_|ad/ ee 一 zz 一 1。 当 垂 线 


cbe 以 单位 速度 向 右 移 动 时 ， 必 扫 出 面积 为 abed， 其 面积 z 的 变化 率 为 学 二 p 一 
1， 必 扫 出 的 面积 为 曲 边 三 角形 abe， 其 面积 y 的 变化 率 为 时 一 g 学 一 g。 由 此 得 


这 就 是 说 ， 面 积 y 在 点 x 处 的 变化 率 是 曲线 在 该 处 的 g 值 . .这 就 是 微 积 
分 基本 定理 。 利 用 问题 〈b) 可 求 出 面积 y。 


图 12 一 7 微分 中 值 定理 的 推导 

当然 《 流 数 简 论 》 中 对 微 积 分 基本 定理 的 论述 并 不 能 算 现 代 意 义 下 的 严 
格 证 明 。 和 牛顿 在 后 来 的 著作 中 对 微 积分 基本 定理 又 给 出 了 不 依赖 于 运动 学 的 
较为 清晰 的 证 明 。 在 《 流 数 简 论 》 的 其 他 部 分 ， 牛 顿 将 他 建立 的 统一 的 算法 
应 用 于 求 曲线 切线 、 曲 率 、 拐 点， 曲线 求 长 ， 求 积 ， 求 引力 与 引力 中 心 等 16 
个 问题 ， 展 示 了 他 的 算法 极 大 的 普遍 性 与 系统 性 。 

2， 流 数 术 的 发 展 

《 流 数 简 论 》 标 志 着 微 积 分 的 诞生 ， 但 它 在 很 多 方面 还 是 不 成 网 的 。1667 
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年 春天 ， 和 牛顿 回 到 剑桥 ， 开 始 致 力 于 微 积 分 的 改进 和 完善 工作 ， 到 1693 年 大 
约 四 分 之 一 世纪 的 时 间 里 ， 他 先后 写成 了 三 篇 微 积 分 论文 ， 分 别 是 : 

s《 运 用 无 限 多 项 式 方程 的 分 析 》， 简 称 《 分 析 学 》， 完 成 于 1669 年 。 

e《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》， 简 称 《 流 数 法 》， 完 成 于 1671 年 。 

es《 了 曲线 求 积 术 》， 简 称 《 求 积 术 》， 完 成 于 1691 年 。 

这 三 篇 论文 ， 反 映 了 牛顿 微 积分 学 说 的 发 展 过 程 ， 并 可 以 看 到 ， 和 牛顿 对 
于 微 积分 的 基础 先后 给 出 了 不 同 的 解释 。 第 一 篇 论文 《分 析 学 》 是 牛顿 为 了 
维护 自己 在 无 穷 级 数 方面 的 优先 权 而 作 。 第 二 篇 《 流 数 法 》 可 以 看 作 1666 年 
《 流 数 简 论 》 的 直接 发 展 ， 牛 顿 在 其 中 又 恢复 了 运动 学 的 观点 ， 但 对 以 物体 速 
” 度 为 原型 的 流 数 概念 做 了 进一步 的 提炼 ， 并 首次 正式 命名 “ 流 数 ” (fluxion)。 
第 三 篇 论文 是 牛顿 最 成 熟 的 微 积分 著作 ， 在 其 中 还 第 一 次 引进 了 后 来 被 普遍 
采用 的 流 数 记号 XX，y，z 表示 变量 Xz，y，z 的 一 次 流 数 ， 工 ，》，z 表示 二 


牛顿 对 发 表 自 己 的 科学 著作 态度 谨 愤 ， 以 上 三 篇 文章 发 表 得 都 很 晚 。 牛 
顿 在 微 积 分 方面 最 早 的 公开 表述 出 现在 1687 年 出 版 的 力学 著作 《自然 哲学 的 
数学 原理 》 之 中 ， 因 此 《自然 哲学 的 数学 原理 》 也 成 为 数学 史上 的 划时代 
巨著 。 

一 、 莱 布 尼 痰 的 微 积 


在 微 积分 的 创立 上 ， 和 牛顿 要 与 莱 布 尼 深 共同 分 享 此 未 誉 。 

芋 布 尼 菊 出 生 于 德国 莱比锡 的 一 个 教授 家 庭 ， 他 比 牛 顿 小 4 岁 ， 早 年 在 
莱比锡 大 学 学 习 法 律 ， 同 时 开始 接触 伽利略 、 开 普 勒 、 笛 卡 儿 、 由 斯 卡 以 及 
巴 罗 等 人 的 科学 思想 。 菜 布 尼 落 在 巴黎 居住 了 四 年 (1672 一 1676 年 )， 这 四 年 
对 他 整个 科学 生涯 的 意义 ， 可 以 与 牛顿 在 家 乡 躲 避 瘟 疫 的 两 年 相 比 ， 沫 布 尼 
茨 许多 重大 的 成 就 包括 创立 微 积分 都 是 在 这 一 时 期 完成 的 。 

莱 布 尼 芯 被 誉 为 “百科 全 书 式 的 天 才 。。 从 幼年 起 ， 他 就 学 习 运 用 多 种 语 
言 表 达 思 想 ， 并 表现 出 了 超凡 的 哲学 天 赋 。 他 和 曾 制 作 了 一 合 能 做 加 减 乘 际 的 
计算 机 ， 并 把 这 台 计 算 机 的 复制 品 献 给 了 中 国 的 康 照 皇 带 。 

1， 特 征 三 角形 

莱 布 尼 芯 在 巴黎 与 荷兰 数学 家 、 物 理学 家 惠 更 斯 的 结识 和 交往 ， 激 发 了 
他 对 数学 的 兴趣 。 他 通过 卡 瓦 列 里 、 帕 斯 卡 、 巴 罗 等 人 的 著作 ， 了 本 解 并 开始 
研究 曲线 的 切线 以 及 求 面积 和 体积 等 微 积 分 问题 。 与 牛顿 流 数论 的 运动 学 育 
景 不 同 ， 菜 布 尼 蔬 创 立 微 积 分 首先 是 出 于 几何 问题 的 思考 ， 尤 其 是 特征 三 角 
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形 的 研究 。 特 征 三 角形 ， 也 称 “ 微 分 三 角形 ”， 在 巴 罗 的 著作 中 已 经 出 现 。 帕 
斯 卡 在 特殊 情形 下 也 使 用 过 这 种 三 角形 。 莱 布 尼 菠 在 1673 年 提出 了 他 自己 的 
特征 三 角形 。 


图 12 一 8 特征 三 角形 


如 图 12 一 8 所 示 ， 在 给 定 曲 线 c 上 点 P 处 作 特 征 三 角形 。 利 用 图 示 的 两 
个 三 角形 的 相似 性 得 到 
由 

n yy. 
这 里 n 是 曲线 在 点 P 处 的 法 线 长 。 由 上 式 可 得 

yds 一 mdz， 
求 和 得 

| yas 一 | ndx 。 


莱 布 尼 效 当时 还 没有 用 微 积分 的 符号 ， 而 是 用 语言 陈述 他 的 特征 三 角形 
导出 的 第 一 个 结果 : 下 一 条 曲线 的 法 线形 成 的 图 形 ， 即 将 这 些 法 线 〈 在 圆 的 
情形 下 就 是 半径 ) 按 纵 坐 标 方 向 置 于 轴 上 所 形成 的 图 形 ， 其 面积 与 曲线 绕 轴 
旋转 而 成 的 立体 的 面积 成 正比 。 

菜 布 尼 茨 应 用 特征 三 角形 很 快 发 现 了 他 后 来 才 “ 在 巴 罗 和 格 里 高 利 的 着 
作 里 见 到 的 几乎 所 有 的 定理 ”。 但 是 如 果 莱 布 尼 区 就 此 而 止 ， 那么 他 也 不 会 成 
为 微 积分 的 创立 者 。 实 际 上 ， 他 在 关于 特征 三 角形 的 研究 中 认识 到 : 求 曲线 
的 切线 等 价 于 求 当 维 坐 标的 差 值 与 横 坐 标的 差 值 变 成 无 限 小 的 时 候 的 比值 ; 
而 求 曲 线 下 的 面积 则 依赖 于 无 限 小 区 间 上 的 维 坐 标 之 和 “〈 维 坐标 之 和 在 这 里 


[和 


是 指 纵 坐 标 乘 以 无 限 小 区 间 的 长 度 再 相 加 ， 因 此 也 相当 于 宽度 为 无 限 小 的 矩 
形 面 积 之 和 ) 。 芋 布 尼 芯 还 看 出 了 这 两 类 问题 的 互 逆 关 系 。 他 的 真正 目标 ， 是 
要 建立 起 一 种 更 一 般 的 算法 ,将 以 往 解 决 这 两 类 问题 的 各 种 结果 和 技巧 统一 
起 来 ， 而 他 从 自己 早年 关于 数 的 序列 的 研究 中 找到 了 疝 这 一 目标 挺进 的 道路 。 

牛顿 和 莱 布 尼 芯 创建 微 积分 走 的 是 不 同 的 路 牛顿 主要 是 从 运动 学 的 观 
点 出 发 ， 而 莱 布 尼 茨 则 是 从 几何 学 的 角度 去 考虑 问题 。 早 在 1673 年 左右 ， 莱 
布 尼 茨 就 看 到 了 求 曲 面 的 正 问题 和 反问 题 的 重要 性 。 他 深信 ， 反 方法 等 价 于 
通过 求 和 来 求 面积 和 体积 。 和 牛顿 一 样 ， 菜 布 尼 茨 也 早 就 意识 到 微分 与 积分 
必定 是 相反 的 过 程 ， 即 悟 出 了 微 积 分 学 基本 定理 。 因 此 这 一 基本 定理 被 命名 
为 “牛顿 - 菜 布 尼 茨 定理 ”。 

2， 分 析 微 积分 的 建立 

早 在 1666 年 ， 菜 布 尼 茨 在 《 论 组 合 的 艺术 》 一 书 中 讨论 过 数列 问题 ， 并 
得 到 许多 重要 的 结果 。 大 约 从 1672 年 开始 ， 荣 布 尼 茨 将 他 对 数列 研究 的 结果 
与 微 积 分 运算 联系 了 起 来 。 借 助 于 笛 卡 儿 人 解析 几何 ， 莱 布 尼 将 把 曲线 的 纵 坐 
标 用 数值 表示 出 来 ， 并 想象 一 个 由 无 穷 多 个 纵 坐 标 值 y 组 成 的 序列 ， 亦 即 对 
应 的 xx 值 的 序列 ， 而 < 被 看 作 确 定 纵 坐标 序列 的 次 序 。 同 时 考虑 任意 两 相继 
的 y 值 之 差 的 序列 。 菜 布 尼 茨 首先 着 眼 于 求 和 ， 并 从 简单 的 情形 y= 二 x 开始 。 
因为 x 表示 相 邻 两 项 的 次 序 ， 莱 布 尼 获取 序数 差 为 1， 设 /为 两 相 邻 项 的 实际 
差 。 药 布 尼 茨 用 拉丁 文 omnia 的 缩写 omn， 表示 和 ， 则 有 : omn. /一 y。 


图 12 一 9 范 数 ?一 < 的 情形 
在 y 二 xz 的 条 件 下 ， 如 图 12 一 9 所 示 ， 对 于 无 限 小 的 /来 说 ，yl 的 和 等 于 
让 。 莱 布 尼 艾 在 这 里 认为 :“ 从 0 起 增长 的 直线 ， 每 一 个 用 与 它 相应 的 增长 
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的 元 素 相 乘 ， 组 成 一 个 三 角形 ?”。 所 以 可 以 写成 : 
omn. y= 


菜 布 尼 世 后 来 做 了 大 量 的 工作 ， 从 一 串 离散 值 过 渡 到 任意 函数 y 的 增 量 。 
在 1675 年 10 月 29 日 的 一 份 手稿 中 ， 他 决定 用 符号 | 代替 omn. ,| 是 “sum” 
首 字母 ; 的 拉 长 。 稍 后 在 11 月 11 日 的 手稿 中 ， 莱 布 尼 芯 又 引进 了 记号 dz 表 
示 两 相 邻 x 的 值 ， 并 探索 | 与 d 运算 的 关系 。 到 1676 年 11 月 ， 莱 布 尼 区 已 经 
能 够 给 出 等 函数 的 微分 与 积分 公式 ; 


QZ 一 ez dz， 
和 
tl 
| = dz = e 二 1° 


其 中 e 不 一 定 是 正 整数 。 他 还 着 重 指出 :“ 这 种 推理 是 一 般 的 ， 而 与 x 的 序列 
可 能 是 什么 没有 关系 ”， 也 就 是 说 z 也 可 能 是 自 变量 的 隔 数 而 不 是 自 变量 本 
身 。 这 相当 于 计算 复合 函数 微分 的 链 式 法 则 。 

1667 年 ， 莱 布 尼 欧 在 一 篇 手稿 中 明确 陈述 了 微 积分 基本 定理 : 给 定 一 条 
曲线 ， 其 纵 坐 标 为 >， 求 该 曲线 下 的 面积 。 菜 布 尼 茨 假设 可 以 求 出 一 条 曲线 
(他 称 之 为 “ 割 圆 曲线 ”) ， 其 纵 坐 标 为 xz， 使 得 : 


dz 
下 一 y 


BB] 
ydz 一 dz， 
于 是 原 曲线 下 的 面积 是 


|ydr=| dz—z. 


莱 布 尼 茨 通常 假设 曲线 = 通过 原点 。 这 就 将 求 积 问题 转化 成 了 反切 线 问 
题 ， 即 : 为 了 求 出 在 纵 坐 标 为 y 的 曲线 下 的 面积 ， 只 需求 出 一 条 纵 坐 标 为 z 


的 曲线 ， 使 其 切线 的 斜率 为 此 二 y。 如 果 是 在 区 间 [a, 5] 上 ， 由 [0, 6] 上 的 


[和 


面积 减 去 [0， 4] 上 的 面积 ， 便 得 到 ， 
| >az 一 z(b) 一 =(a) 。 


1684 年 药 布 尼 茨 发 表 了 他 的 第 一 篇 微分 学 论文 《一 种 求 极 大 值 与 极 小 值 
和 求 切 线 的 新 方法 》 (以 下 简称 《新 方法 为 ， 刊 登 在 《教师 学 报 》 上 ， 这 也 是 
数学 史上 第 一 篇 正式 发 表 的 微 积 分 文献 。 该 文 是 菜 布 尼 蒋 对 自己 1673 年 以 来 
微分 学 研究 的 概括 ， 其 中 定义 了 微分 并 广泛 采用 了 微分 记号 dz，dy。 在 《新 
方法 》 中 ， 莱 布 尼 茨 明确 陈述 了 函数 和 、 差 、 积 、 商 、 乘 寡 与 方 根 的 微分 公 
式 。 在 前 面 我 们 已 经 知道 莱 布 尼 芯 还 得 出 了 复合 函数 的 链 式 微分 法 则 。《 新 方 
法 》 还 包含 了 微分 法 在 求 极 大 值 、 极 小 值 、 换 点 以 及 光学 方面 的 广泛 应 用 ， 
其 中 对 光学 折射 定律 的 推 证 特别 有 意义 。 

1686 年 ， 莱 布 尼 世 又 发 表 了 他 的 第 一 篇 积分 学 文献 《深奥 的 几何 与 不 可 
分 量 及 无 限 的 分 析 》。 这 篇 文章 初步 论述 了 积分 或 求 积 问题 与 微分 或 切线 问题 


的 互 逆 关系 。 正 是 在 这 篇 文章 中 ， 积 分 号 | 第 一 次 出 现 于 印刷 出 版 物 上 。 他 


引进 的 符号 4 和 | 体现 了 微分 与 积分 的 “ 差 ” 与 “和 ”的 实质 ， 后 来 被 广泛 
接受 并 沿用 至 全。 

牛顿 和 菜 布 尼 茨 都 是 他 们 那个 时 代 的 巨人 。 就 微 积分 的 创立 而 言 ， 他 俩 
尽管 在 背景 、 方 法 和 形式 上 存在 着 差异 ， 各 有 特色 ， 但 是 二 者 的 功绩 是 相当 
的 。 他 们 都 使 微 积分 成 为 能 普遍 使 用 的 算法 ， 同 时 又 能 将 面积 等 问题 归结 为 
反切 线 运算 。 应 该 说 ， 微 积分 能 成 为 独立 的 科学 并 给 整个 自然 科学 带 来 革命 
性 的 影响 ， 主 要 依靠 了 牛顿 和 莱 布 尼 交 的 工作 。 

我 们 知道 ，1687 年 之 前 ， 牛 顿 没有 发 表 过 微 积分 方面 的 任何 工作 ， 而 菜 
布 尼 获 分 别 在 1684 年 和 1686 年 发 表 了 微分 学 和 积分 学 的 论文 。 在 1669 年 ， 
牛顿 把 他 的 短文 《分 析 学 》 送 给 巴 罗 。1672 年 菜 布 尼 牙 访问 巴黎 ， 一 年 后 又 
访问 伦敦 ， 并 和 一 些 知道 牛顿 工作 的 人 通信 。 于 是 就 发 生 了 莱 布 尼 淡 是否 知 
道 牛顿 工作 详情 的 问题 ， 他 被 指责 为 剩 穷 者 。 直 到 这 两 个 人 去 世 很 人 以 后 ， 
调查 证 明 : 虽然 牛顿 工作 的 大 部 分 是 在 莱 布 尼 获 之 前 做 的 ， 但 是 菜 布 尼 奖 是 
微 积分 主要 思想 的 独立 发 明 者 ， 两 个 人 都 受到 巴 罗 的 很 多 启发 。 这 场 争 吵 的 
重要 性 不 在 于 谁 胜 谁 负 ， 而 是 使 数学 家 分 为 两 派 : 欧洲 大 陆 的 数学 家 ， 尤 其 
是 伯 努 利 兄弟 ， 支 持 莱 布 尼 茨 ;而 英国 数学 家 则 捍卫 牛顿 。 这 件 事 的 纺 采 是 ， 
使 英国 和 大 陆 国家 的 数学 家 停止 了 思想 交换 。 英 国人 沿用 了 牛顿 的 方法 ， 大 
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陆 国 家 的 数学 家 则 继续 菜 布 尼 区 的 方法 ， 使 它 进一步 发 展 并 得 到 完善 。 这 些 
事情 的 影响 非常 巨大 ， 它 使 英国 的 数学 家 落 在 后 面 ， 逐 渐 远 离 了 分 析 的 主流 。 
18 世纪 分 析 的 进步 ， 主 要 是 由 大 陆 国家 的 数学 家 在 发 展 菜 布 尼 芯 微 积分 方法 
的 基础 上 取得 的 。 

三 、 微 积分 的 发 展 与 完善 

18 地 纪 以 后 ， 微 积分 进一步 深入 发 展 ， 这 种 发 展 与 广泛 的 应 用 紧密 交织 
在 一 起 ， 促 进 和 推动 了 许多 数学 新 分 支 的 发 展 ， 从 而 形成 了 “分 析 ” 这 样 一 
个 观念 和 方法 上 都 具有 鲜明 特点 的 数学 领域 。 在 数学 史上 ， 这 也 是 向 现代 数 
学 过 波 的 重要 时 期 。 

牛顿 和 莱 布 尼 区 的 微 积分 是 不 严格 的 ， 特 别 是 在 使 用 无 穷 小 概念 上 的 随 
意 与 混乱 ,使 他 们 的 学 说 从 一 开始 就 受到 怀疑 和 批评 。18 世纪 的 数学 家 们 一 
方面 努力 探索 使 微 积分 严格 化 的 途径 ， 一 方面 义 往 往 不 顾 林 础 性 难题 而 大 胆 
前 进 ， 大 大 扩展 了 微 积 分 的 应 用 范围 ， 尤 其 是 与 力学 的 有 机 结合 ,已 成 为 18 
世纪 数学 的 鲜明 特征 之 一 ， 这 种 结合 的 紧密 程度 是 数学 史上 任何 时 期 都 不 能 
比拟 的 。 

经 过 近 一 个 世纪 的 尝试 与 酝酿 ， 数 学 家 们 在 严格 化 基础 上 重建 微 积 分 的 
努力 到 19 世纪 初 开 始 获 得 成 效 。 严 格 化 成 为 这 个 时 代 分 析 的 特点 ， 但 是 加 固 
基础 的 工作 并 没有 影响 到 19 世纪 分 析 学 家 去 进一步 拓 广 自己 的 领域 。 微 积分 
在 发 展 的 过 程 中 与 数学 的 其 他 分 支 相互 结合 ， 逐 渐 形 成 新 的 数学 分 支 ， 主 要 
有 人 研究 运动 问题 的 常 微分 方程 、 研 究 弦 振动 (波动 问题 的 偏 微 分 方程 、 起 
源 于 “最 速 降 线 问题 ”等 问题 的 变 分 法 、 研 究 复 变 量 z= 二 x 十 iy 图 数 的 复 分 析 
以 及 人 研究 拓扑 线性 空间 之 间 映 射 的 汉 隐 分 析 等 分 文学 科 。 


$4 勒 贝 格 积 分 


一 、 传 统 积分 概念 的 扩展 


我 们 已 经 知道 ， 最 早 的 积分 概念 是 由 牛顿 和 莱 布 尼 次 在 17 世纪 引入 数学 
的 ， 积 分 是 他 们 创立 “ 微 积分 ”这 个 数学 分 文 的 两 大 基本 运算 之 一 。19 世纪 ， 
在 函数 和 极限 概念 严密 化 的 基础 上 ， 黎 曼 给 出 了 积分 的 定义 和 函数 可 积 性 理 
论 ， 这 就 是 现在 数学 分 析 中 学 习 的 积分 ， 当 区 别 于 其 他 积分 时 ， 常 称 之 为 黎 
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曼 积 分 。 
我 们 知道 每 个 逐 段 连续 的 困 数 是 黎 曼 可 积 的 ， 但 是 如 狄 利 友 雷 函数 
1 ,zeQ 
D(z) = 0 ,zg¢0 (Q 为 有 理 数 域 )， 


这 样 简单 的 有 界 函 数 却 是 黎 曼 不 可 积 的 。 其 实 ， 黎 曼 可 积 的 郴 数 只 构成 很 小 
的 函数 类 ， 这 就 预示 着 在 黎 曼 意义 下 可 积 函 数 类 远 远 不 能 满足 人 们 的 需要 。 
为 了 使 积分 学 获得 更 广泛 的 应 用 ， 人 们 需要 把 可 积 函 数 类 加 以 扩大 ， 这 就 需 
要 我 们 对 黎 曼 积分 进行 收 造 ， 在 这 个 不 让 人 满意 的 积分 之 外 去 寻求 真正 令 人 
满意 的 积分 概念 一 一 可 以 处 理 很 不 连续 的 函数 的 概念 。 

把 积分 学 推 向 前 进 的 是 法 国 数学 家 勒 贝 格 (H. Lebesgue，1875 一 1941)， 
他 在 1902 年 成 功 引入 了 一 种 新 的 积 勒 员 格 积分 。 勒 贝 格 积分 可 以 处 理 
很 大 的 一 类 函数 ， 至 少 当 我 们 与 欧 几 里 得 空间 打交道 时 ， 它 能 对 我 们 实际 需 
要 的 函数 进行 积分 。 

在 讨论 勒 贝 格 积分 之 前 ， 我 们 有 必要 先 明白 一 个 更 基础 、 更 根本 的 问题 ， 
如 何 计算 积分 | 了 中 积分 区 域 Q 的 长 度 〈 或 面积 ， 或 体积 ， 或 超 体积 )? 事实 


上 ， 我 们 只 要 在 集合 2 上 积分 常 值 函 数 1， 就 能 得 到 0 的 长 度 〈 若 2 是 一 维 
的 ),， 或 0 的 面积 (若是 二 维 的 ), 或 2 的 体积 〈 若 只 是 三 维 的 )。 为 了 避 
免 划 分 依赖 于 维 数 的 各 种 情形 ， 我 们 把 诸如 长 度 、 面 积 、 体 积 (或 超 体积 ) 
等 名 称 统一 称 作 测度 。 对 于 R* 的 每 个 子 集合 2 ， 我 们 都 能 指派 一 个 非 负 的 数 
m(Q2)， 它 能 作为 Q 的 测度 ， 人 允许 m2.(Q2) 取 值 为 零 ( 如 果 只 恰 是 一 个 单 点 集 
或 空 集 ) ， 也 允许 mm(2) 取 值 为 ce (如果 2 是 整个 R*)。 在 此 基础 上 ， 勒 贝 格 
给 出 了 可 测 集 的 概念 如 下 。 
设 EE 是 R" 中 的 子 集 合 ， 如 果 对 于 R" 的 每 个 子 集合 A， 
mA)=m(A[(lE)+m(A—E) 


都 成 立 ， 则 称 巨 是 勒 贝 格 可 测 的 ， 并 定义 瑟 的 勒 贝 格 测度 是 m(E)。 
在 可 测 集 的 基础 上 ， 勒 贝 格 又 给 出 了 可 测 函 数 的 概念 ， 即 : 设 Q 是 R" 的 
可 测 子 集 ，f:Q2 一 R"™ 是 一 个 函数 ， 如 果 每 个 开 集 VCR” 的 首 象 广 : (V) 都 
是 可 测 的 ， 则 说 是 可 测 的 。 
下 面 我 们 介绍 简单 函数 的 勒 贝 格 积分 。 所 谓 简单 函数 ， 是 指 函数 值 取 有 
限 个 数 的 函数 /: Q-~R， 其 中 是 R" 的 可 测 子 集合 。 假 设 /不 取 负 值 ， 则 f 
在 Q 上 的 勒 贝 格 积分 为 | 二 了) Am({f(z) 一 )) 。 有 时 为 了 强调 测度 
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的 作用 ,我 们 把 | /也 写作 | fdm, 也 可 以 使 用 常用 的 变 元 例如 z)， 记 作 
| f(z)dzx。 现 举 两 个 简单 的 例子 以 示 说 明 。 例 如 ， 设 函数 


3， XE | 1 ， 2 | 
f:R—R, ro ZE [4, 5|] U (6§. 8) 
0， 其 他 


则 | 太一 2Xz([4,5]H (6,8)) 十 3Xze([1,2]) 一 2X3 十 3X1 一 9。 
零 ， 则 : | s =] Xm((0, 00)) = 1X (二 co) = 十 co。 


对 于 一 般 可 测 函 数 在 可 测 集 上 的 积分 ， 只 需要 使 用 测度 的 可 加 性 顺 理 成 
章 地 加 以 推广 。 


二 、 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 的 区 别 和 联系 


勒 贝 格 积分 和 黎 曼 积分 究竟 有 什么 区 别 和 联系 呢 ? 下 面 就 来 说 明 这 两 种 
积分 的 区 别 和 联系 。 

首先 ， 我 们 容易 知道 黎 曼 可 积 的 函数 一 定 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 也 就 是 说 鞠 
贝 格 积分 把 黎 曼 积分 作为 一 种 特例 加 以 包含 和 概括 ; 其 次 ， 在 一 定 的 条 件 下 
勒 贝 格 积分 可 以 转化 为 黎 曼 积分 ， 当 函数 f(x) 同时 为 两 种 意义 下 的 可 积 函 
数 时 ， 两 个 积分 值 必 相等 。 

另 一 方面 ， 勒 贝 格 积分 和 黎 曼 积分 的 积分 过 程 是 有 区 别 的 。 我 们 来 比较 
一 下 黎 曼 积分 和 勒 贝 格 积分 的 定义 。 歼 曼 积 分 的 定义 是 : 对 于 函数 y 二 f(x)， 
黎 曼 对 自 变 量 区 间 (a，5) 进行 分 割 ， 进而 考虑 和 式 2 yz 一 1) ,yi 为 区 
间 (zi，xi_1) 上 函数 f(z) 的 某 一 值 ， 如 果 区 间 分 割 加 细 时 和 式 趋 于 菜 一 极 
限 ， 就 称 函 数 f(x) 在 区 间 (a,， 5) 上 黎 受 可 积 ， 该 极限 就 是 黎 曼 积分 


| f(z)dzr = | f(z)dzx, 与 黎 曼 积分 不 同 ， 勒 贝 格 积分 不 是 对 自 变量 (4 
5b》 进行 分 割 ， 而 是 分 割 其 函数 值 y 的 变化 区 间 ， 他 对 分 割 的 每 个 区 闻 (yi-1， 
y;) 给 出 满足 下 列 点 的 xz 的 集合 的 测度 yi_!: 志 f(x) 肆 y:， 记 该 测度 为 mm;， 
则 积分 的 一 个 近似 值 为 > ,maiyi。 如 果 分 割 加 细 时 ， 和 式 趋 于 某 个 极限 ， 就 称 
该 函数 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 该 极限 就 是 勒 贝 格 意义 下 的 积分 。 在 这 个 意义 下 ， 
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jpcmdz= 1xm(OW+oxmO)=1x0+0xX0=0, 
Rk 


看 一 下 勒 贝 格 本 人 是 怎么 区 别 这 两 种 积分 的 ， 这 可 以 更 好 地 帮助 我 们 理 
解 这 两 种 积分 的 不 同 。1926 年 ， 在 哥本哈根 的 一 次 演讲 中 ， 勒 贝 格 是 这 样 阁 
述 他 的 观点 的 :“ 按 照 获 曼 的 方法 ， 我 们 对 依 自 变 量 x 的 大 小 顺序 所 提供 的 不 
可 分 割 的 量 求 和 ， 这 如 没有 条 理 的 商人 数 钱 一 样 ， 碰 到 硬币 数 硬 币 ， 碰 到 纸 
币 数 纸币 ， 也 不 管 遇 到 的 面额 是 多 少 ， 只 管 按 照 磁 到 的 先后 顺序 来 数 ， 而 我 
们 的 做 法 像 有 条 理 的 商人 数 钱 ， 先 把 货币 按 金 额 分 类 ， 然 后 按 各 类 进行 数 : 

我 有 一 克 归 的 货币 mx(E1) 个 单位 ， 共 1Xm(E1) 克朗 ， 

我 有 两 克朗 的 货币 m(Es) 个 单位 ， 共 2Xm(Es) 克 设 ， 

我 有 五 克明 的 货币 mm(CEs) 个 单位 ， 共 5Xm(Es) 克 关 ， 

。… 共有 货币 S= 二 1 Xm(E) 二 2Xm(E,)+5Xm( Es 7) 十 

从 勒 山 格 的 比喻 中 我 们 可 以 看 出 ， 黎 曼 积 分 是 对 自 变 量 的 变化 范围 〈 定 
义 域 ， 进行 分 割 求 和 ， 而 勒 贝 格 积分 则 是 对 因 变 量 的 变化 范围 〈 即 值 域 》 进 
行 分 割 求 和 ， 这 是 这 两 种 积分 本 质 的 区 别 。 另 一 方面 ， 勒 贝 格 积 分 和 黎 学 积 
分 是 一 种 相互 依赖 、 相 互补 充 及 在 特定 条 件 下 相互 转化 的 关系 。 


三 、 勒 贝 格 积分 的 意义 


勒 贝 格 积分 的 创立 有 着 重要 的 意义 。 

首 和 多 ， 勒 贝 格 积 分 拓 广 了 黎 曼 积分 的 定义 ， 使 得 可 积 性 的 条 件 要 求 减 弱 
了 。 它 断言 可 测 集 上 的 有 界 可 测 阔 数 和 单调 函数 必 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 这 比 黎 
曼 积 分 中 要 求 连续 函数 、 单 调 有 界 江 数 的 条 件 放松 很 多 。 

其 次 ， 勒 贝 格 积分 在 积分 与 极限 交换 顺序 的 条 件 要 求 上 有 者 比 黎 曼 积 
优越 之 处 。 它 放松 了 黎 曼 积分 要 求 函 数 序列 的 一 致 收敛 的 过 强 要 求 。 勒 页 格 
积分 只 要 求 所 给 函数 列 可 测 、 有 界 、 收 敛 ， 积 分 和 极限 就 可 换 序 。 

勒 贝 格 积分 是 数学 发 展 史 上 的 一 次 革命 ， 它 使 得 积分 论 在 集合 论 、 测 度 
论 的 基础 上 走向 现代 化 ， 从 而 在 现代 水 平 的 层次 上 疝 其 他 现代 数学 分 文 渗 透 ， 
促进 了 三 角 级 数 、 哨 数 序列 、 概 率 论 、 泛 昭 分 析 等 学 科 的 发 展 。 此 外 ， 勒 内 
格 积 分 作为 纯粹 数学 研究 的 产物 ， 在 热学 、 统 计 力 学 、 控 制 论 等 自然 学 科 得 
到 了 深刻 而 重要 的 应 用 。 

综 上 所 述 ， 勒 贝 格 积分 理论 不 仅 荀 涵 了 黎 曼 积分 的 所 有 成 果 ， 而 且 还 在 
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很 大 程度 上 克服 了 后 者 对 被 积 邯 数 要 求 的 局 限 性 。 然 而 ， 随 着 臣 数 论 、 概 率 
论 等 各 门 学 科 的 发 展 ， 勒 贝 格 积分 的 局 限 性 也 逐渐 暴露 出 来 ， 因 此 ， 它 也 得 
到 了 延 拓 和 修正 。 如 在 实 变 函数 分 析 、 泛 函 分 析 、 概 率 论 和 理论 物理 学 中 分 
别 出 现 了 不 同 的 积分 : Denjoy 积分 、Perron 积分 、Henstock 积分 等 。 当 然 ， 
随 着 以 数学 为 基础 的 其 他 学 科 的 发 展 ， 积 分 理论 还 会 得 到 进一步 的 完善 和 
发 展 。 


多 
Ab 思考 题 
1， 历 史上 对 哪些 问题 的 研究 促成 了 微 积 分 的 形成 ? 


2.， 简 述 微 积分 的 创立 过 程 中 哪些 数学 家 曾 做 出 了 重要 的 贡献 。 
3， 简 述 勒 贝 格 积分 和 黎 曼 积分 的 异同 。 


第 十 三 讲 从 “ 西 气 东 输 ” 工 程 
谈 起 一 一 运 涛 号 优化 


现代 数学 的 一 个 重要 组 成 部 分 一 一 运筹 学 是 一 门 寻求 在 给 定 资源 条 件 下 ， 
如 何 设计 和 运行 一 个 系统 的 科学 决策 的 方法 ， 是 人 类 对 各 种 广义 资源 的 运用 
及 筹划 活动 的 一 门 新 兴学 科 。 现 代 运 筹 学 既是 管理 科学 的 基础 ， 也 是 数学 和 
计算 机 科学 领域 的 重要 分 文 ， 它 是 抽象 的 数学 理论 和 丰富 多 彩 的 实践 相 结合 
的 ”桥架 “; 它 为 从 事 社会 实践 和 应 用 的 生产 者 提供 了 许多 完美 的 数学 方法 ， 
也 为 从 事 数学 、 计 算 机 等 算法 研究 的 科研 人 员 提 供 了 广阔 的 应 用 领域 。 目 前 ， 
运筹 学 已 经 广泛 应 用 于 管理 决策 领域 和 经 济 建设 领域 。 在 这 一 讲 中 ， 我们 将 
从 “ 西 气 东 输 ”工程 出 发 ， 介 绍 运 筹 与 优化 理论 的 发 展 历 程 与 应 用 前 景 ， 并 
介绍 几 位 获得 诡 贝 尔 奖 的 数学 家 的 传奇 故事 。 通 过 他 们 的 感人 故事 ， 我 们 可 
以 领略 到 科学 之 美 、 创 造 之 美 以 及 科学 家 生命 之 美的 完美 融合 。 


$ 1 西 气 东 输 工程 


有 资料 显示 ， 近 年 来 我 国 许 多 城市 的 酸雨 发 生 率 呈 快速 上 升 趋势 ， 特 别 
是 南方 有 些 城市 甚至 已 高 达 90% 以 上 。 研 究 表 明 : 过 量 使 用 煤炭 是 造成 这 种 
状况 的 “罪魁 ”。 要 改变 这 种 现状 ， 必 须 用 其 他 清洁 能 源 巷 代 煤 恢 ， 以 减少 煤 
炭 的 使 用 量 。 我 国 西部 地 区 的 塔里木 、 柴 达 木 、 陕 甘 宁 和 四 川 倪 地 蕴藏 着 极 
为 丰富 的 天 然 气 资源 ， 约 占 全 国 陆地 天 然 气 资源 的 87%， 具 有 形成 世界 级 大 
气 区 的 开发 潜力 。 为 缓解 东部 地 区 能 源 紧 张 的 局 面 ， 我 国政 府 从 20 世纪 90 
年 代 就 开始 筹划 “ 西 气 东 输 ”系列 重大 工程 。 西 气 东 输 一 线 工 程 于 2002 年 7 
月 正式 开工 ，2004 年 10 月 1 日 全 线 建成 投产 。 工 程 西 起 主力 气 源 地 一 一 塔 里 
木 盆地 ， 经 过 甘肃 、 于 夏 、 陕 西 、 山 西 、 河 南 、 安 徽 、 江 苏 ， 和 输送 到 上 海 、 
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浙江 ， 供 应 沿线 名 省 的 民用 和 工业 用 气 ， 全 线 长 4 200 公里 ， 投 资 规模 1 400 
多 亿 元 。 按 年 输 天 然 气 120 亿 立 方 米 计算 ， 每 年 可 茶 代 1 600 万 吨 标准 煤 ， 减 
少 排 放 27 万 吨 粉 生 ， 从 而 极 大 地 改善 大 气质 量 ， 保护 生 态 环 境 ， 提 高 人 民生 
活 质 量 。 从 这 种 意义 上 讲 ，“ 西 气 东 输 ” 系 列 工程 是 关系 国计民生 的 重大 
工程 。 

2008 年 2 月 开工 的 国家 西 气 东 输 二 线 工程 西 起 新 疆 霍 尔 果 斯 ， 南 至 广州 、 
东 达 上 海 ， 境 外 土库曼 斯 坦 、 马 兹 别 殉 斯 坦 和 哈萨克 斯 坦 三 国 与 同步 建设 的 
中 亚 天 然 气管 道 相连 ， 南 至 香港 ， 东 达 上 海 。 上 游 气田 开发 、 主 干 管道 铺设 
和 城市 管 网 总 投资 超过 3 000 亿 元 ， 全 长 9 102 公里 ,把 来 自 中 亚 和 境内 新 疆 
的 天 然 气 送 到 珠江 三 角 洲 和 长 江 三 角 洲 及 中 南 地 区 ， 对 保障 中 国 能 源 安全 、 
优化 能 源 消费 结构 具有 重大 意义 。 

规划 中 的 西 气 东 输 三 线 工 程 ， 路 线 基本 确定 为 从 新 吐 通 过 江西 抵达 福建 ， 
把 俄罗斯 和 中 国 西 北部 的 天 然 气 输 往 能 源 需 求 量 庞大 的 长 江 三 角 洲 和 珠江 三 
角 洲 地 区 。 

这 些 庞大 的 工程 建设 需要 大 量 的 钢材 、 焊 和 条、 水泥 、 木 材 、 阁 门 、 仪 器 
仪表 和 自动 化 设备 等 物资 。 为 了 尽 可 能 地 减少 工程 费用 ， 在 工程 开工 前 ， 这 
一 系列 物资 的 消耗 和 使 用 ， 必 须 有 一 个 总 体 的 规划 与 预算 。 以 其 中 的 管道 工 
程 中 使 用 的 钢材 为 例 ， 仅 一 期 工程 的 4200 公里 的 输 气 管道 需要 使 用 的 钢材 就 
达 200 万 吨 之 多 ， 沿 途 有 数 十 个 钢铁 冶炼 厂 ， 每 一 个 冶炼 三 钢材 的 生产 成 本 
不 同 ， 从 钢 厂 运送 钢材 到 管道 沿线 的 不 同 地 点 所 需 的 费用 更 是 千差万别 ， 如 
何 制定 一 个 科学 合理 的 调配 方案 ， 从 沿途 不 同 的 生产 厂家 调用 适当 数量 的 钢 
材 ， 使 得 购买 和 运送 钢材 所 禹 的 总 费用 最 省 ? 这 就 是 一 个 典型 的 运筹 与 优化 
问题 。 实 践 证 明 ， 经 过 科学 运筹 与 策划 ， 可 以 得 出 一 些 优 秀 的 调配 方案 ,为 
国家 市 约 大 量 的 资金 。 

上 例 只 是 许 许多 多 国计民生 中 用 数学 来 决策 的 一 个 典型 问题 。 事 实 上 ， 
无 论 做 什么 事情 ， 人 们 总 希望 能 以 最 少 的 投入 完成 一 项 工作 任务 ， 或 者 在 现 
有 的 生产 条 件 下 ， 谍 求 经 济 效益 或 社会 效益 的 最 大 化 ， 这 些 就 是 运筹 与 优化 
要 解决 的 问题 ， 即 在 一 切 可 能 的 方案 中 选择 一 个 最 好 的 方案 以 达到 目标 。 最 
简单 的 优化 问题 在 高 等 数学 中 已 经 遇 到 ， 如 求 函 数 极 值 : 对 边 长 为 a 的 正方 
形 铁 板 ， 在 四 个 角 处 剪 去 相等 的 正方 形 以 制 成 方形 无 盖 水 槽 ， 癌 如何 剪 法 使 
水 槽 的 容积 最 大 ? 我 们 习惯 上 将 高 等 数学 中 典型 的 极 值 问题 称 为 经 典 极 值 问 
题 。 然 而 ， 通 常 高 等 数学 中 的 求 极 值 问 题 的 变量 个 数 不 超 过 三 个 ， 当 变量 个 
数 增加 而 且 又 是 非 线性 方程 组 时 ， 或 当 限 制 条 件 出 现 不 等 式 时 ， 经 典 的 求 极 
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一 、 运 筹 与 优化 理论 的 发 展 

提起 “运筹 "， 我 们 往往 会 想起 三 国 演 义 这 部 小 说 中 请 葛 亮 “运筹 惧 则 ” 
的 生动 故事 。 朴 素 的 运筹 学 思想 的 起 源 ， 确 实 可 以 追 湖 到 很 久 以 前 。 

我 国 古代 都 江 堰 水 利 工 程 就 是 运用 运筹 与 系统 思想 的 杰出 代表 。 战 国 
时 期 ， 川 西 太 守 李 冰 父 子 主持 修建 都 江 堰 水 利 工 程 ， 其 目标 是 利用 岷江 上 
游 的 水 资源 灌溉 川西 平原 。 追 求 的 效益 除了 灌溉 之 外 还 有 防洪 与 航运 。 为 
此 ， 李 冰 父 子 设计 了 三 大 工程 及 120 多 项 配套 工程 ， 它 们 分 别 是 : “ 鱼 
嘴 ” 岷 江 分 水 工程 一 一 将 岂 江 水 有 控制 地 引入 内 江 ;“ 飞 沙 卉 ”分 洪 排 沙 
工程 一 一 将 泥 沙 排 人 外 江 ; “ 宝 瓶 口 ” 引 水 工程 一 一 将 除 沙 后 的 江水 引信 
水 网 于 道 。 这 三 项 工程 巧妙 结合 ， 完 整 而 严密 ， 相 得 益 彰 ， 两 千 多 年 来 一 
直 发 挥 看 巨大 的 经 济 效益 和 社会 效益 ， 是 我 国 水 利 工程 设计 与 建造 最 成 功 
的 典范 之 一 。 

小 宋 年 间 ， 丁 谓 负 责 修复 火 毁 的 开封 皇宫 。 他 的 施工 方案 是 : 先 将 工程 
中 皇宫 前 的 一 条 大 街 控 成 一 条 大 沟 ， 将 大 沟 与 站 水 相通 ; 使 用 挖 出 的 土 就 地 
制 苇 ， 令 与 六 水 相连 形成 的 河道 承担 繁重 的 运输 任务 ; 修复 工程 完成 后 ， 实 
施 大 沟 排 水 ， 并 将 原 废 墟 物 回填 ， 修复 成 原来 的 大 街 。 丁 请 将 取材 、 生 产 、 
运输 及 废墟 物 处 理 用 “一 沟 四 用 ”方案 巧妙 地 解决 了 。 

然而 ， 运 筹 学 作为 一 门 学 科 却 时 间 不 长 ， 一 般 认 为 产生 于 第 二 次 世界 大 
战 时 期 的 英国 。 那 时 ， 英 国 陆军 在 战争 中 遭 到 很 大 挫折 ， 又 受到 德国 空军 和 
海军 的 封锁 ， 形 势 十 分 危急 ， 如 何 转变 战争 局 势 ， 成 为 在 这 种 严峻 的 局 势 下 
吸 待 解决 的 问题 。20 世纪 30 年 代 末 期 虽然 已 研制 成 功 了 和 雷达 和 新 式 作 战 飞 机 
等 武器 ， 但 由 于 没有 实际 使 用 经 验 ， 在 当时 资源 十 分 缺乏 的 情况 下 ， 难 以 正 
确 评估 和 迅速 提高 这 些 武 器 的 使 用 效率 。 为 了 发 挥 科 学 家 们 的 聪明 才智 与 集 
体 智 站 ,英国 国防 部 于 1940 年 成 立 了 一 个 专门 小 组 Operational Research 
Group 〈 简 称 O. R. 小 组 ) 进行 作战 研究 ， 该 小 组 包括 四 位 物理 学 和 家、 两 位 数 
学 家 、 三 位 生理 学 家 、 一 位 测量 员 和 一 位 军官 ， 目 的 是 研究 一 些 与 作战 和 武 
器 运用 有 关 的 问题 。 反 潜艇 是 当时 其 中 着 重 研 究 的 一 个 问题 。 潜 艇 可 怕 的 主 
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要 原因 是 它 能 潜入 水 中 ,使 对 方 不 易 觉察 ， 因 而 反潜 艇 应 首先 注意 搜索 ， 搜 
索 到 潜艇 的 目的 是 为 了 打 沉 它 。 之 前 用 飞机 投 普 通 炸 弹 ， 对 潜艇 的 破坏 力 并 
不 大 ， 后 改 用 深水 炸弹 ,使 炸弹 在 水 下 爆炸 ， 但 问题 是 在 水 下 多 深 处 爆炸 对 
潜艇 的 威胁 最 大 ?该 小 组 经 科学 的 定量 分 析 ， 发 现在 7. 6m 涂 处 爆炸 时 会 使 袭 
击 潜 艇 成 功 的 几率 增加 三 倍 。 这 样 一 来 就 做 出 了 以 下 决策 ,在 潜艇 刚 开始 下 
沉 时 投弹 攻击 ， 起 爆 点 为 水 面 下 7. em。 由 于 采用 这 种 方法 ， 德 国 潜艇 被 摧 身 
的 数目 增加 到 了 原来 的 三 倍 。 

二 战 中 提出 了 很 多 这 类 问题 。 英 国 的 “Blackett 马戏 团 ” 在 秘密 报告 中 使 
用 了 “Operational Research”， 即 “运筹 学 ”一 词 。 二 战 之 后 ，O. R. 小 组 中 
的 科研 人 员 又 回 到 原先 工作 的 科研 和 教学 岗位 。 这 时 ， 时 间 和 精力 允许 他 们 
将 二 战 时 提出 的 方法 进一步 科学 化 、 条 理化 ， 并 将 运筹 学 用 于 经 济 和 社会 发 
展 等 非 军事 目的 。 在 战 后 恢复 时 期 ， 一 方面 ， 生 产 规模 空前 扩大 ， 科 学 技术 
获得 迅速 发 展 ， 新 型 设备 层出不穷 ， 从 而 使 社会 需求 的 多 样 性 日 益 增 强 ， 生 
产 和 服务 的 专业 分 工 越 来 越 细 。 另 一 方面 ， 随 着 原来 落后 地 区 的 开发 ， 人 力 、 
设备 和 其 他 资源 在 空间 上 的 分 布 更 加 广泛 ， 使 经 济 、 社 会 的 纵横 联系 日 趋 复 
洒 ， 腕 争 也 日 浙 加 剧 ， 科 学 决策 显得 十 分 重要 。 这 些 都 迫切 要 求 用 科学 的 方 
法 进行 管理 ， 以 适应 不 断 变 化 的 内 部 和 外 部 形势 。 很 多 有 识 之 士 发 现 , O. R. 
是 解决 工程 领域 、 经 济 领 域 、 社 会 领域 中 大 量 问 题 的 有 效 工 具 。 这 种 时 势 促 
进 了 运筹 学 这 门 学 科 的 迅速 发 展 。 

20 世纪 50 年 代 中 期 ， 著 名 学 者 钱学森 、 许 国志 教授 将 O. R. 引入 我 国 ， 
很 快 这 一 领域 吸引 了 以 华罗庚 教授 为 首 的 一 大 批 数 学 家 ， 他 们 在 理论 方面 
的 深入 研究 和 在 实际 领域 的 推广 应 用 ， 大 大 促进 了 这 一 学 科 在 我 国 的 发 展 
与 运用 。 到 20 世纪 60 年 代 前 期 ， 运 筹 学 理论 已 运用 于 企业 管理 ， 并 在 理 
论 上 趋 于 成 熟 。 此 后 ， 随 着 计算 机 的 发 展 ， 处 理 的 系统 由 小 变 大 ， 应 用 范 
围 不 断 扩 大 ， 在 理论 上 也 获得 了 很 大 发 展 ， 进 而 逐步 形成 了 运筹 学 完整 的 
学 科 体 系 。 

二 、 运 筹 学 的 工作 步骤 

目前 ， 运 筹 学 包含 许多 分 支 ， 如 线性 规划 、 整 数 规划 、 非 线性 规划 、 动 
态 规划 、 图 与 网 络 分 析 、 网 络 计 划 、 对 策 论 、 决 策 论 、 存 贮 论 、 排 队 论 〈 随 
机 服务 系统 )、 多 目标 规划 、 计 算 机 模拟 等 。 但 不 论 哪 一 个 分 支 ， 其 基本 的 思 
维 方 法 是 共同 的 ， 我 们 可 以 归纳 为 下 述 几 个 方面 。 

(1) 强调 定量 分 析 。 用 运筹 学 解决 实际 问题 时 ， 强 调 以 定量 分 析 为 基础 
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的 可 靠 性 和 科学 性 。 在 各 种 生产 活动 和 经 济 活动 中 ， 如 何 合理 使 用 有 限 的 人 
为 、 物 力 和 资金 ， 以 收 到 最 好 的 经 济 效 益 或 达到 最 经 济 的 方式 ， 常 常 要 求 对 
现 有 资源 进行 统一 分 配 、 全 面 安排 、 合理 调度 ,以 便 从 各 种 可 能 的 方案 中 得 
出 最 优 的 计划 或 设计 。 在 这 类 问题 中 ， 一 方面 有 一 个 既定 目标 〈 例 如 希望 利 
润 最 高 或 消耗 最 少 )， 另 一 方面 又 要 受到 一 定 条 件 的 限制 〈 例 如 入 力 、 物 力 、 
催 金 的 限制 ;， 因 此 ， 首 先 变 对 系统 行为 进行 定量 描述 和 本 质 抽象 ， 即 建立 数 
学 模型 。 数 学 模型 包含 常数 、 参 数 、 变 量 和 函数 关系 。 决 策 变 量 、 目 标 函 数 
和 约束 条 件 是 数学 模型 的 三 个 要 素 。 决 策 变量 相当 于 我 们 解 应 用 题 时 设 定 的 
未 知 数 ， 目 标 函 数 就 是 对 要 达到 的 目标 进行 数学 化 描述 ， 用 决策 变量 来 表达 ， 
一 般 要求 某 个 或 某 些 评价 函数 最 佳 〈 极 大 或 极 小 ) 或 满意 ， 约 束 条 件 则 根据 
问题 的 性 质 列 出 的 等 式 或 不 等 式 。 

(2)〉 强调 整体 最 优 。 运筹 学 把 所 要 解决 的 问题 看 成 一 个 系统 ， 不 是 孤立 
地 去 认识 它 。 要 考虑 到 有 关 的 各 种 主要 因素 和 条 件 ， 从 相互 联系 中 尽量 全 面 
地 去 考察 问题 ， 强 调 总 效果 ， 而 不 是 某 个 方面 的 局 部 “最 优 ”。 

(3) 运用 多 学 科 知 识 解决 问题 。 用 运筹 学 方法 解决 实际 问题 时 ， 除 了 要 
熟悉 与 研究 对 象 有 关 的 科学 知识 之 外 ， 还 要 运用 适宜 的 数学 方法 和 计算 机 技 
术 ， 有 时 可 能 还 需要 与 经 济 学 、 社 会 学 、 其 他 技术 科学 的 知识 相交 又 ， 才 能 
建立 起 运 宜 的 模型 ， 使 问题 得 以 很 好 地 解决 。 为 了 在 组 织 上 得 到 保证 ， 常 建 
立 包 括 有 关 多 学 科 成 员 在 内 的 组 织 机 构 ， 以 利于 实施 。 ; 

依据 上 述 运 筹 学 的 思维 方法 ， 在 解决 大 量 实际 问题 过 程 中 ， 形 成 了 解决 
问题 的 基本 步骤 ， 

(1) 明确 问题 : 通过 调查 和 分 析 ， 将 所 要 解决 的 问题 弄 清 楚 ， 包 括 问题 所 
在 、 要 求 目标 、 限 制 条 件 、 假 设 前 提 、 可 能 的 各 种 决策 方案 等 ， 在 此 基础 上 
把 问题 明确 地 表达 出 来 。 

(2) 建立 模型 ， 模 型 是 客观 事物 的 一 种 数学 抽象 ， 它 既 要 反映 实际 ， 又 要 
进行 抽象 而 “高 ”于 实际 。 建 模 是 一 种 创造 性 活动 ， 是 非常 重要 的 一 步 工作 。 
但 很 多 实际 系统 往往 复杂 得 多 ， 难 以 套用 现成 的 模型 ， 因 而 在 建 模 时 必须 结 
合 实 际 情况 进行 认真 的 分 析 。 建 模 工作 包括 拟定 变量 和 参数 ， 建 立 目 标 函 数 
和 正确 写 出 约束 条 件 等 。 

(3) 模型 求解 .根据 模型 的 性 质 和 结构 选用 适宜 的 方法 求解 。 目 前 ,一 般 
的 线性 规划 与 非 线性 规划 问题 都 可 以 用 Matlab、Lindo/Lingo、Excel、Win- 
QSB 等 数学 软件 求解 。 若 没有 合适 的 现成 方法 ， 也 可 用 随机 模拟 或 构造 算法 
等 手段 寻求 问题 的 “近似 解 ”， 解 的 精度 由 决策 者 确定 。 
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(4) 解 的 检验 : 检查 求解 过 程 有 无 错误 ， 结 果 是 否 与 现实 一 致 。 若 出 现 问 
题 ， 要 分 析 问 题 所 在 ， 必 要 时 修改 模型 或 解法 。 

(5) 解 的 实施 : 对 实际 问题 来 说 ， 求 出 的 解 往往 就 是 某 种 决策 方案 ， 要 考 
虑 具体 实施 中 可 能 遇 到 的 问题 ， 以 及 实施 中 必要 的 修改 。 即 将 解 用 到 实际 中 
必须 考虑 到 实施 的 问题 ， 如 向 实际 部 门 讲 清 解 的 用 法 ， 在 实施 中 可 能 产生 的 
问题 和 修改 等 。 


3 儿 位 获得 诺 贝 尔 奖 的 数学 家 的 政事 


语 贝 尔 奖 堪 称 世界 最 高 荣誉 奖 ， 只 可 慌 诺 贝尔 奖 不 能 授予 在 纯 数学 领域 
内 作出 贡献 的 科学 家 ， 这 多 少 令 数 学 家 们 有 些 遗 憾 。 据 说 阿尔 弗 雷 德 * 贝 恩 
蛤 德 。 庄 贝尔 年 轻 时 曾 与 一 位 数学 家 爱 上 了 同一 位 女士 ， 最 后 这 位 女士 没有 
选择 诺 贝 尔 ， 而 是 投入 了 那 位 数学 家 的 怀抱 ， 这 使 得 诺 贝尔 十 分 伤心 ， 此 后 
他 终生 未 变 ， 而 把 自己 毕生 的 精力 致力 于 炸药 的 研究 ， 因 发 明确 化 甘油 引爆 
剂 、 硝 化 甘油 固体 炸药 和 胶 状 炸药 等 ， 被 誉 为 “炸药 大 王 ”。 他 一 生 共 获得 技 
术 发 明 专 利 355 项 ， 并 在 欧美 等 五 大 浏 20 个 国家 开设 了 约 100 家 公司 和 工 
厂 ， 积 累 了 巨额 财 宣 。 去 世 前 他 立 下 遗嘱 ， 将 其 大 部 分 财产 920 万 美元 作为 
基金 ， 以 其 年 息 〈 每 年 20 万 美元 奖励 当年 在 物理 、 化 学 、 生 理 或 医学 、 文 
学 以 及 和 平 事业 等 领域 内 作出 最 大 贡献 的 学 者 ， 但 唯 独 不 能 奖励 纯 数学 研究 
领域 的 学 者 。 

然而 ， 数 学 家 们 以 其 过 人 的 智慧 以 及 赁 倍数 学 在 其 他 领域 的 杰出 贡献 ， 
多 次 获得 诺 贝 尔 奖 ， 其 中 ， 以 数学 在 经 济 领域 的 贡献 尤为 引 人 注 目 。 据 说 有 
70% 的 诺 贝 尔 经 济 学 奖 是 数学 家 领 走 的 。 以 下 是 在 运筹 学 领域 获得 诺 贝 尔 奖 
的 科学 家 的 一 些小 故事 。 


一 、 康 托 罗 维 奇 


康 托 罗 维 奇 〈L. V. Kantorovich，1912 一 1986) 是 线性 规划 理论 与 方法 的 
葛 基 人 之 一 。 在 他 的 而 立 之 年 ， 已 经 成 功 地 攻克 了 一 座 座 数学 堡 急 。 之 后 ， 
他 更 是 以 坚实 的 步伐 向 数学 识 峰 继续 踏实 地 迈进 。 他 把 资源 最 优 利用 这 一 传 
统 的 经 济 问题 ， 由 定性 研究 和 一 般 的 定量 分 析 推 进 到 现实 计量 阶段 ， 他 发 现 
了 一 系列 涉及 如 何 科 学 地 组 织 和 计划 生产 的 问题 ， 为 线性 规划 理论 与 方法 的 
建立 和 发 展 作 出 了 开创 性 的 贡献 。1949 年 ， 苏 联 政 府 为 表彰 他 在 数学 研究 工 
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作 中 的 成 就 ， 授 予 他 斯 大 林 奖 金 。 在 荣誉 面前 ， 康 托 罗 维 奇 没有 固步自封 ， 
而 是 继续 向 前 。 他 由 研究 单个 企业 如 何 最 优 地 组 织 和 计划 生产 ， 上 升 到 更 高 
一 级 的 探索 ， 即 怎样 对 整个 国民 经 济 实行 最 优 计 划 管 理 ， 怎 样 在 整个 国民 经 
济 范围 内 实现 资源 的 最 优 利用 。 

早 在 18 世纪 70 年 代 ， 瑞 国 训 和 典 经 济 学 家 亚当 。 斯 密 在 《国富 论 》 中 曾 
提出 “看 不 见 的 手 ” 在 砍 凌 分 配 和 生产 再 和 中 的 作用 。 但 他 所 说 的 “看 不 秃 
的 手 "， 反 映 了 自由 竞争 条 件 下 价格 机 制 的 作用 。 上 此后， 世界 各 国 的 许多 经 济 
学 家 ， 如 英国 的 马 吹 尔 、 庇 二 ， 意 大 利 的 由 累 托 、 巴 伦 等 都 对 资源 最 优 分 配 
和 利用 进行 过 探讨 。 但 是 ， 这 些 研 究 都 只 停留 在 理论 说 明和 一 般 数 学 表述 上 。 
在 对 现实 经 济 学 的 思考 中 。 康 托 有 罗维奇 于 1938 年 首次 提出 求解 线性 规划 问题 
的 方法 一 一 解 乘 数 法 。 康 托 罗 维 奇 指出 ， 提 高 企业 的 劳动 效率 有 了 两 条 途径 ， 
一 条 是 技术 上 的 各 种 改进 ， 男 一 条 是 生产 组 织 和 计划 方式 的 改革 。 过 去 ， 由 
于 没有 必要 的 计算 工具 ， 后 一 条 途径 很 少 被 利用 。 解 乘 数 法 的 提出 ， 为 求解 
线性 规划 问题 ， 科 学 地 组 织 和 计划 生产 开辟 了 现实 的 前 景 。 这 是 对 现代 应 用 
数学 的 一 个 首创 性 贡献 ， 从 此 打开 了 解决 规划 问题 的 大 门 。 他 把 这 一 方法 用 
于 一 系列 实践 ， 诸 如 合理 地 分 配 机 床 机 械 的 作业 、 最 大 限度 地 减少 废料 、 最 
佳 地 利用 原材料 和 燃料 、 最 有 效 地 组 织 货物 运输 、 最 适当 地 安排 农作物 的 布 
局 等 。 

解 乘 数 法 的 基本 思想 类 似 于 后 面 一 节 要 介绍 的 用 对 偶 单纯 形 法 求 出 的 资 
源 的 影子 价格 。 我 们 知道 ， 具 有 稀缺 性 的 生产 要 素 ， 如 有 技能 的 熟练 劳动 者 
的 、 优 质 土地 的 价值 ， 不 单纯 是 企业 支付 给 工人 的 工资 和 工地 的 转让 费用 ， 
还 包括 剩余 价值 。 资 源 的 稀缺 程度 依赖 于 企业 的 生产 组 织 与 管理 水 平 。 影 子 
价格 可 以 理解 为 在 最 优化 生产 条 件 下 ， 单 位 生产 要 素 所 创造 的 价值 。 康 托 罗 
维 奇 把 解决 这 类 问题 的 一 般 程序 概括 为 建立 并 求解 数学 模型 ， 即 根据 问题 的 
条 件 ， 将 生产 的 目标 、 资 源 的 约束 、 所 求 的 变量 这 三 者 之 间 的 数量 关系 用 线 
性 方程 式 表 达 出 来 ， 然 后 求解 计算 。 在 一 些 国家 的 数学 和 经 济 学 书刊 中 党 和 冰 
把 这 类 模型 称 为 “ 康 托 罗 维 奇 问题 数学 模型 *。 康 托 罗维奇 通过 建立 资源 最 优 
利用 的 线性 数学 模型 ， 应 用 解 乘 数 法 求解 出 各 种 乘 数 ， 这 些 乘 数 就 是 衡量 资 
源 稀缺 程度 的 尺度 ， 是 企业 在 采用 不 同 资源 ， 选 择 不 同 生产 时 比较 劳动 消耗 
大 小 的 计量 标准 。 他 从 经 济 意义 上 把 这 些 数 称 为 “客观 制约 估价 ”， 即 “影子 
价格 ”。 从 客观 制约 估价 出 发 ， 企 业 在 选取 不 同 资源 和 不 同 生产 方法 时 ， 就 妥 
认真 地 进行 经 济 核算 ， 不 能 盲目 地 去 使 用 具有 高 佑 价 的 稀缺 资源 。 这 样 ， 就 
可 以 实现 全 社会 范围 的 资源 最 优 分 配 和 利用 。 这 时 ， 在 现 有 资源 条 件 下 ， 全 
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社会 能 够 以 最 小 的 劳动 消耗 ， 获 得 最 大 限度 的 生产 量 。 由 此 得 出 的 生产 计划 
叫做 最 优 计划 。 康 托 罗维奇 不 仅 作为 一 个 颇具 声望 的 数学 家 活跃 于 自然 科学 
界 ， 而 且 还 作为 一 个 经 济 学 家 出 现在 社会 科学 界 。1965 年 ， 为 表彰 他 在 经 济 
分 析 和 计划 工作 中 应 用 数学 方法 的 成 绩 ， 苏 联 政 府 叉 授予 他 列宁 奖金 。 有 人 
评价 道 ， 回 顾 康 托 罗 维 奇 的 一 生 ， 人 们 将 会 看 到 ， 他 怎样 运用 数学 为 经 济 学 
的 系谱 创造 了 一 个 强大 的 分 支 。1975 年 ，63 岁 的 康 托 罗维奇 与 美国 经 济 学 家 
库 普 曼 斯 共同 获得 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 他 在 领取 该 项 奖金 时 发 表 了 《数学 在 经 济 
中 的 应 用 : 成 就 、 困 难 、 前 景 》 的 演讲 ， 他 表示 :“ 数 学 方法 在 经 济 中 的 应 用 不 
会 带 负 我 们 对 它 所 抱 的 希望 ， 它 会 给 经 济 理论 和 实际 工作 做 出 重大 的 贡献 。” 

康 托 罗 维 奇 不 但 是 一 位 数学 和 经 济 学 家 ， 还 是 一 位 证 人， 同时 ， 他 还 曾 
作为 一 个 发 明 家 ， 被 授予 一 些 锥 形 计算 器 的 专利 权 。 


一 、 里 号 惕 夫 


20 世纪 30 年 代 ， 瑞 典 经 济 学 家 俄 林 创 立 了 著名 的 要 素 京 赋 说 ， 得 到 了 西 
方 经 济 学 界 的 普遍 接受 。 然 而 第 二 次 世界 大 战 以 后 ， 美 国 知名 经 济 学 家 华西 
里 。 里 昂 惕 夫 〈W. Leontief，1906 一 1999) 利用 统计 资料 ， 对 美国 贸易 结构 
进行 了 考察 ， 却 得 出 了 完全 相反 的 结论 。 理 论 和 现实 之 间 的 这 个 矛盾 ， 一 时 
震惊 整个 西方 经 济 学 界 ， 被 称 为 “里 昂 惕 夫 之 谜 ”。 

里 昂 惕 夫 出 生 在 俄国 ，15 岁 上 大 学 的 时 候 ， 就 读 遍 了 列宁 格 勒 各 大 图 书 
馆 的 所 有 经 济 学 著作 ， 成 为 一 名 优秀 的 经 济 学 家 。1927 年 由 于 被 指控 “参加 
反 政府 的 阴谋 活动 "里昂 惕 夫 被 迫 离开 苏联 ， 轧 转 来 到 美国 ， 任 哈佛 大 学 经 
济 学 教授 ， 后 来 凭借 在 投入 产 出 分 析 方 面 的 杰出 贡献 ， 获 得 诺 贝 尔 经 济 学 奖 。 

里 昂 惕 夫 起 先 对 俄 林 的 要 素 豪 赋 说 是 深信 不 疑 的 ，20 世纪 50 年 代 初 ， 他 
利用 1947 年 美国 对 外 贸易 的 统计 资料 ， 分 别 计算 了 每 100 万 元 出 口 品 和 进口 
品 中 包含 的 资本 和 劳动 ， 本 意 是 想 对 这 个 理论 加 以 验证 ， 然 而 计算 的 结果 让 
他 大 吃 一 惊 ， 美 国 出 口 品 的 资本 含量 比 进 口 品 少 30%， 这 意味 着 ， 美 国 出 口 
的 竟 是 劳动 密集 型 产品 ， 进 口 的 却 是 资本 密集 型 产品 。 用 里 昂 惕 夫 的 话 来 说 : 
“美国 参加 国际 分 工 ， 是 建立 在 劳动 密集 型 生产 专业 化 基础 之 上 的 。 换 言 之 ， 
这 个 国家 是 利用 对 外 贸易 节约 资本 和 安置 剩余 劳动 力 ， 而 不 是 相反 。 ”这 个 研 
究 结果 公布 后 ， 引 起 了 轩然大波 。 有 人 指责 里 昂 惕 夫 使 用 1947 年 的 贸易 数据 
不 够 典型 ， 因 为 当时 二 战 刚 结束 不 久 ， 贸 易 格局 极 可 能 乍 曲 。 于 是 ， 里 昂 惕 夫 
就 使 用 1951 年 的 贸易 数据 又 计算 了 一 次 ， 结 论 仍然 相同 。 后 来 另 一 位 经 济 学 家 
鲍德温 再 用 1958 年 和 1962 年 的 数据 检验 ， 结 论 还 是 相同 。 不 仅 如 此 ， 其 他 经 
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济 学 家 又 纷纷 检验 别 国 的 贸易 结构 ， 结 果 有 的 符合 要 素 襄 赋 说 ， 有 的 则 存在 里 
兄 惕 夫 之 谜 。 这 样 ， 里 昂 惕 夫 之 迷 时 隐 时 现 ， 此 有 彼 无 ， 西 方 经 济 学 界 为 此 大 
伤 脑筋 ， 开 始 了 20 多 年 旷日持久 的 探讨 和 辩论 ， 许 多 人 都 试图 解 开 这 个 “ 谜 ”。 

里 昂 惕 夫 最 早 做 了 尝试 ， 他 认为 ， 这 可 能 是 由 于 美国 的 劳动 生产 率 较 高 
造成 的。 根据 他 的 计算 ， 美 国 工 人 的 劳动 生产 率 约 为 外 国 工人 的 3 倍 ， 运 用 
同样 数量 的 资本 ， 美 国 工人 的 产 出 比较 和 多。 虽然 从 表面 上 看 ， 美 国资 本 丰富 ， 
劳动 力 短缺 ， 但 由 于 美国 工人 可 以 一 当 三 ， 经 过 换算 以 后 ， 实 际 上 美国 的 劳 
动力 丰富 ， 资 本 相对 短缺。 因此 ， 它 应 出 口 劳动 密集 型 产品 ， 进 口 资 本 密集 型 
产品 。 对 于 这 个 解释 ， 很 多 经 济 学 家 并 不 接受 。1965 年 ， 克 雷 宁 研究 跨国 公司 
在 美国 本 土 和 欧洲 的 劳动 生产 率 ， 结 果 显 示 ， 美 国 工人 的 效率 最 多 比 欧洲 同行 
高 1. 2 一 1. 25 倍 ， 而 按照 这 样 一 个 比例 来 测算 ， 里 昂 惕 夫 之 谜 仍然 存在 。 另 外 
两 名 经 济 学 家 饥 伍 斯 和 琼斯 则 另辟蹊径 ， 试 图 用 人 力 资 本 的 理论 来 解释 这 一 问 
题 。 他 们 通过 研究 发 现 ， 美 国 出 口 部 门 中 熟练 劳动 的 比例 大 于 进口 部 门 ， 而 非 
熟练 劳动 转化 为 熟练 劳动 ， 需 要 投入 大 量 的 教育 和 培训 费用 ， 这 种 投入 也 是 一 
种 资本 投入 。 比 如 说 出 钱 让 工人 培训 6 个 月 ， 同 样 的 钱 也 可 以 用 来 买 机 器 、 买 
设备 、 建 厂房 ; 另 一 方面 ， 机 器 厂房 等 有 形 资 本 一 且 形 成 ， 就 可 以 重复 取得 收 
益 ， 技 术 熟 练 的 劳动 者 也 能 不 断 得 到 较 高 的 收入 ， 与 有 形 资本 完全 是 类 似 的 ， 
因此 劳动 者 的 技能 也 是 一 种 资本 ， 称 为 人 力 资 本 。 在 总 资本 中 加 入 人 力 资 本 的 
因素 ， 再 来 比较 美国 出 口 品 和 进口 品 的 资本 含量 ， 他 们 发 现 ， 里昂 惕 夫 之 迹 消 
失 了 。 我 们 也 可 以 把 人 力 资本 理论 看 作对 俄 林 要 率 豪 赋 说 的 进一步 扩展 ， 它 将 
人 的 劳动 技能 当做 一 种 新 的 生产 要 素 ， 引 和 人 俄 林 的 分 析 框 架 中 。 几 是 人 力 资本 
比较 丰富 的 国家 ， 这 种 生产 要 素 就 具有 相对 优势 ， 因 此 应 出 口技 能 密集 型 产品 。 

里 昂 惕 夫 之 谜 的 实质 是 理论 和 现实 的 了 矛盾。20 世纪 二 三 十 年 代 之 前 ， 生 
产 中 投入 的 要 素 主要 是 土地 、 劳 动力 和 机 器 设备 ， 其 他 因素 的 作用 并 不 明显 。 
要 素 课 赋 说 能 够 对 当时 的 国际 贸易 作出 较 好 的 解释 。 然 而 第 二 次 世界 大 战 以 
后 ， 科 技 、 劳 动 者 素质 在 生产 中 的 作用 日 益 加 强 。 而 这 些 因素 并 没有 体现 在 
原 有 的 理论 之 中 。 里 昂 惕 夫 之 文正 是 这 种 理论 和 现实 的 差距 的 反映 。 受 人 力 
资本 理论 的 启发 ， 经 济 学 家 基 杰 宁 提 出 第 三 种 解释 一 一 技术 进展 理论 。 他 认 
为 ， 技 术 和 人 力 资本 一 样 ， 能 够 改变 土地 、 劳 动 和 资本 在 生产 中 的 相对 比例 
关系 。 人 力 资本 能 够 提高 劳动 生产 率 ， 而 技术 可 以 提高 土地 、 劳 动 和 资本 三 者 
的 生产 率 ， 或 者 提高 三 者 作为 一 个 整体 的 全 要 素 生 产 率 。 人 力 资 本 是 过 去 对 教 
育 和 培训 事业 投资 的 结果 ， 而 技术 是 对 研究 和 开发 投资 的 结果 。 因 此 ， 技 术 和 
人 力 资本 一 样 ， 可 以 看 作 一 种 资本 或 一 种 独立 的 生产 要 素 。 通 过 研究 发 现 , 美 
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国运 输 、 电 器 、 工 具 、 化 学 和 机 器 制造 等 五 个 重点 出 口 产 业 ， 同 时 又 是 出 科 
研 成 果 、 推 出 新 产品 的 重点 产业 ， 在 产品 的 设计 、 生 产 和 销售 等 过 程 都 投入 
了 高 水 平 的 技术 力量 。 这 就 是 说 ， 如 果 把 技术 看 作 一 个 生产 要 素 ， 那 些 注重 
科研 和 发 展 的 行业 的 科研 密集 型 产品 就 具有 高 度 的 出 口 优势 。 由 于 技术 创新 
来 自 对 科研 和 发 明 创造 的 投资 ,因而 出 口 科研 密集 型 产品 的 国家 ， 一 般 都 是 
资本 相对 丰裕 的 国家 。 


三 、 小 约翰 纳什 


小 约翰 。 纳什 (John Nash Jr，1928 一 今 )， 诺 贝尔 经 济 学 奖 的 天 才 数 学 
家 ， 同 时 ， 在 生活 中 ， 他 又 是 一 个 患 有 严重 强迫 性 精神 分 裂 症 的 患者 。 他 所 
做 的 研究 、 提 出 的 问题 起 初 并 不 是 为 经 济 学 而 开始 的 。 正 如 他 得 知 自 己 因 为 
“在 非 合 作 博 弈 领域 做 出 重大 的 开创 性 的 贡献 ”而 获得 诺 册 尔 奖 之 后 所 说 的 : 
这 些 都 是 我 从 来 没有 想 过 的 东西 。 

美国 环球 影 业 公司 (Universal Pictures，USA) 2001 年 出 品 的 电影 《 美 
丽 心灵 》(A Beautiful Mind) 可 谓 家 喻 户 晓 。 该 片 一 举 襄 括 了 第 59 届 金 球 
奖 5 项 大 奖 ， 并 荣获 2002 年 第 74 履 奥 斯 卡 奖 4 项 大 奖 。 影 片 本 身 与 银幕 背后 
的 人 物 原型 ， 都 深 深 震撼 了 全 世界 人 们 的 心灵 。《 美 丽 心灵 》 艺 术 地 再 现 了 数 
学 天 才 纳 什 奇 迹 般 恢复 正常 的 传奇 的 人 生 经 历 。 

在 大 学 里 ， 纳 什 不 是 一 个 按部就班 的 学 生 ， 他 经 常 旷 课 。 据 他 的 同学 们 
回忆 ， 他 们 根本 想 不 起 来 曾经 什么 时 候 和 纳什 一 起 完 完整 整地 上 过 一 门 必修 
课 ， 但 纳什 争辩 说 ， 至 少 上 过 斯 蒂 恩 罗 德 的 代数 拓扑 学 。 斯 蒂 恩 罗 德 恰恰 是 
这 门 学 科 的 创立 者 ， 可 是 ， 没 上 几 次 课 ， 纳 什 就 认定 这 门 课 不 符合 他 的 口味 。 


用 和 


于 是 ， 又 走 人 了 。 然 而， 纳什 毕竟 是 一 位 英才 天 纵 的 非 几 人 物 ， 他 广泛 涉猎 
数学 王国 的 每 一 个 分 支 ， 如 拓扑 学 、 代 数 几 何 学 、 人 逻辑 学 、 博 弈 论 等 ， 深 深 
地 为 之 着 迷 。 纳 什 经 常 显 示 出 他 与 众 不 同 的 自信 和 和 自负， 充满 帅 吊 亿 人 的 学 
术 野 心 。1950 年 整个 夏天 纳什 都 忙于 应 付 紧 张 的 考试 ， 他 的 博弈 论 研 究 工 作 
被 迫 中 断 ， 他 感到 这 是 莫大 的 浪费 。 殊 不 知 这 种 暂时 的 “放弃 ?， 使 原来 模 
糊 、 杂 乱 和 无 绪 的 若干 念头 ， 在 潜意识 的 持续 思考 下 ， 逐 步 形 成 一 条 清晰 的 
脉络 ， 他 突然 来 了 灵感 ! 这 年 的 10 月 ， 他 又 感 才思 潮涌 ， 梦 笔 生花 ,其 中 一 
个 最 耀眼 的 亮点 就 是 日 后 被 称 之 为 “纳什 均衡 ”的 非 合 作 博 弈 均衡 的 概念 。 

1950 年 纳什 兽 带 着 他 的 想法 去 拜访 当时 名 满 天 下 的 博弈 论 创 始 人 之 
一 一 一 天 才 数 学 家 汉 ， 诺 依 曼 ， 遭 到 断然 否定 ， 在 此 之 前 他 还 受到 爱 因 斯 坦 
的 冷遇 。 但 是 在 普林斯顿 大 学 宽松 的 科学 环境 下 ， 他 的 论文 仍然 得 到 发 表 并 
引起 了 到 动 。 

尽管 对 具有 博 穿 性 质 的 问题 的 研究 可 以 追 漳 到 19 世纪 甚至 更 早 ， 但 这 些 
人 研究 很 不 系统 。 汉 ， 诺 依 曼 和 摩根 斯 特 因 的 《博弈 论 与 经 济 行为 》 一 书 中 提 
出 的 标准 型 、 扩 展 型 和 合作 型 博弈 模型 解 的 概念 和 分 析 方 法 ， 况 定 了 博弈 论 
这 门 学 科 的 理论 基础 。 合 作 型 愈 弈 在 20 世纪 50 年 代 达 到 了 项 峰 期 。 然 而 ， 
诺 依 曼 的 博 弃 论 的 局 限 性 也 日 益 窜 句 出 来 。 由 于 它 过 于 抽象 ， 从 而 使 应 用 范 
围 受 到 很 大 限制 ， 在 很 长 时 间 里 ， 人 们 对 博弈 论 的 研究 知之 其 少 ， 只 是 少数 
数学 家 的 专利 ， 因 而 影响 力 很 有 限 。 正 是 在 这 个 时 候 ， 非 合作 博弈 一 一 “ 纳 
什 均 衡 ” 应 运 而 生 了 ， 它 标志 着 博弈 论 的 新 时 代 的 开始 ! 

对 于 多 人 参与 、 非 零 和 的 博弈 问题 ， 在 纳什 之 前 ， 无 人 知道 如 何 求解 ， 
或 者 说 怎样 找到 类 似 于 最 小 最 大 解 那样 的 “平衡 ”。 而 找 不 到 解 ， 接 下 来 的 研 
究 当 然 无 法 进行 ， 更 谈 不 上 指导 实践 了 。1950 年 和 1951 年 纳什 的 两 篇 关于 非 
合作 博弈 论 的 重要 论文 ， 彻 底 改 变 了 人 们 对 竞争 各 市场 的 看 法 。 他 证 明了 非 
合作 博弈 及 其 均衡 解 ， 并 证 明了 均衡 解 的 存在 性 ， 凤 著名 的 纳什 均衡 ， 从 而 
揭示 了 博弈 均衡 与 经 济 均 衡 的 内 在 联系 。 纳 什 的 研究 葛 定 了 现代 非 合 作 博 研 
论 的 基石 ， 后 来 的 博弈 论 研究 基本 上 都 是 涪 着 这 条 主线 展开 的 。 

此 外 ， 在 测试 博弈 论 的 行为 实验 学 上 上， 纳什 也 是 一 名 先驱 。 他 曾 展 开 讨 
价 还 价 和 联盟 形成 的 实验 ， 并 曾 敏 锐 地 指出 ， 在 其 他 实验 者 的 因 徒 困境 试验 
里 ， 反 复 让 一 对 参与 者 重复 实验 实际 上 将 单 步 策 略 问题 转化 成 了 一 个 大 的 多 
步 策 略 问 题 。 这 一 思想 初次 提示 了 在 重复 博 穿 理论 中 串 谋 的 可 能 性 ， 这 一 发 
现在 经 济 和 政治 领域 起 到 了 重要 的 作用 。1958 年 他 被 美国 《 财 宣 》(Fortune) 
杂志 评 为 新 一 代 天 才 数 学 家 中 最 杰出 的 人 物 。 


第 十 三 讲 ”从 “ 西 气 东 输 ”工程 谈 起 一 运筹 与 优化 <<< 
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然而 ， 就 在 纳什 春风 得 意 、 事 业 将 达到 顶峰 时 ， 却 突然 遭受 命运 无 情 的 
重重 一 击 ， 从 云端 附和 地 狱 : 30 岁 的 纳什 息 上 了 严重 的 精神 分 裂 症 。 他 举止 
古怪 ， 离 经 产道 ， 在 私生活 上 毫 不 检点 ， 曾 经 想 放 弃 美 国 国 籍 ， 几 乎 遗弃 了 
同居 女友 和 亲生 儿子 ， 还 与 深 爱 他 的 贤 妻 父 莉 西 亚 高 婚 ……… 

纳什 青年 时 代 曾 与 一 位 大 他 5 岁 的 姑娘 交往 ， 两 人 还 有 个 私生子 。 之 后 ， 
纳什 又 与 三 省 理工 学 院 (MIT) 年 轻 美 丽 的 女 学 生父 莉 西 亚 〈(Alicia〉 结婚 。 
就 在 艾 莉 西亚 身 怀 有 和 于， 正 待 分 娩 的 同年 ， 纳 什 的 精神 状况 却 日 益 恶 化 。 他 
的 举止 越 来 越 古怪 ， 正 一 步 步 走 四 心智 狂乱 的 境地 。 他 麻烦 缠身 ， 有 一 次 竞 
然 因 为 在 洗手 问 “ 不 恰当 地 ”暴露 了 自己 的 身体 被 逮捕 。 万 般 无 宗之 下 ， 英 
者 西亚 于 1962 年 和 纳什 离婚 。 但 是 她 对 他 的 忠诚 爱情 并 没有 就 此 消失 。1970 
年 ， 纳 什 的 母亲 去 进 ， 而 他 的 姐姐 无 法 负担 他 ， 就 在 纳什 孤苦 无 依 、 即 将 流 
落 街 头 的 时 候 ， 善 良 的 艾 莉 西亚 接 他 来 与 目 己 同 住 。 她 不 仪 在 起 居 上 关心 他 ， 
而 且 以 女性 特有 的 细心 敏感 照料 着 他 的 情感 生活 。 她 体贴 他 不 肯 去 医院 封闭 
治疗 的 愿望 ， 把 家 搬 到 远离 尘世 喧嚣 的 普林斯顿 ,希望 宁静 熟悉 的 学 术 氛 转 
有 助 于 稳定 纳什 的 情绪 。 

艾 莉 西亚 不 能 眼睁睁 看 者 这 个 天 赋 异 夏 的 天 才 就 这 样 消沉 。 作 为 妻子 的 
菊 莉 西亚 用 爱 去 挽救 丈夫 ， 尽 管 这 对 幸福 的 人 在 恋爱 时 的 镍 卿 我 我 此 时 已 荡 
然 无 存 。 纳 什 被 妻子 的 这 种 无 可 动 播 的 爱 和 坚定 的 信念 所 感染 ， 决 心 同 疾病 
抗争 到 底 。 在 深 爱 他 的 妻子 艾 莉 西亚 的 帮助 下 ， 在 他 目 己 的 天 才 与 狂乱 中 ， 
纳什 陷 人 了 一 种 狂热 的 智力 上 的 极 高 的 境界 。 经 过 很 多 年 的 艰 知 努力 ， 纳 什 
最 终 走 出 阴 短 ， 理 性 为 他 带 来 了 心灵 的 平和 ， 终 于 在 1994 年 凭借 他 在 现代 博 
弈 理论 上 的 卓越 贡献 ， 获 得 科学 界 的 最 高 采 省 一 一 诺 贝 尔 奖 。 

也 许 正如 罗素 。 克 洛 在 领 奖 时 对 《美丽 心灵 》 的 评价 一 样 ， 纳 什 的 人 生 
与 他 的 博弈 论 对 我 们 而 言 , “能 帮助 我 们 敞开 心灵 ， 给 予 我 们 信念 ， 生 活 中 真 


的 会 有 奇迹 发 生 ”。 
AZ 思考 是 


1， 用 心 观察 思考 ， 国 计 民 生 和 日 常生 活 中 哪些 事情 需要 优化 决策 ? 
2， 运 筹 学 解决 问题 的 基本 步骤 有 哪些 ? 


第 十 四 讲 ”和谐 之 美 一 一 单纯 形 与 
对 偶 单 纯 形 法 


善 名 数学 家 、 哲 学 家 罗素 说 过 : “数学 如 果 正 确 地 看 它 ， 不 但 拥有 真理 ， 
而 且 也 具有 至 高 无 上 的 美 。” 数 学 的 世界 ， 是 一 个 充满 了 美的 世界 。 数 的 美 、 
式 的 美 、 形 的 美 …… 在 那里 我 们 可 以 感受 到 和 谐 、 比 例 、 整 体 和 对 称 ， 感 受 
到 布局 的 合理 、 结 构 的 严谨 、 关 系 的 和 谐 以 及 形式 的 简洁 。 正 是 对 这 种 神奇 
的 数学 美的 追求 ， 促 使 了 很 多 数学 家 一 生 都 在 和 孜孜不倦 地 钻研 数学 ， 并 享受 
这 种 精神 上 的 快乐 。 本 讲 我 们 首先 介绍 对 偶 在 数学 中 的 一 些 典 型 例子 ， 而 后 
通过 实例 ， 介 绍 单纯 形 法 与 对 偶 单 纯 形 法 。 


$1 对 偶 与 数学 美 


自然 界 有 许 许多 多 的 对 偶 与 对 称 ， 动 物 的 外 形 、 各 各 树叶、 花瓣 …… 而 
最 常见 又 最 复杂 的 对 偶 则 莫 过 于 生物 体 的 雄性 与 肉 性 ， 正 是 因为 这 些 对 偶 与 
对 称 ， 使 自然 界 变 得 丰富 多 彩 。 

在 汉语 文学 中 ， 对 联 是 一 杀 奇 范 。 我 国 诗歌 韵文 数量 之 多 ， 流 传 之 广 ， 
技巧 之 妙 ， 都 名 列 世界 前 芭 ， 而 对 联 更 是 独树一帜 。 因 为 文字 技巧 ， 无 非 意 
境 、 声 律 、 造 型 三 项 ， 前 两 项 各 国 皆 同 ， 算 是 共性 ; 而 在 造型 上 ， 由 于 中 文 
是 由 单个 汉字 所 组 成 ， 为 “对 偶 性 ”创造 了 极其 有 利 的 条 件 。 这 表现 在 字面 
上 是 天 对 地 、 雨 对 风 等 ， 在 词类 上 是 实 对 实 、 虚 对 虚 ; 在 声 律 上 是 平 对 灰 、 
灰 对 平 ， 恰 似 天 造 地 设 一 般 。 这 种 技巧 ， 是 任何 国家 的 语言 文字 都 望尘莫及 
的 ， 因 此 ， 我 们 说 汉字 是 一 种 科学 的 文字 是 有 足够 的 科学 依据 的 。 许 多 对 联 
作品 更 是 线条 优美 ， 寅 意 深远 。 

跟 自然 界 的 对 称 与 文学 上 的 对 偶 相 比 ， 数 学 上 的 对 称 与 对 偶 一 点 也 不 和 
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色 ， 数 学 的 对 侦 与 对 称 也 使 得 数学 世界 灿烂 多 姿 。 数 学 研究 各 种 对 称 图 形 ， 
如 圆柱 、 圆 锥 、 平 行 六 面体 。 对 称 体 现 了 视 党 上 的 美 ， 对 偶 则 使 得 我 们 从 不 
同 的 角度 去 思考 数学 问题 ， 它 比 对 称 更 具有 灵活 性 。 数 学 中 的 对 偶 既 可 以 是 
对 同一 对 象 的 不 同 描述 ， 也 可 对 不 同 对 象 作 合 情 推理 。 对 偶 关 系 ， 为 我 们 深 
刻 识 数学 对 象 之 间 的 关系 提供 了 科学 的 方法 论 ， 也 使 得 数学 美 在 数学 理论 研 
究 中 得 到 了 淋 沉 尽 致 的 体现 。 寻 求 一 个 问题 的 对 侦 问 题 的 性 质 ， 往 往 使 我 们 
在 山 重 水 复 疑 无 路 的 时 候 ， 看 到 “柳暗花明 ”， 因 而 对 偶 在 创造 性 地 解决 数学 
问题 时 ， 对 偶 理 论 起 着 十 分 重要 的 作用 。 

对 偶 式 在 射影 岂 何 和 布尔 代数 中 ， 出 现 得 尤为 频繁 。 在 平面 几何 里 ， 我 
们 研究 图 形 的 性 质 ， 其 中 最 基本 的 一 种 性 质 就 是 接合 性 。 比 如 说 ， 点 与 直线 
间 有 一 种 简单 的 位 置 关 系 ， 我 们 说 “一 点 在 一 直线 上 ”。 可 是 这 件 事 实 也 可 以 
换 为 另外 一 种 说 法 :“ 一 直线 通过 一 点 。” 

在 这 里 ,，“ 点 ”与 “直线 ”两 个 名 词 相 互 交换 了 一 下 地 位 。 像 这 样 的 两 个 
命题 ， 在 几何 学 上 就 称 为 “自行 对 偶 ” 命 题 ,“ 点 ”与 “直线 ” 称 为 对 偶 元 
素 。 在 几何 学 里 ， 关 于 位 置 关 系 的 命题 还 有 很 多 ， 例 如 ,“ 两 点 在 一 直线 上 ?” 
与 “两 直线 交 于 一 点 ”。 这 当然 是 两 种 不 同 的 位 置 关 系 ， 可 是 你 是 否 注 意 到 ， 
只 要 把 “点 ” 换 成 “直线 ”,， “直线 ” 换 成 “点 ”， 上 再 把 关系 词 适当 改变 一 下 ， 
就 可 以 由 前 面 的 一 种 关系 得 出 后 面 的 一 -种 关系 。 像 这 样 的 命题 ， 几 何 学 中 就 
称 为 “ 互 为 对 偶 ” 命 题 。 

首先 注意 到 这 种 现象 的 人 是 大 数学 家 庞 加 革 (J. H. PoincarE，1854 一 
1912)， 他 是 射影 几何 的 莫 基 人 。 他 发 现 ， 几 何 学 中 的 许多 定理 只 要 把 其 中 的 
“点 ”与 “直线 ”, 关系 词 “在 上 ”与 “ 交 于 ”互相 调换 一 下 位 置 ， 就 可 以 从 一 
套 定 理 得 出 另 一 套 定 理 ， 如 果 前 者 真实 的 话 ， 则 后 者 也 真实 。 这 就 是 数学 中 
有 名 的 “对 偶 原 理 ?。 把 “对 偶 ” 现 象 拔 高 到 “原理 ”的 高 度 ， 这 真是 一 项 很 
了 不 起 的 发 现 。 相 传 庞 加 莱 是 在 沙皇 俄国 的 监牢 里 发 明 射 影 几 何 的 。 下 面 举 
一 个 最 简单 明了 的 例子 。 

平面 内 不 共 线 的 三 点 与 其 中 每 两 点 的 连 线 所 围 成 的 图 形 叫做 三 角形 。 
平面 内 不 共 点 的 三 直线 与 其 中 每 两 直线 的 交点 所 组 成 的 图 形 叫 做 三 
线形 。 

狄 沙 格 〈Desargue) 定理 与 狄 沙 格 定 理 的 对 偶 定 理 如 下 所 未 : 


如 果 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ， 那 么 ， 对 应 边 的 交点 在 
同一 直线 上 。 


上 党 刘 汪 至 吕 本 和 有 风帆 向 和 汪 潮 十 上 人 和 上 和 生生 


如 时 两 个 三 线形 对 应 边 的 交点 在 同一 直线 上 ， 那 么 ， 对 应 顶点 的 连 

线 交 于 一 点 。 

因为 这 两 个 命题 是 目 行 对 偶 的 ， 所 以 还 可 以 共用 同一 个 图 形 。 

同样 ， 数 学 上 上 有些 题目 初 看 上 去 很 难 ， 但 只 要 有 针对 性 地 巧 用 对 偶 式 ， 
网 可 迎刃而解 。 这 类 题目 叫 “ 对 偶 式 ”情境 探究 题 。 这 类 试题 知识 背景 丰富 、 
题目 灵活 、 构 思 新 颖 ， 富 含 数学 美感 。 

在 运筹 学 理论 中 ， 每 一 线性 规划 问题 ， 都 伴随 另 一 线性 规划 问题 。 二 者 
密切 相关 ， 互 为 对 偶 ， 其 中 一 个 称 为 原 问 题 ， 另 一 个 称 为 对 偶 问 题 ， 它 们 是 
对 一 个 研究 对 和 象 从 不 同 的 角度 提出 的 两 个 极 值 问 题 ， 不 仅 在 结构 上 有 密切 的 
联系 ， 而 且 在 解 的 性 质 上 也 有 密切 的 关系 。 对 偶 理 论 就 是 研究 两 个 互 为 对 侦 
的 线性 规划 问题 之 间 的 关系 。 


3 2 线性 规划 


一 、 线 性 规划 的 数学 模型 


下 面 通过 实例 说 明 什 么 是 线性 规划 问题 。 

例 1 菜 工 三 生产 甲 和 乙 两 种 产品 。 已 知 制造 1 吨 产 品 甲 要 用 原材料 2.5 
吨 ， 电 力 4 千瓦 ， 劳 动力 ( 按 工 ， 日 计算 ) 3 个 ; 制造 1 吨 产 品 乙 要 用 原材料 
1.5 僵 ， 电 力 5 千瓦 ， 劳 动力 10 个 。 又 知 制 成 1 吨 产 品 甲 的 经 济 价值 是 7 万 
元 ， 制 成 1 吨 产品 乙 的 经 济 价值 是 12 万 元 。 现 该 厂 因 某 种 条 件 限制 只 有 原料 
90 吨 ， 电 力 200 千瓦 ， 劳 动力 300 个 。 问 在 这 种 条 件 下 应 该 生产 产品 甲 、 乙 
各 多 少 吨 ， 才 能 使 创造 的 经 济 价值 最 多 ? 

解 ” 设 该 厂 生 产 甲 产品 x1 吨 ， 乙 产品 xs 吨 ， 这 就 需 用 原料 2. 5zi 十 
1. 5zz 〈 吨 ) ， 电 力 4x1 十 5xs 《千瓦 )， 劳 动力 3xi 十 10xs (个 ), 但 该 问题 对 

(1) 原料 限制 ，2. 5xi 十 1. 5x: 夺 90。 

(2) 电力 限制 ， 4z; 十 5x: 才 200。 

(3) 劳动 力 限 制 ，3zx 十 10zz< 妇 300。 

此 外 ， 产 量 x1 和 zz 不 能 为 负 ， 而 只 允许 取 正 值 或 零 〈 不 生产 )， 所 以 还 

(4) 非 负 条 件 : Zi 之 0， Z2- 之 0。 
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和 奇 以 z 表示 由 生产 zl 吨 产 品 甲 和 xz 吨 产 品 乙 所 获得 的 经 济 价值 ， 则 有 
xz 一 7Zl 十 12z2 。 


我 们 的 目的 是 确定 满足 上 述 所 有 条 件 且 使 经 济 价值 最 大 的 产量 x, 和 x;。 
这 一 问题 在 数学 上 可 表示 为 : 
目标 ，maxz 一 7zl 十 12xy 。 
满足 条 件 ， 
2. 5 十 1. 5zo<90 
4zl 十 5zz<<200 
37zl 十 10zz< 妇 300 
Z1 之 0，Zz 之 0 


该 问题 的 数学 表达 方式 ， 就 是 一 种 数学 模型 。 
一 、 线 性 规划 的 一 般 描述 


由 上 面 的 例子 可 看 出 ， 线 性 规划 问题 的 数学 模型 具有 以 下 共同 特征 : 
(1) 用 未 知 自 变量 表示 某 种 重要 的 可 变 因素 ， 变 量 的 一 组 数据 代表 一 个 
解决 方案 ， 通 党 要 求 这 些 变 量 取 非 负 值 。 
(2) 存在 一 定 的 限制 条 件 〈 例 如 材料 、 人 力 、 设 备 、 时 间 、 费 用 等 的 限制 )， 
它们 可 以 用 自 变量 的 线性 方程 或 线性 不 等 式 来 表示 。 这 些 条 件 称 为 约束 条 件 。 
(3) 都 有 一 个 要 达到 的 目标 ， 这 个 目标 也 是 自 变 量 的 线性 函数 ， 称 为 目 
标 函 数 。 根 据 需 要 ， 要 求 目标 函数 极 天 化 或 极 小 化 。 由 于 目标 函数 和 约束 条 
件 都 是 自 变 量 的 线性 函数 ， 故 称 这 种 规划 问题 为 线性 规划 问题 。 对 线性 规划 
问题 来 说 ， 通 常 满足 约束 条 件 〈 包 括 非 负 条 件 ) 的 自 变量 的 值 有 多 个 ， 而 我 
们 要 求 的 是 其 中 能 使 目标 函数 取得 极 大 值 或 极 小 值 时 的 那些 值 。 
定义 1 对 于 求 取 一 组 变量 zi (7 王 1，2，…，7)， 使 之 既 满 足 线 性 约束 条 
件 ， 又 使 具有 线性 的 目标 师 数 取得 极 值 的 一 类 最 优化 问题 称 为 线性 规划 问题 。 
线性 规划 问题 的 一 般 形 式 为 : 
max (或 min) Z 一 clZl 十 czzz 十 … 十 coszn， 
ai 十 aizZz 十 … 十 airzn<《〈 一 ， 之 ) 器 
azl1 十 Cozt2 十 十 az (一 ， 之 ) b 


2QmlZi 十 Co2Xz 十 十 Gorn< 《一 ， 之 ) bm 
TI10， Z2 二 0， "** ZrP0 《< 0， 自由 ) 


了 入 并 素 闫 二 必 玉 慎 中 信和 


这 里 ，zi 称 为 决策 变量 ， 目 标清 数 中 的 系数 c1 ，cz ，-…，cs 叫做 目标 函 
数 系数 或 价值 系数 ， 约 束 条 件 中 的 尝 数 bH，6s，…，5b 叫做 资源 约束 右 端 常 
数 ， 约 束 条 件 中 的 系数 ai (i 二 1]，2，…，m; 7 一 1，2，…，7) 叫做 约束 系数 


或 技术 系数 。 
线性 规划 问题 也 可 以 表示 成 如 下 和 矩阵 形式 : 
max (或 min) ZZ 二 CX， 


AX<( 二 ， 宇 )b 
s.t 


“ ix->0 ， 
其 中 

Xl bl QIL Ql2 

X= | , b=), c= ay 0 A 

也 b, Qi Um2 


三 、 线 性 规划 问题 的 标准 形式 


前 已 述 及 ， 线 性 规划 问题 可 以 要 求 且 标 嚼 数 极 大 化 ， 也 可 以 要 求 目 标明 
数 极 小 化 。 其 约束 条 件 可 以 为 “和 ”型 的 不 等 式 ， 也 可 以 为 “ 人 ”型 的 不 等 
式 ， 还 可 以 为 等 式 。 这 种 多 样 性 给 讨论 问题 带 来 了 不 便 ， 为 了 便于 以 后 的 讨 
论 ， 最 好 规定 一 种 标准 形式 。 所 谓 线性 规划 问题 的 标准 形 试 ， 是 指 目 标 阵 数 
要 求 最 大 值 、 所 有 约束 条 件 都 是 等 陈 约 束 且 所 有 决策 变量 都 是 非 负 的 模型 。 
假定 线性 规划 含有 个 变量 ，m 个 约束 〈 非 负 约 束 除 外 )， 我 们 规定 线性 规划 


的 标准 型 为 : 
Iaax 太 ZI1， oY 3 Zi) 一 CIZ1 十 czzz 十 … 十 co 
ai 十 alizts 十 … 十 az 一 如 


位 21 之 1 十 Cazzz 十 。…。 十 Ca 一 2 


CI 十 co 十 十 Co 一 D 
2 :20， Zz 之 0， “**, Zai0 


或 简写 为 


maxf(z) = ,cxj, 
j=1 
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SS， | -一 b,， 7 一 1 
人 zi 之 0， 7 了 一直 27 
可 以 规定 各 约束 条 件 中 的 资源 系数 :之 0 (i 二 1，2，…，m)， 理 则 等 式 
两 端 乘 以 “一 二 。 任 意 的 线性 规划 模型 都 可 以 按 以 下 方法 转化 为 标准 形式 : 
(1) 若 目标 函数 是 求 最 小 值 的 问题 ， 这 时 只 需 将 所 有 目标 函数 系数 乘 以 
“一 1”， 求 最 小 值 的 问题 就 变 成 了 求 最 大 值 的 问题 ， 即 
maxf(zx)=—min[— f(x) |。 


求 其 最 优 解 后 ， 把 最 优 目 标 消 数值 反 号 即 得 原 问题 的 目标 瀣 数值 。 

(2) 车 约束 条 件 为 不 等 式 ， 这 里 有 两 种 情况 ， 一 种 是 “ 委 ” 不 等 式 ， 则 
可 在 “和 ”不 等 式 的 左 端 加 人 一 个 非 负 的 新 变量 〈 叫 松弛 变量 ) ， 把 不 等 式 变 
为 等 式 ; 另 一 种 是 “之 ”不 等 式 ， 则 可 在 “之 ”不 等 式 的 左 端 减 去 一 个 非 负 
松弛 变量 〈 也 叫 剩 余 变 量 )， 把 不 等 式 变 为 等 式 。 松 弛 变量 在 县 标 久 数 中 对 应 
的 系数 为 零 。 z 

(3) 用 存在 取 值 无 约束 的 变量 Xk 可 令 Th 二 一， 其 中 DO0， 区 之 0。 

例如 : 大 给 定 的 函数 为 

minZ 一 一 2z1 十 372 一 并 3， 
1 一 十 了 3 10 
321 十 27zo 一 2 之 8 


s. . 9 
ZI 一 37x? 十 2 一 一 ] 
ZI 之 0， Za 之 0， 3 
则 标准 化 后 变 为 ， 


maxZ 一 27 一 3z 十 (一 2 十 0。z5 十 0。z8 . 
7 一 za 十 (z3 一 2) 十 zs 一 10 

3z 十 2zs 一 (zs 一 24) 一 6 一 8 

一 刀 十 3zs 一 (2 一 zt) 一 1 

Xl1 守 0,Xi 守 0,X3 守 0 ,XxX 之 0,Xs 之 0,T 之 0 


四 、 线 性 规划 的 求解 


1， 图 解法 
首先 我 们 介绍 与 解 相 关 的 一 些 概念 。 所 有 可 行 解构 成 的 集合 称 为 可 行 
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解 集 ;使 得 目标 函数 达到 最 优 的 可 行 解 称 为 最 优 解 ;， 最 优 解 对 应 的 目标 函 
数值 称 为 最 优 值 。 图 解法 就 是 用 作 图 的 方法 确定 可 行 域 ， 判 断 目标 函数 的 
大 小 ， 达 到 求解 的 目的 。 但 作 图 法 只 适用 于 仅 有 两 个 变量 的 线性 规划 问 
题 。 图 解法 直观 ， 易 于 建立 起 对 线性 规划 的 认 知 。 具 体 步 骤 是 : 建立 平面 
坐标 系 ， 图 解约 束 条 件 和 非 负 条 件 ， 做 目标 还 数 等 值 线 ， 联 立 求 解 相应 约 
束 和 条件。 
例 2 用 图 解法 求解 下 面 的 线性 规划 问题 ， 
maxZ 一 2zi 十 5zs， 
Z1 十 <4 
一 ZX 十 2xs 夺 2 
|x 一 zs 志 2 
ZI 之 0，zz 之 0 
解 用 图 解法 求解 ， 如 图 14 一 1 所 示 ， 其 最 优 解 是 “2，2)， 最 大 值 为 14。 


2. 单纯 形 法 

用 单纯 形 法 解 线性 规划 问题 的 基本 思想 是 . 先 选取 一 组 初始 基本 可 行 解 ， 
用 非 基 变量 表示 目标 函数 ， 在 保持 非 基 变量 在 目标 函数 中 的 系数 小 于 等 于 零 
的 前 提 下 ， 通 过 乍 阵 的 初等 行 变换 ， 令 所 有 的 非 基 变量 的 取 值 为 零 ， 得 到 目 
标 育 数 的 最 优 解 和 最 大 值 。 以 下 我 们 通过 例子 来 说 明 如 何 用 单纯 形 法 求解 线 
性 规划 问题 。 / 

例 3 茶 工厂 生产 A、B、C 三 种 产品 ， 每 吨 利润 分 别 为 2 000 元 、3 000 
元 、3 000 元 ; 生产 单位 产品 所 需 的 工时 及 原材料 如 表 14 一 1 所 示 。 若 供应 的 
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原材料 每 天 不 超过 9 吨 ， 所 能 利用 的 劳动 力 日 总 工时 为 3 个 单位 ， 问 如 何 制 
订 日 生产 计划 ， 才 能 使 三 种 产品 总 利润 最 大 ? 


表 14 一 1 每 陋 产 品 工 时 、 材 料 消耗 表 


解 ” 设 生产 A、B、C 三 种 产品 分 别 为 x 单位 ，zxz 单位 ，xs 单位 ， 则 建 
” 立 这 一 问题 的 数学 模型 为 ; 
maxZ 一 2zxl 十 3zz 十 3z3， 
Xl 十 ZX 十 .<-3 
s. t. 十 4zz 十 7zas 委 9 。 
ZX 之 0，Zzo 之 0，Z3 之 0 


将 这 一 问题 标准 化 以 后 ， 用 和 矩阵 表示 如 下 


maxZ 一 2xzl 十 3z。 十 3z3 十 0z4 十 0xs， 
Xl 十 Xz 十 Xs 十 x 二 3 

s. ft， . 十 4zz 十 7z3 十 zs 一 9 
Zi0 (一 1，2，3，4，5) 


因此 

| 
2 

1 1 1 1 0 3 
-| ) 0) 

1] 4 7 0 1 9 
4 
六 5 

由 于 


0- 


所 以 ， 选择 xz， Ts 为 初始 基 变 量 ， 令 非 基 变 量 Xl? 之 29 Xs 为 零 ， 得 到 一 组 
基本 解 (0，0，0，3，9) ， 也 是 可 行 的 。 


二 和 和 二 下 


此 时 含义 为 : 该 企业 不 生产 任何 产品 ， 工 时 剩余 为 3， 材料 剩余 为 9， 利 
润 为 Z 王 0。 

显然 , 初始 基本 可 行 解 不 是 最 优 解 。 当 zx，( 或 x;) 增加 一 个 单位 时 ， 会 
使 目标 增加 2 (或 3) 个 单位 ， 从 约束 等 式 中 解 出 基 变 量 ， 用 非 基 变量 表示 基 
变量 代 人 目标 函数 ， 再 用 非 基 变量 表示 目标 盟 数 ， 此 时 目标 函数 中 非 基 变量 
zj 的 系数 称 为 该 变量 的 检验 数 ， 表 示 为 oj。 

对 于 线性 规划 我 们 有 如 下 判别 定理 : 

大 对 于 所 有 非 基 变量 ， 检 验 数 均 非 正 (om 三 0)， 则 当前 基本 可 行 解 为 最 
优 解 。 

从 约束 中 解 出 基 变 量 ， 代 入 目标 函数 有 


14 一 3 一 光一 2 一 Ta Xs—90—x 4x 一 7T3 。 
用 非 基 变量 表示 目标 函数 有 
ZZ=27 十 3zy 十 3zs 。 


非 基 变量 的 检验 数 不 全 非 正 ， 因 此 不 是 最 优 的 ， 增 加 某 个 检验 数 为 正 的 
非 基 变 量 ， 可 以 提高 目标 盟 数 值 。 

让 zi 增 大 ， 应 该 确定 其 增 大 的 上 限 9， 即 

Xi 二 3—X X22 Xa, Xs =9— Xx) 一 4xo CO— 7X; 
都 不 能 为 负 值 。 

Xi 增 大 时 ， 其 余 非 基 变 量 保持 为 零 ， 称 zi 进 基 。 当 zi 进 基 时 ， 应 该 保 
持 所 有 基 变 景 非 负 ， 哪 个 基 变 量 先 成 为 零 ， 哪 个 基 变 量 就 成 为 非 基 变量 ， 此 
时 称 这 个 基 变 量 出 基 。 这 里 xs 为 出 基 变 量 ， 新 的 基本 可 行 解 为 (3，0，0， 
0，6)。 

此 时 含义 为 : 生产 A 产 品 3 单位， 工时 剩余 为 0， 材料 剩余 为 6， 利 润 为 
Z 一 6。 

继续 判断 ， 先 解 出 基 变 量 ， 再 代 人 目标 函数 : 

《一 2(03 一 2 一 3 一 2 十 37zs 十 3zs 一 6 十 zz 十 3 一 274 


有 正 的 检验 数 ， 解 还 不 是 最 优 的 。 取 x 进 基 ， 按 最 小 比值 原理 〈 注 意 ， 和 零 
和 负数 不 做 分 母 ) ，xxs 出 基 ， 材 料 用 完 。 新 的 基本 可 行 解 为 (1，2，0, 0， 
0)， 


Z 一 6 十 (2 一 2z: 十 各 一 二 ) 十 和 一 274 一 8 一 刀 一 总 忆 3 o 
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这 时 所 有 检验 数 均 小 于 零 ， 目 标 函 数 的 值 不 能 再 增 大 ， 该 可 行 解 为 最 优 
解 ， 最 优 值 Z 一 8。 

上 述 方法 可 以 总 结 成 以 下 基本 步骤 : 

(1) 确定 一 个 初始 基本 可 行 解 。 

(2) 从 约束 中 解 出 基 变 量 ( 用 非 基 变量 表示 基 变 量 )。 

(3) 代入 目标 函数 消去 基 变 量 (用 非 基 变量 表示 目标 函数 )， 得 到 非 基 变 
量 的 检验 数 oj 。 

(4) 判 新 最 优 。 敬 oj; 二 0， 当前 解 最 优 ; 知 ox 盖 0， 则 选 Lr 进 基 。 

(5) 用 最 小 比值 法 确定 x 的 最 大 值 6， 使 基 变量 * 取 0 值 ， 其 他 基 变 量 
非 负 , 即 zx, 出 基 ， 若 9 不 存在 , 则 Z->co， 没有 有 限 最 优 解 。 

(6) 重复 上 述 (1) 到 (5》 的 工作 。 


五 、 表 格 单 纯 形 法 


上 述 求解 的 过 程 的 实质 就 是 通过 和 矩阵 的 初等 行 变换 ， 将 基 变 量 所 对 应 的 
系数 插 阵 变 为 单位 矩阵 ， 为 了 表达 得 更 明了 与 紧凑 ， 常 表示 为 如 下 表格 形式 ， 
称 为 表格 单纯 形 法 ， 其 矩阵 的 初等 行 变换 过 程 一 上 自 了 然 。 例 如 : 将 例 3 标准 
化 以 后 ， 用 和 矩阵 表示 为 : 


IaxZ 一 2zl 十 3zz 十 3z3 十 0z4 十 Oxs， 
li 十 zz 十 za 十 Ti 一 3 

s. t, |: 十 4zz 十 7Zz3 十 .rs 一 9 
X20 (一 1，2，、，3，4，5) 


先 用 表格 表示 上 述 标准 化 问题 (其 中 Xs 为 初始 基 变 量 ，Cs 为 该 基 变 量 


在 目标 函数 中 的 系数 )。 


二 了 站 站 于 
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二 入 证 和 市 呈 则 二 全 生生 居于 大 基业 贡 二 和 家 和 区 玉生 基 和 本 是 生理 基 生 划 者 遇 届 守 轩 认 宁 拉 丰台 和 了 于 和 时 再 站 


用 初等 行 变换 求 最 优 解 的 过 程 如 下 表 : 


ri 
0 1 | | vl 
lo 和 ll 


2 


| 一 ! 
1 


从 表 中 可 以 看 出 ， 这 一 问题 的 最 优 解 是 一 (1, 2, 0, 0, 0)， 最 优 值 Z 二 
8。 它 的 实际 意义 是 : 每 天 生产 A 产品 1 单位 ，B 产品 2 单位 ，C 产品 不 生 
产 ， 每 天 可 获得 利润 8 000 元 。 


$3 对 偶 问 题 的 基本 概念 


一 、 对 偶 问 题 举例 

任何 一 个 线性 规划 问题 都 有 一 个 伴生 的 线性 规划 问题 ， 称 为 其 “对 偶 ” 
问题 。 对 偶 问 题 是 对 原 问 题 从 另 一 角度 进行 的 描述 ， 其 最 优 解 与 原 问题 的 最 
优 解 有 着 密切 的 联系 ， 在 求 得 一 个 线性 规划 最 优 解 的 同时 也 就 得 到 对 偶 线 性 
规划 的 最 优 解 ， 反 之 亦 然 。- : 

车 上 节 中 的 例 3 的 数学 模型 已 给 出 ， 即 ， 
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maxZ 一 2x1 十 37zz 十 37z3， 
Zl 十 zz 十 Ts 委 3 
s. t. | 十 4zz 十 723 入 9 
Zi 之 0，Zz 之 0，Zzs 之 0 


假设 有 另外 一 家 公司 提出 ， 购 买 该 工厂 所 拥有 的 工时 和 材料 加 工 别 的 产 
品 ， 由 公司 支付 工时 费 和 材料 费 给 工厂 。 如 果 你 是 工厂 的 决策 者 ， 在 现 有 的 
市 场 状况 下 ， 给 工时 和 材料 制订 的 最 低 价 格 是 多 少时 ， 才 值得 转让 工时 和 
材料 ? 
我 们 可 以 这 样 去 理解 这 一 问题 : 工厂 有 两 种 选择 ， 一 种 是 自己 组 织 生产 ， 
为 一 种 是 将 工时 和 材料 转 给 别 的 公司 ， 转 让 的 条 件 是 工时 和 材料 卖 出 的 总 价 
值 应 当 比 自己 组 织 生产 所 得 的 利润 多 ， 在 这 个 前 提 下 ， 转 让 价格 应 该 尽量 低 ， 
这 样 ， 才 能 有 市 场 珊 争 力 。 因 此 ， 目 标 函 数 是 一 个 最 小 化 问题 ， 约 束 条 件 是 
出 卖 资源 获 利 应 不 少 于 生产 产品 的 获 利 ， 否 则 公司 可 以 自己 组 织 生产 ， 同 时 ， 
价格 应 该 是 非 负 的 。 用 y: 和 yz 分 别 表示 工时 和 材料 的 出 售 价格 ， 则 这 一 问 
minW 一 3y 十 9ys 。 
y1 十 1 之 2 
Yi 十 4y2 之 3 
jy 二 7» 这 3 
yY1 之 0，Yz 之 0 


上 述 两 个 问题 是 围绕 着 同一 个 事物 从 不 同 角 度 提 出 的 ， 二 者 之 间 有 着 多 
方面 的 联系 。 可 以 看 出 ， 这 两 个 线性 规划 模型 中 , 约束 条 件 的 系数 和 矩阵 互 为 转 
置 ， 目 标 葡 数 的 价值 系数 与 约束 条 件 的 右 侧 常 数 也 互 换 位 置 。 进 一 步 的 研究 
还 将 揭示 这 两 个 问题 之 间 更 多 的 内 在 联系 。 


一 、 对 偶 问 题 的 定义 
定义 1 设 有 线性 规划 问题 (I) 为 : 


max7Z = 二 CX, 
AX<b, 
X 二 0， 


式 中 ， 尖 二 (Xl1， Ns "sy 并 ) 1 人 一 (ci， C29 “ys CD)， b=(p， b,， "**g 六 
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时 


设 另 一 个 线性 规划 问题 〈( 开 ) 为 
minW ==Yb， YA4 二 C， Y 之 0， 


式 中 ,YY 一 (rr， ，…，yr)， 则 称 问题 (I) 是 问题 ( 工 ) 的 对 偶 问 题 ， 式 
《 工 ) 称 为 原 问 题 。 两 者 合 在 一 起 称 为 一 对 对 称 的 对 偶 线 性 规划 问题 。 

从 以 上 定义 我 们 还 可 以 推出 ， 原 问题 与 对 偶 问 题 是 互 为 对 偶 的 。 当 把 其 
中 一 个 看 作 原 问题 时 ， 则 另 一 个 就 是 对 偶 问 题 ， 把 这 个 性 质 称 为 对 称 性 。 对 
于 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 这 种 对 偶 关 系 ， 有 下 列 对 偶 和 定理 。 

对 偶 定理 : 若 原 问题 目标 是 极 大 化 ， 则 对 偶 问 题 的 目标 是 极 小 化 ， 反 之 
亦 然 ， 原 问题 的 约束 系数 矩阵 与 对 侦 问 题 的 约束 系数 矩阵 互 为 转 置 ， 矩阵 极 
大 化 问题 的 每 个 约束 对 应 于 极 小 化 问题 的 一 个 变量 ， 其 每 个 变量 对 应 于 对 偶 
问题 的 一 个 约束 。 即 : 者 原 问题 为 

maxZ 一 cl1Zl 十 czzZz 十 十 cr，， 
CI 十 QizZe 十 … 十 CTS (一 ， 之 ) Db 
C2iX1 十 Q2z22 十 十 Co 一， 之 ) Do 


czZl1 十 Copy 十 十 CT (= ， 之 ) 0 
Xj 之 0 (0,， 或 竺 号 不 限 )， 7 三 1， 2，。…， 7 
则 其 对 偶 问 题 为 
minW 一 站 Yi 十 2Z 十 … 十 DY 9 


auiytaayz 二 any (SR =) a 
aw ya yt an yn (SS =) cz 


QnYiTanyz tamyn2 (SS 一 ) cn 
yj; 宇 0 〈 委 0， 或 符号 不 限 )，i 一 1，2，…，71 
或 简写 为 
maxW 二 Yb， 
YA<C 
Y2>0 


可 总 结 出 构成 对 偶 规划 的 一 - 般 规 则 如 下 : 
“(1) 如 果 原 问题 是 求 目标 函数 的 最 大 或 最 小 ) 值 ， 则 对 偶 问题 融 是 求 
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目标 函数 的 最 小 (或 最 大 ) 值 。 
(2) 各 雪原 问题 症 求 目标 函数 的 最 大 值 ， 则 约束 不 等 式 符 号 统一 为 
“<”， 或 “一 ”， 和 若是 求 目 标 函 数 的 最 小 值 ， 约 束 不 等 式 符号 统一 为 “之 ”或 
(3) 原 问 题 的 一 个 约束 条 件 对 应 于 对 偶 问 题 的 一 个 变量 y;。 如 果 第 : 个 
约束 是 不 等 式 ， 则 限制 对 侦 变 量 y; 宇 0; 如 果 第 i 个 约束 为 等 式 ， 则 y; 为 自由 
变量 。 
(4) 原 问 题 的 每 个 变量 zx; 对 应 一 个 对 侦 约 束 。 如 果 限 制 zj; 宇 0， 则 对 应 
的 对 偶 约 束 是 不 等 式 ; 如 果 zc; 无 约束 ， 则 对 应 的 对 偶 约 束 取 等 式 。 
它们 的 相互 关系 如 表 14 一 2 所 示 : 
表 14 一 2 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 关系 


原 问 题 〈 对 偶 问 题 ) 对 倘 问 题 〈 原 问题 ) 


目标 洱 数 系数 右边 常数 
右边 常数 目标 函数 系数 
约束 条 件 系数 气 阵 系数 手 阵 的 转 置 


第 ;个 约束 条 件 为 “之 ”型 第 :个 变量 之 0 
第 i 个 约束 条 件 为 “二 ” 到 第 i 个 变量 无 限制 
第 i 个 约束 条 件 为 ， 二 ”型 第 i 个 奖 量 <0 


第 j 个 变量 之 0 第 5 了 个 约束 条 件 为 “二 ”型 
第 j 个 变量 无 限制 第 ; 个 约束 条 件 为 “一 ”型 
第 j 个 变量 魏 0 第 7 个 约束 条 件 为 “之 ”型 


例 1 写 出 下 面 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 。 


minf(¥X)=2xi+3x: 一 5z3s 十 rd， 
Xl 十 Za 一 3z3 十. 之 5 
i | 
~ |x 二 x 二 XxX 二 6 
局 zz? 之 0，xzs 之 0，2a 无 约束 


疙 


解 ” 根据 14--2 可 直接 写 出 上 述 问题 的 对 偶 问 题 。 


maxg(Y) =5y 二 4y: 十 6y;， 


[| 


yi 二 2y2 守 2 
YT ys 
Ss.t.4 一 3y1 十 2yz 十 y3 志 一 5 
yy2 十 ys 二 1 
1 这 0，y2 全 0，ys 无 约束 


三 、 对 偶 问 题 的 经 济 意 义 


对 偶 变 量 y; 在 经 济 上 表示 原 线 性 规划 问题 第 i 种 资源 的 边际 价值 ， 即 当 
b; 单独 增加 一 个 单位 时 ， 相 应 的 目标 值 的 增 量 为 Az; 特别 对 最 优 解 来 说 ， 
对 偶 变 量 的 值 y; 表示 第 i 种 资源 的 边际 价值 ， 称 为 影子 价值 。 

更 具体 地 说 ， 当 价值 系数 c; 表示 单位 产值 时 ，y; 相应 地 称 为 影子 价格 
(shadow price); 当 cj 表示 单位 利润 时 ，y; 相应 地 称 为 影子 利润。 

影子 价值 是 企业 的 一 种 内 部 价值 ， 是 企业 在 实现 最 大 总 产值 (或 总 利润 》 
时 对 其 有 限 资 源 的 一 种 特殊 俩 计 。 企 业 可 据 以 评估 其 某 种 资源 的 总 存量 及 其 
现行 分 配 量 是 否 应 当 调 整改 变 。 当 原 问 题目 标 为 实现 最 大 利润 时 ，y 就 是 一 
个 单位 的 资源 i 对 当前 利润 的 贡献 。 


1. 什么 是 线性 规划 问题 的 标准 型 ? 如 何 将 一 个 非 标 准 型 的 线性 规划 问题 
转化 为 标准 型 ? 

2， 试 述 单纯 形 法 的 计算 步骤 。 

3， 试 从 经 济 上 解释 对 偶 问 题 及 对 偶 变 量 的 含义 。 

4， 根 据 原 问题 同 对 偶 问 题 之 间 的 对 应 关系 ， 分 别 找 出 两 个 问题 变量 之 
间 、 解 以 及 检验 数 之 间 的 对 应 关系 。 
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第 十 五 讲 一 种 全 新 的 分 析 方 法 


和 


经 济 学 家 认为 ， 在 经 济 学 史上 ， 曾经 发 生 过 三 次 重大 的 “革命 "， 分 别 是 
“边际 分 析 革 命 ”"、 “凯恩斯 革命 ”与 “博弈 论 革 命 ”( 由 此 我 们 可 以 看 到 经 济 学 
上 的 革命 是 多 么 依赖 于 数学 技术 )。 博 弈 论 与 信息 经 济 学 的 产生 与 发 展 引 发 了 
一 场 深 刻 的 经 济 学 革命 ， 因 为 它 代 表 着 一 种 新 概念 、 新 分 析 方 法 和 一 种 全 新 
的 思想 。 

对 于 许多 非 数 学 专业 和 非 经 济 学 专业 的 同学 来 说 ， 博 弈 论 应 该 是 一 
较为 陌生 的 概念 。 但 在 国外 ， 博 弈 ? 作 类 现代 经 济 学 用 前 沾 领 域 ， 忆 成 为 
占据 主流 的 基本 分 析 工 具 之 一 。 事 实 上 ， 在 很 多 现象 一 一 无 论 是 直接 感受 
到 还 是 从 未 接触 过 的 社 人 会、 政治、 法律 、 军 事 、 经 济 、 管 理 、 自 然 、 历 史 
等 现象 中 ， 都 存在 博弈 。 博 弈 策略 和 博弈 思想 的 萌芽 源远流长 ， 中 国 古 代 
田鼠 赛马 的 故事 几乎 尽 人 和 皆 知 。 但 博弈 思想 的 系统 化 、 数 学 化 却 是 近 几 十 
年 发 展 起 来 的 。 现 代 博 奔 理 论 由 匈牙利 大 数学 家 冯 “。 诺 依 紧 于 20 世纪 20 
年 代 开 始 创立 ，1944 年 他 与 经 济 学 家 奥斯卡 。 摩 根 斯 特 恩 〈Oskar Morgen- 
stern) 合作 出 版 的 巨著 《博弈 论 与 经 济 行为 》， 标 志 着 现代 系统 博弈 理论 的 
初步 形成 。 

在 现代 企业 管理 中 ， 经 营 者 要 熟练 地 掌握 管理 之 术 ， 必 须 能 够 自动 自发 
并 自 党 地 运用 博弈 论 与 信息 经 济 学 ， 在 日 常生 活 中 ， 人 们 可 以 凭借 博弈 论 与 
信息 经 济 学 的 思想 方法 来 分 析 进 而 解决 实际 问题 。 正 是 因为 如 此 ， 庄 外 尔 经 
济 学 疾 获得 者 保罗 。 萨 绿 尔 森 (Paul Samuelson) 说 :“ 要 想 在 现代 社会 做 一 
个 有 文化 的 人 ， 你 必须 对 博弈 论 有 一 个 大 致 了 解 。” 
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31 生活 中 的 博弈 论 


一 、 晶 利生 活 中 的 博弈 


日 常生 活 中 的 一 切 ， 均 可 从 博弈 得 到 解释 ， 大 到 一 场 篮球 比赛 ， 小 到 今 
天 早上 你 突然 感 塞 。 可 能 读者 会 认为 ， 篮 球 比赛 用 博弈 论 来 分 析 是 可 以 的 ， 
但 对 自己 感冒 也 可 以 用 搏 穿 论 来 理解 就 有 点 不 可 思议 ， 因 为 自己 就 一 个 人 ， 
和 谁 进行 游戏 ? 实际 上 上， 并非 只 有 一 个 人 ， 还 有 一 个 叫做 “自然 ”的 参与 者 。 
“ 目 然 ”可 以 理解 为 无 所 不 能 的 上 帝 ， 上 帝 现在 有 两 种 策略 ， 让 人 感冒 或 不 感 
冒 。 人 一 旦 感冒 ， 就 不 得 不 根据 感冒 的 信息 判断 上 帝 的 策略 ， 然 后 采取 对 应 
的 策略 。 上 帝 采 取 让 人 感冒 的 策略 ， 人 就 采取 吃 药 的 策略 来 对 付 ; 上 帝 采 取 
不 让 人 感 凤 的 策略 ， 人 就 采取 不 予 理 肯 的 策略 。 这 正 是 一 场 人 和 上 帝 进行 博 
弈 的 游戏 。 

再 看 一 个 例子 : 某 单 位 采购 员 在 秋天 时 要 决定 冬天 取暖 用 煤 的 采购 量 。 
已 知 在 正常 气温 条 件 下 需要 用 煤 15 吨 ， 在 较 上 暖和 较 冷 气温 条 件 下 需要 用 煤 10 
吨 和 20 吨 。 假 定 冬 季 的 煤 价 随 着 天 气 寒冷 的 程度 而 变化 ， 在 较 暖 、 正 常 、 较 
冷气 温 条 件 下 每 吨 煤 价 分 别 为 100 元 、150 元 、200 元 。 又 秋季 每 吨 煤 价 为 
100 元 ， 在 不 知道 当年 冬季 气温 状况 的 情况 下， 秋季 应 购 多 少 吨 煤 ， 能 使 总 支 
出 最 少 ? 

在 这 个 例子 中 ， 该 单位 采购 员 有 三 个 策略 : 策略 a : 10 吨 ; 策略 wz : 15 
吨 ; 策略 ws: 20 吨 。 而 天 气 有 三 种 可 能 ， 我 们 可 以 理解 为 自然 界 的 三 种 策略 : 
策略 B81 : 较 暖 ， 策略 [Br: 正常 ， 策略 BB: 较 冷 。 

夫妻 吵架 也 是 一 场 博 弈 。 夫 妻 双方 都 有 两 种 策略 ， 强 硬 或 软弱 。 博 弈 的 
可 能 结果 有 四 种 组 合 : 夫 强 硬 妻 强硬 、 夫 强硬 妻 软弱、 夫 软 弱 妻 强硬 、 夫 软 
弱 妻 软弱 。 

根据 生活 的 实际 观察 ， 夫 软弱 囊 软 弱 是 婚姻 最 稳定 的 一 种 组 合 ， 因 为 互 
相 都 不 愿 让 对 方 受到 伤害 或 感到 难过 ， 常 常情 愿 自己 让 步 。 动 物 学 的 研究 有 
相同 的 结论 ， 性 格 温顺 的 雄 鸟 和 上 肉 乌 更 能 和 有 睦 相处 ， 寿 命 也 更 长 。 

夫 强 硬 妻 强硬 是 婚姻 最 不 稳定 的 一 种 组 合 ， 大 多 数 结局 是 负 气 离婚 。 夫 
强硬 妻 软 弱 和 妻 强硬 夫 软 弱 是 最 常见 组 合 ， 许 多 夫妻 吵架 都 是 这 样 ， 最 后 终 
归 是 一 方 让 步 ， 不 是 丈夫 撤退 到 院子 里 点 根 烟 ， 就 是 妻子 避让 到 卧室 里 号 响 
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大 冉 。 
一 、 经 济 学 中 的 博弈 


在 竞争 激烈 的 商业 界 ， 博 弈 更 为 常见 。 比 如 两 个 空调 三 家 之 间 的 价格 战 ， 
双方 都 要 判断 对 方 是 否 降 价 来 决定 自己 是 否 降 价 ， 显而易见 ， 厂 家 之 间 的 博 
苗 目 标 就 是 义 可 能 获得 最 大 的 市 场 份 额 ， 赚 取 最 多 的 收益 。 

事实 上， 这 种 利益 的 争夺 正 是 博弈 的 目的 ， 也 是 形成 博弈 的 基础 。 经 济 
学 的 最 基本 的 假设 就 是 经 济 人 或 理性 人 的 目的 就 是 为 了 效用 最 大 化 ， 参 与 博 
弈 的 博 奔 者 正 是 为 了 自身 效用 的 最 大 化 而 互相 争斗 。 参 与 博弈 的 各 方形 成 相 
互 苑 争 、 相 互 对 抗 的 关系 ， 以 争 得 效用 的 多 少 决 定 胜 负 ， 一 定 的 外 部 条 件 又 
决定 了 竞争 和 对 抗 的 具体 形式 ， 这 就 形成 了 博弈 。 

如 象棋 对 局 的 参与 者 是 以 将 对 方 的 军 为 目标 ， 战 争 的 目的 是 为 了 胜利 ， 
古 罗马 竞技 场 中 的 角 斗 士 争夺 的 是 两 人 中 仅 有 的 一 个 生存 权 ， 企 业经 营 的 目 
的 是 为 了 生存 发 展 ， 而 股市 中 大 们 所 争 的 很 实在 ， 就 是 金钱 。 从 经 济 学 角度 
来 看 ， 有 一 种 资源 为 人 们 所 需要 ， 而 资源 的 总 量 却 是 稀缺 的 或 有 限 的 ， 这 时 
就 会 发 生 竞 争 。 鞠 争 需要 一 个 具体 形式 把 大 家 拉 在 一 起 ， 一旦 找到 了 这 种 形 
式 就 形成 了 博弈， 竞争 各 方 之 间 就 会 走 到 一 起 ， 开 始 一 场 博 弈 。 

博弈 中 包含 了 莹 争 冲 突 与 合作 两 种 截然 不 同 的 策略 。 上 述 例子 都 体现 为 参 
与 各 方 的 竞争 博弈 。 合 作 博 奔 最 典型 的 例子 就 是 石油 输出 国 组 织 欧佩克 〈Or- 
ganization of Petroleum Exporting Countries， 简 称 OPEC)。1960 年 9 月 ， 伊 度 、 
伊拉克 、 科 威 特 、 沙 特 阿 拉 伯 和 委内瑞拉 的 代表 在 巴格达 开会 ， 决 定 联 合 起 来 
共同 对 付 西 方 石油 公司 ， 维 护 石 油 收入 。 欧 佩 殉 在 这 个 时 候 应 运 而 生 。 现 在 ， 
欧佩克 已 发 展 成 为 亚洲 、 非 洲 和 拉丁 美洲 一 些 主要 石油 生产 国 的 国际 性 石油 组 
织 。 它 统一 协调 各 成 员 国 的 石油 政策 ， 并 以 石油 生产 配额 制 的 手段 来 维护 它们 
各 上 自 和 共同 的 利益 ， 把 国际 石油 价格 稳定 在 公平 合理 的 水 平 上 。 比 如 有 时 候 为 
防止 石油 价格 疾 升 ， 欧 佩 克 可 依据 市 场 形 势 增 加 其 石油 产量 ; 为 阻止 石油 价格 
下 滑 ， 欧 佩 克 则 可 依据 市 场 形 势 减少 其 石油 产量 。 

三 、 博 弈 论 的 基本 和 要素 

从 二 述 例子 我 们 可 以 了 解 到 ， 形 成 一 个 博弈 有 如 下 三 个 要 素 。 

(1) 博弈 要 有 2 个 或 2 个 以 上 的 参与 者 〈player) 。 搏 弈 中 存在 一 个 必 
需 的 因素 ， 即 不 是 一 个 人 在 一 个 训 无 干扰 的 真空 里 做 出 决策 。 比 如 一 个 单 
身 汉 ， 就 不 可 能 存在 夫妻 吵 梁 的 博弈 ， 更 不 存在 是 否 送 花 讨 太太 欢心 的 


和 


困扰 。 

(2) 博弈 要 有 参与 各 方 争 夺 的 资源 或 收 荔 《resources 或 payoff)。 资 源 指 
的 不 仅 仪 是 自然 资源 ， 如 矿山 、 石 油 、 土 地 、 水 资源 等 ， 还 包括 了 各 种 社会 
资源 ， 如 和 人脉、 人 信誉、 学历、 职位 等 。 

值得 强调 的 是 ， 资 源 是 有 主观 性 的 。 人 们 之 所 以 会 参与 博弈 是 受到 利益 
的 吸引 。 预 期 将 来 所 获得 的 利益 的 大 小 直接 影响 到 竞争 博弈 的 吸引 力 和 参与 
者 的 关注 程度 。 

经 济 学 的 效用 理论 可 以 用 来 解释 这 个 问题 ， 凡 是 自己 主观 需要 的 就 是 资 
源 ， 反 之 亦 然 。 比 如 ， “孩子 总 是 自己 的 好 ， 妻 子 总 是 别人 的 好 ”自己 的 孩 
子 在 有 眼 里 是 无 价 之 宝 ， 而 在 别人 面前 相对 是 无 价值 的 ;即使 是 众人 公认 的 娇 
妻 美 着 也 会 产生 审美 疫 务 ， 资 源 的 价值 不 断 下 降 ， 这 正 是 效用 递减 规律 起 了 


作用 。 
(3) 参与 者 有 自己 能 够 选择 的 策略 (strategy)。 所 谓 策略 ， 就 是 博弈 参 
与 者 所 能 够 选择 的 手段 方法 。 


在 日 常生 活 中 ， 策 略 选 择 仅 是 解决 问题 的 方法 ， 并 不 率 涉 分 析 关 键 因 雪 、 
确定 局 势 特征 这 些 理论 化 的 内 容 。 而 博弈 论 中 的 策略 选择 ， 是 先 对 局 势 和 整 
体 状 况 进 行 分 析 ， 确 定局 势 特 征 ， 找 出 其 中 关键 因素 ， 然 后 在 最 重要 的 目标 
上 进行 染 略 选择 。 由 此 可 见 ， 博 奔 对 局 中 的 策略 是 可 以 “ 雁 一 发 而 动 全 身 ” 
的 ， 这 直接 对 整个 局 势 造成 重大 影响 。 

除 上 述 三 个 要 素 之 外 ， 参 与 者 还 必须 拥有 一 定量 的 信息 (information)。 
博弈 就 是 个 人 或 组 织 在 一 定 的 环境 条 件 与 既定 的 规则 下 ， 同 时 或 先后 ， 仅 仅 
一 次 或 是 进行 多 次 地 选择 策略 并 实施 ， 从 而 得 到 某 种 结果 的 过 程 。 每 个 博 研 
者 在 决定 采取 何 种 行动 时 ， 不 但 要 根据 自 号 的 利益 和 目的 行事 ， 还 必须 考虑 
到 他 的 决策 行为 对 其 他 人 的 可 能 有 影响， 以 及 其 他 人 的 反应 行为 的 可 能 后 果 ， 
通过 选择 最 佳 行动 计划 ， 来 寻求 收益 或 效用 的 最 大 化 。 在 这 一 过 程 中 ， 拥 有 
一 定量 的 信息 是 必要 的 。 


$2 纳什 均衡 与 纳什 均衡 点 


一 、 纳什 均衡 
对 于 非 合 作 、 纯 竞争 型 博弈 ， 诺 依 曼 所 解决 的 只 有 二 人 零 和 博弈 ， 比 如 
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两 个 人 打 乒 兵 球 ， 一 方 启 则 另 一 方 必 输 ， 两 个 人 获 利 的 总 和 为 零 。 在 这 里 能 
否 且 如 何 找到 一 个 理论 上 的 “ 解 ” 或 “平衡 *， 也 就 是 对 参与 双方 来 说 都 最 
“合理 ”或 者 是 最 优 的 具体 策略 ? 

应 用 传统 决策 论 中 的 “最 小 最 大 ”准则 ， 即 博 神 的 每 一 方 都 假设 对 方 的 
所 有 策略 的 根本 目的 是 使 自己 最 大 程度 地 失利 ， 并 据 此 最 优化 目 己 的 对 策 ， 
诺 依 曼 从 数学 上 证 明 ， 通 过 一 定 的 线性 运算 ， 对 于 每 一 个 二 人 和 零 和 博弈 ， 都 
能 够 找到 一 个 “最 小 最 大 解 ”。 用 通俗 的 话说 ， 这 个 著名 的 最 小 最 大 定理 所 体 
现 的 基本 思想 是 “ 抱 最 好 的 希望 ， 做 最 坏 的 打算 ”。 

虽然 二 人 和 零 和 博弈 的 解决 具有 重大 的 意义 ， 但 作为 一 个 理论 来 说 ， 它 应 . 
用 于 实践 的 范围 是 极其 有 限 的 。 二 人 和 零 和 博弈 主要 的 局 限 性 有 两 点 : 一 是 在 
各 种 社会 活动 中 ， 币 营 有 多 方 参 与 而 不 是 只 有 两 方 ; 二 是 参与 各 方 相互 作用 
的 结果 并 不 一 乍 有 人 得 利 就 有 人 失利 ， 整 个 群体 可 能 具有 大 于 等 或 小 于 零 的 
兆 获 利 。 z 

博弈 论 的 基本 前 提 是 ， 某 人 或 菜 物 的 行为 效果 如 何 ， 有 赖 于 他 人 或 他 物 
的 行为 。 由 于 世 闻 的 事物 很 少 有 不 依赖 于 其 他 事物 而 存在 的 。 非 合作 博弈 强 
调 利益 的 冲突， 即 非 合作 甚至 对 抗 状 态 。 比 如 ,“ 零 和 博弈 ”就 是 典型 的 非 合 
作 博 弈 ， 它 是 指 博 讲 各 方 的 所 得 之 和 为 零 ， 在 特殊 情况 下 ， 如 两 人 博弈 时 ， 
一 方 所 得 与 另 一 方 所 失 相 等 。 从 严格 的 数学 角度 来 看 ， 围 械 19X19 的 361 个 
交叉 点 就 是 围棋 对 三 者 所 得 的 总 和 ， 因 此 围棋 棋 手 非 输 即 原 ， 可 见 围 棋 明 显 
是 数学 意义 上 的 严格 的 零 和 博 研 。 

围棋 定式 从 策略 层面 看 ， 如 一 方 的 策略 是 抢占 实地 ， 男 一 方 是 获得 外 毛 ， 
而 结果 相当 ， 互 有 所 得 ， 双 方 就 愿意 那样 下 。 抢 占 实地 考虑 现实 利益 ， 获 得 
外 势 考 虑 将 来 发 展 ， 这 便 形成 一 个 双方 的 “均衡 *; 另 一 方面 ， 可 以 从 具体 行 
棋 效 果 来 看 ， 如 果 一 步 棋 能 考虑 到 对 手 各 种 应 手 而 依然 成 立 ， 对 手 也 运用 同 
样 法 则 找到 应 对 ， 则 可 以 说 双方 达成 了 “均衡 ”。 

在 经 济 学 中 ， 均 衡 (equilibrium〉 指 的 是 相关 量 处 于 稳定 值 。 一 种 物品 


.的 供给 量 等 于 需求 量 时 的 价格 ， 就 是 其 均衡 价格 ， 对 应 的 数量 就 是 均衡 数 


量 。 这 就 是 在 供给 线 与 需求 线 相交 之 处 ， 也 称 为 均衡 点 。 比 如 在 供需 分 本 
中 ， 若 某 一 商品 的 市 场 价格 使 得 欲 购买 该 商品 的 人 均 能 买 到 ， 同 时 想 买 的 
人 均 能 将 商品 卖 出 去 ， 此 时 该 商品 的 供求 达到 了 均衡 。 这 个 市 场 价格 可 称 
之 为 均衡 价格 ， 产 量 可 称 之 为 均衡 产量 。 均 衡 分 析 是 经 济 学 中 的 重要 
方法 。 

纳什 均衡 的 思想 其 实 并 不 复杂 ， 在 博 硅 达到 纳什 均衡 时 ， 局 中 的 每 一 个 
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博弈 者 都 不 可 能 因为 单方 面 改 变 自 己 的 策略 而 增加 获 益 ， 于 是 各 方 为 了 自己 
利益 的 最 大 化 而 选择 了 某 种 最 优 策略 ， 并 与 其 他 对 手 达 成 了 某 种 暂时 的 平衡 。 
这 种 平衡 在 外 界 环境 没有 变化 的 情况 下 ， 倘 若 有 关 各 方 坚 持原 有 的 利益 最 大 
化 原则 并 理性 面 对 现 实 ， 那 么 这 种 平衡 状况 就 能 够 长 期 保持 稳定 。 也 就 是 说 ， 
一 个 策略 组 合 中 ， 所 有 的 参与 者 面临 这 样 的 一 种 情况 : 当 其 他 人 不 改变 策略 
时 ， 他 此 时 的 策略 是 最 好 的 。 也 就 是 说 ， 此 时 如 果 他 改变 策略 ， 他 的 收益 将 
会 降低 。 因 此 ， 在 纳什 均衡 点 上 ， 每 一 个 理性 的 参与 者 都 不 会 有 单独 改变 策 
略 的 冲动 。 

博弈 的 结果 并 不 都 能 成 为 均衡 。 博 弈 的 均衡 是 稳定 的 ， 则 必然 可 以 预测 。 
纳什 均衡 的 另 一 层 含 义 是 ;在 对 方 策略 确定 的 情况 下 ， 每 个 参与 者 的 策略 是 
最 好 的 ， 此 时 没有 人 愿意 先 改 变 或 主动 改变 自己 的 策略 。 

在 动态 博弈 中 ， 存 在 明显 的 马 太 效应 ， 也 就 是 说 凡是 拥有 较 少 的 ， 连 他 
仅 有 的 那 一 点 点 也 夺 过 来 ， 几 是 多 的 ， 就 加 给 他 ， 让 他 更 多 。 比 如 在 围棋 上 ， 
就 有 “一 招 不 愤 ， 满 盘 丝 输 ” 的 谚语 ， 当 然 我 们 也 要 应 用 马 太 效应 原理 ， 在 
获得 优势 的 情况 下 能 够 保持 优势 ， 扩 大 优势 ， 直 至 最 后 成 功 。 

在 动态 博弈 中 ， 纳 什 均衡 的 要 义 在 于 :即使 在 对 抗 条件 下 ， 双 方 也 可 以 
通过 向 对 方 提 出 威胁 和 要 求 ， 找 到 双方 能 够 接受 的 解决 方案 而 不 至 于 因为 各 
自 追 求 自 我 利益 而 无 法 达到 妥协 ， 甚 至 两 败 俱 伤 。 稳 定 的 均衡 点 建立 在 找到 
各 目的 “优势 策略 ”(dominant strategy)， 即 无 论 对 方 作 何 选择 ， 这 一 策略 始 
终 应 优 于 其 他 策略 。 


二 、 优 势 策略 


我 们 先 来 看 欧 ， 享 利 的 小 说 《 麦 吉 的 礼物 》 中 摘 述 的 这 样 一 个 爱情 故事 。 
新 婚 不 久 的 吉 子 和 丈夫 ， 很 是 穷困 深 倒 。 除 了 妻子 那 一 头 美丽 的 金色 长 发 ， 
丈夫 那 一 只 祖传 的 金 怀 表 ， 便 再 也 没有 什么 东西 可 以 让 他 们 引 以 为 做 了 。 虽 
然后 活 很 累 很 苦 ， 他 们 却 彼此 相爱 至 深 。 每 个 人 关心 对 方 都 胜 过 关心 月 己 。 
为 了 促进 对 方 的 利益 ， 他 们 处 意 奉献 和 牺牲 月 己 的 一 切 。 

话说 第 二 天 就 是 圣诞 节 了 ， 人 小 两 口 都 是 身 无 余 钱 。 为 了 让 爱人 过 得 好 一 
点 ， 每 个 人 还 是 想 悄 悄 准 备 一 份 礼物 给 对 方 。 丈 夫 卖 掉 了 心爱 的 怀表 ， 天 了 
一 套 漂亮 发 卡 ， 去 配 妻 子 那 一 头 金色 长 发 。 妻 子 剪 掉 心爱 的 长 发 ， 拿 去 卖 钱 ， 
为 丈夫 的 怀表 买 了 表 链 和 和 未 终 。 

最 后 ， 到 了 交换 礼物 的 时 刻 ， 他 们 无 可 奈何 地 发 现 ， 目 己 如 此 珍视 的 东 
西 ， 对 方 已 作为 礼物 的 代价 而 出 卖 了 。 花 了 惨痛 代价 换 回 的 东西 ， 况 成 了 
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无 用 之 物 。 出 于 无 私 爱 心 的 利他 主义 行为 ， 结 有 果 却 使 得 双方 的 利益 同时 
受 损 。 

从 这 段 文字 看 ， 欧 ， 亨利 似乎 并 不 认为 这 小 两 口 是 理 性 的 。 且 让 我 们 暂 
时 抛 开 爱情 的 漫 奖 ， 单 从 利益 的 角度 来 解读 。 我 们 假定 ， 他 们 每 个 人 ， 有 一 
个 “车 不 利己 ,专门 利 人 ”的 偏好 系统 ， 暑 不 考虑 目 身 利益 ， 专 门 谋求 别人 
的 幸福 。 这 样 ， 个 人 选择 付出 还 是 不 付出 ， 只 看 对 方 能 不 能 得 益 ， 与 目 己 是 
否 受 损 无 关 。 以 这 样 的 和 储 好 来 衡量 ， 最 好 的 结果 自然 是 自己 付出 而 对 方 不 付 
出 ， 对 方 收益 增 大 ; 次 好 的 结果 是 大 家 都 不 付出 ， 对 方 不 得 益 也 不 牺牲; 
再 次 的 结果 是 大 家 都 付出 ; 最 坏 的 结 采 是 别人 付出 而 上 自己 不 付出 ， 靠 牺牲 
别人 来 使 自己 得 益 。 我 们 不 妨 可 用 数字 来 代表 个 人 对 这 四 种 结果 的 评价 : 
第 一 种 结果 给 3 分 ， 第 二 种 结果 给 2 分 ， 第 三 种 结果 给 1 分 ， 最 后 那 种 给 
0 分 。 

不 难看 出 ， 无 论 对 方 选 择 付出 ， 还 是 选择 不 付出 ， 个 人 自己 的 最 佳 选 
择 都 是 付出 。 然 而 这 并 不 是 对 大 家 都 有 利 的 选择 。 事 实 上， 大 家 都 选择 不 
付出 ， 明 显 优 于 大 家 都 选择 付出 的 境 帝 ,这 束 达 到 了 上 文 提 到 的 纳什 
均衡 。 

实际 上 ， 这 里 的 例子 有 一 个 优势 策略 均衡 。 通 俗 地 说 ， 在 优势 策略 均衡 
中 ， 不 论 所 有 其 他 参与 人 选择 什么 策略 ， 一 个 参与 人 的 优势 策略 都 是 他 的 最 
优 策略 。 显 然 ， 这 一 策略 一 定 是 所 有 其 他 参与 人 选择 某 一 特定 策略 时 该 参与 
人 的 优势 策略 。 

因此 ， 优 势 策略 均衡 一 定 是 纳什 均衡 。 在 这 个 例子 中 ， 妻 子 选择 不 付出 ， 
也 就 是 不 剪 掉 金发 对 于 妻子 来 说 是 一 个 优势 策略 ， 也 就 是 说 妻子 不 付出 ， 大 
夫 不 管 选 择 什么 策略 ， 妻 子 所 得 的 结果 都 好 于 丈夫 。 同 理 ， 丈 夫 不 卖 掉 怀表 
对 于 丈夫 来 说 也 是 一 个 优势 策略 。 

采用 优势 策略 得 到 的 最 坏 结果 并 不 一 定 比 采用 另外 一 个 策略 得 到 的 最 佳 
结果 要 好 ， 这 是 很 多 博弈 论 普及 书 中 容易 出 错 的 一 个 问题 。 应 该 说 ， 对 局 痢 
采用 优势 策略 在 对 方 采取 任何 策略 时 ， 总 能 够 显示 出 优势 。 比 如 上 述 例子 中 ， 
就 麦子 来 说 ， 她 采用 不 付出 的 策略 ， 无 论 丈 夫 付 出 或 不 付出 ， 妻 子 的 不 付出 
策略 总 是 占有 优势 。 丈 夫 的 优势 策略 也 是 一 样 。 但 是 ， 帮 子 选择 不 付出 的 最 
坏 结果 是 1， 选 择 付出 的 最 好 结果 是 3， 很 明显 ， 妻 子 的 优势 策略 得 到 的 最 未 
结果 并 不 比 采 用 另外 一 个 策略 得 到 的 最 佳 结 果 高 出 一 筹 。 

反之 ， 劣 势 策略 则 是 指 在 博弈 中 ， 不 论 其 他 参与 人 采取 什么 策略 ， 茶 一 
参与 人 可 能 采取 的 策略 中 ， 对 自己 严格 不 利 的 策略 。 劣 势 策略 是 我 们 在 日 党 


和 和 天 下 和 


生活 中 不 可 以 选择 的 行动 ， 是 与 优势 策略 相对 应 的 概念 。 

假如 你 有 一 个 优势 策略 ， 你 可 以 选择 采用 ， 并 且 知 道 你 的 对 手 若 是 有 一 
个 优势 策略 他 也 会 照办 ; 同样 ， 假 如 你 有 一 个 劣势 策略 ， 你 应 该 避免 采用 ， 
并 且 知 道 你 的 对 手 大 是 有 一 个 劣势 策略 他 也 会 规避 。 


三 、 多 个 纳什 均衡 点 的 例子 


在 每 个 参与 人 都 有 优势 策略 的 情况 下 ， 优 势 策略 均衡 是 非常 合乎 逻辑 
的 。 一 个 优 努 策略 优 于 其 他 任何 策略 ， 同 样 ， 一 个 劣势 策略 则 劣 于 其 他 任 
何 策略 。 

但 遗 钼 的 是 ， 并 不 是 所 有 博弈 都 有 优势 策略 ， 哪 怕 这 个 博弈 只 有 两 个 
参与 者 。 实 际 上 ， 优 势 策 略 只 是 博弈 论 的 一 种 特例 。 虽 然 出 现 一 个 优势 策 
略 可 以 大 大 简化 行动 的 规则 ， 但 这 些 规则 却 并 不 适用 于 大 多数 现实 生活 中 
的 博 弃 。 

来 看 这 样 一 个 房地产 开发 博弈 的 例子 。 假 定 北 京 市 的 房地产 市 场 需求 有 
限 ，A、B 两 个 开发 商都 想 开发 一 定 规模 的 房地产 ， 但 是 市 场 对 房地产 的 需求 
只 能 满足 一 个 房地产 的 开发 量 ， 而 且 ， 每 个 房地产 商 必须 一 次 性 开发 这 一 定 
规模 的 房地产 才能 获 利 。 在 这 种 情况 下 ， 无 论 是 对 开发 商 A 还 是 开发 商 B， 
都 不 存在 一 种 策略 完全 优 于 另 一 种 策略 ， 也 不 存在 一 种 策略 完全 劣 于 另 一 种 
策略 。 

因为 ， 如 果 A 选择 开发 ， 则 B 的 最 优 策略 是 不 开发 ;§ 如 果 A 选择 不 开 
发 ， 则 B 的 最 优 策 略 是 开发 。 类 似 地 ， 如 果 B 选择 开发 ， 则 A 的 最 优 策略 是 
不 开发 ; 如 果 B 选择 不 开发 ， 则 A 的 最 优 策略 是 开发 。 这 样 就 形成 了 一 个 循 
环 选择 。 

根据 纳什 均衡 含义 就 是 : 给 定 你 的 策略 ， 我 的 策略 是 最 好 的 策略 ， 给 定 
我 的 策略 ， 你 的 策略 也 是 你 最 好 的 策略 ， 即 双方 在 对 方 给 定 的 策略 下 不 愿意 
调整 自己 的 策略 。 

这 个 博弈 的 纳什 均衡 点 不 止 一 个 ， 而 是 两 个 : 要 公 A 选择 开发 ，B 不 开 
发 ; 要 么 A 选择 不 开发 ，B 选择 开发 。 在 这 种 情况 下 ，A 与 B 都 不 存在 优势 
策略 ， 也 就 是 A 和 B 不 可 能 只 要 选择 某 一 个 策略 而 不 考虑 对 方 所 选择 的 策略 。 
实际 上 ， 在 有 两 个 或 两 个 以 上 纳什 均衡 点 的 博弈 中 ， 基 最 后 结果 难以 预测 。 
在 房地产 博弈 中 ， 我 们 无 法 知道 ， 最 后 结果 是 A 开发 B 不 开发 ， 还 是 A 不 开 
发 BB 开发 。 
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$3 博弈 论 中 几 个 经 典 案 例 的 解读 


一 、 警 察 捉 小 偷 


某 个 村 庄 上 只 有 一 名 警察 ， 他 要 负责 整个 村 的 治安 。 小 村 的 两 头 住 着 两 
个 全 村 最 富有 的 村 民 A 和 B，A、B 需要 保护 的 财产 分 别 为 2 万 元 和 1 万 元 。 
某 一 天 来 了 个 小 偷 ， 要 在 村 中 偷盗 A 和 B 的 财产 ， 这 个 消息 被 警察 得 知 。 

因为 分 身 乏 术 ， 警 察 一 次 只 能 在 一 个 地 方 巡逻 ; 而 小 偷 也 只 能 偷盗 其 中 
一 家 。 若 警察 在 某 家 看 守 财 产 ， 而 小 偷 也 选择 了 去 该 富 户 家 ， 就 会 被 警察 抓 
住 ， 若 小 偷 去 了 没有 警察 看 守 的 富 户 家 ， 则 小 偷偷 盗 成 功 。 

一 般 人 会 赁 着 感觉 认为 ， 警 察 当然 应 该 看 守 富 户 A 家 财产 ， 因 为 A 有 2 
万 元 的 财产 ,而 BB 只 有 1 万 元 的 财产 。 实 际 上 ， 对 于 警察 的 一 个 最 好 的 做 法 
是 ， 警察 抽签 决定 去 A 家 还 是 B 家 。 

因为 A 家 的 财产 是 B 家 的 2 倍 ， 小 偷 自然 光顾 A 家 的 概率 要 高 于 B 家， 
不 妨 用 两 个 签 代 表 A 家 ， 比 如 如 果 抽 到 1 号 或 2 号 签 去 A 家 ， 抽 到 3 号 签 去 
B 家 。 这 样 警 察 有 2/3 的 几率 去 A 家 做 看 守 ，1/3 的 几率 去 B 家 做 看 守 。 

而 小 偷 的 最 优选 择 是 ， 以 同样 抽签 的 办 法 决定 去 A 家 还 是 去 B 家 实施 偷 
盗 ， 只 是 抽 到 1、2 号 签 去 A 家 ， 抽 到 3 号 签 去 BB 家 ， 那么 ,小偷 有 2/3 的 几 
率 去 A 家 ，1/3 的 几率 去 BB 家 。 这 些 数值 是 可 以 通过 联 立方 程 准 确 计算 出 的 。 

细心 的 读者 会 发 现 ， 警 察 捉 小 偷 博 弃 与 前 面 所 举 的 两 个 博弈 案例 有 一 个 
很 大 的 差别 ， 就 是 用 到 了 概率 的 知识 ， 警 察 与 小 偷 没有 一 个 一 定 要 选择 某 个 
策略 的 纳什 均衡 ， 而 只 有 选择 某 个 策略 是 多 少 几 率 的 纳什 均衡 。 

在 博弈 论 中 ， 可 以 选择 出 某 个 策略 的 纳什 均衡 ， 这 个 策略 叫做 纯 策 略 。 
纯 策 略 是 指 参与 者 在 他 的 策略 空间 中 选取 唯一 确定 的 策略 ， 但 至 少 存在 一 个 
混合 策略 均衡 点 。 混 合 策略 是 指 参与 者 采取 的 不 是 唯一 的 策略 ， 而 是 其 策略 
空间 上 的 概率 分 布 。 这 就 是 纳什 于 1950 年 证 明了 的 纳什 定理 。 而 这 个 博弈 没 
有 纯 策略 纳什 均衡 点 ， 而 有 混合 策略 均衡 点 。 这 个 混合 策略 均衡 点 下 的 策略 
选择 是 每 个 参与 者 的 混合 策略 选择 。 

最 常见 的 混合 策略 就 是 猜 硬币 游戏 。 比 如 在 足球 比赛 开场 ， 裁 判 将 手中 
的 硬币 抛掷 到 空中 ， 让 双方 队长 猜 硬币 落下 的 正 反面 。 由 于 硬币 落下 时 是 正 
是 反 是 随机 的 ， 概 率 应 该 都 是 1/2。 那 么 ， 猜 硬币 游戏 的 参与 者 选择 正 与 反 都 
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是 1/2 的 概率 ， 这 时 博弈 达到 混合 策略 纳什 均衡 。 

再 比如 我 们 儿 时 玩 的 “ 剪 、 布 、 锤 ”就 不 存在 纯 策 略 均衡 ， 对 每 个 小 孩 
来 说 ， 目 己 采 取出 “前 ”"、“ 布 ”还 是 “ 锤 ”的 策略 应 当 是 随机 的 。 一 旦 一 方 
知道 男 一 方 出 其 中 某 个 策略 的 可 能 性 增 大 ， 那 么 这 个 对 弈 者 在 游戏 中 输 的 可 
能 性 就 增 大 。 因 此 ， 每 个 小 孩 的 最 优 混合 策略 是 采取 每 个 策略 的 可 能 性 都 是 
17/3。 在 这 样 的 博弈 中 ， 每 个 小 孩 各 取 三 个 策略 的 1/3 是 纳什 均衡 。 

由 此 可 见 ， 纯 策略 是 参与 者 一 次 性 选取 的 ， 并 且 坚 持 他 选取 的 策略 。 而 
混合 策略 是 参与 者 在 各 种 备 选 策略 中 采取 随机 方式 选取 的 。 


一 、 位 置 博弈 的 策略 


有 一 个 大 家 都 很 熟悉 的 现象 ， 那 就 是 在 每 个 大 大 小 小 的 城市 街道 上 ， 经 
常见 到 一 些 地 段 上 的 商店 十 分 拥挤 ， 形 成 一 个 繁荣 的 商业 中 心 区 ， 但 另 一 些 
地 段 却 十 分 冷 僻 ， 没 什么 商店 。 

更 有 意思 的 是 ,往往 同 类 型 的 商家 总 是 聚集 在 比较 近 的 地 方 ， 比 如 肯 德 
基 、 麦 当 劳 总 是 相隔 不 远 。 再 如 超市 现象 ， 前 两 年 有 很 多 人 对 超市 的 布局 发 
表 了 一 些 议论 。 因 为 有 人 注意 到 ， 如 果 在 一 条 街 上 有 2~~3 家 超市 的 话 ， 这 几 
家 超市 经 常会 “相依 为 邻 ”， 选 址 离 得 很 近 ， 倘 阁 它 们 的 选 址 稍微 分 散 ， 无疑 
会 对 市 民 的 购物 提供 相当 大 的 便利 ， 因 此 他 们 认为 超市 “拥挤 ”在 一 起 属于 
资源 浪费 。 

类 似 的 事情 也 发 生 于 国内 各 省 级 电视 台 的 节目 播放 。 很 多 电视 迷 会 发 现 ， 
大 部 分 电视 台 总 是 将 最 精彩 的 节目 放 在 相同 的 时 间 段 ， 其 至 有 些 时 候 是 在 相 
同时 间 段 播放 类 似 的 厄 目 ， 比 如 此 台 播 《快乐 大 本 营 》， 彼 台 就 播 《 超 级 总 动 
员 》; 此 侣 播 《 玫 瑰 之 约 》， 彼 台 就 播 《 单 身 男 女 》。 人 们 都 说 文人 相 轻 ， 电 视 
台 也 是 这 么 “ 相 裔 ” 太 急 。 

博弈 论 能 够 对 这 个 现象 作出 科学 的 解释 。 首 先 叙 述 一 个 简单 的 博弈 模型 . 
假设 有 条 完全 笔直 的 公路 ， 连 接 城市 A 到 城市 B 之 间 的 交通 。 这 条 公路 上 每 
天 行驶 着 大 量 的 车 辆 ， 并 且 车 流量 在 公路 上 是 均匀 分 布 的 。 假 设 有 两 家 快餐 
店 ， 我 们 不 妨 假设 为 靠 高 速 公路 起 家 的 麦当劳 与 肯德基 ， 它 们 要 在 这 条 公路 
上 选择 一 个 位 置 开 设 快 餐 ， 招 揽 来 往 车 辆 。 肯 德 基 与 麦当劳 都 是 百年 老 店 ， 
自然 是 精明 至 极 ， 从 经 济 学 上 就 是 具有 经 济 理 性 。 只 要 手段 合法 ， 它 们 总 是 
希望 自己 的 生意 尽 可 能 地 红火 ， 至 于 其 他 人 的 生意 的 好 坏 则 与 己 无 关 。 

出 于 这 种 理性 ， 肯 德 基 分 店 经 理 肯定 会 想到 : 如 采 我 将 店铺 从 3/4 点 处 
向 左 移 一 点 ， 那 么 与 1/4 点 之 间 的 中 点 个 再 是 1/2 点 处 ， 而 是 位 于 1/2 点 略 
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偏 左 处 。 这 就 是 说 ， 这 一 移 位 ， 肯 德 基 将 从 麦当劳 夺取 部 分 顾客 ， 这 对 于 肯 
德 基 单 方面 来 说 无 疑 是 一 个 好 主意 。 当 然 麦 当 劳 也 不 甘 示 哗 ， 作 为 一 个 “ 理 
性 人 ”， 麦 当 劳 自然 也 应 该 想到 将 自己 的 店铺 从 1/4 点 处 向 右 移 动 以 争取 更 多 
的 顾客 。 

不 难 想 象 ， 双 方 博弈 的 结果 将 使 他 们 的 店铺 设置 在 中 点 附近 ， 达 到 纳什 
均衡 状态 ， 两 家 店铺 相依 为 邻 且 相安 无 种 地 做 起 快餐 生意 。 如 果 我 们 放宽 条 
件 ， 不 是 两 家 快餐 店 ， 而 是 很 多 家 快餐 店 ， 则 很 容易 分 析 得 到 结果 : 这 些 快 
和 餐 店 仍然 会 在 1/2 点 处 设 店 以 达到 纳什 均衡 。 

同样 的 道理 ， 如 果 地 段 的 繁华 等 其 他 原因 在 一 条 路 上 都 可 以 认为 到 处 相 
同 的 话 ， 没 有 一 个 离 家 会 将 自己 安置 于 某 条 路 的 一 头 ， 只 要 条 件 许 可 ， 超 市 
将 几乎 趋向 于 相依 为 邻 ， 这 种 现象 完全 可 以 看 作 公 正 的 市 场 兖 争 的 合理 结果 。 
这 就 是 很 多 城市 商业 中 心 形 成 的 原理 ， 在 博弈 论 中 称 为 位 置 博弈 。 

电视 台 之 间 在 时 间 段 上 的 重合 问题 在 本 质 上 就 是 位 置 博弈 。 事 实 上 ， 我 
们 只 要 将 时 间 设 想 为 上 述 案 例 中 的 公路 ， 就 不 难 分 析出 : 市 场 竞 争 的 结果 就 
是 ， 观 众 青 睐 的 精彩 节目 将 集中 在 同一 黄金 时 段 。 在 这 种 情况 上 下， 电视 台 之 
间 的 竞争 会 更 加 激烈 ， 为 了 获得 收视 率 ， 电 视 台 只 能 在 制作 质量 上 下 工夫 ， 
最 终 获 得 实惠 的 仍然 是 广大 观众 。 


三 、“ 智 猪 博 讲 ”的 解读 


博弈 论 里 面 有 个 十 分 卡通 化 的 搏弈 模型 ， 叫 做 “ 智 猪 博弈 ” (pigs pay- 
offs)， 笼子 里 面 有 两 只 猪 ， 一 只 大 ， 一 只 小 。 笼 子 很 长 ,一头 有 一 个 踏板 ， 
另 一 头 是 饲料 的 出 口 和 食 槽 。 每 踩 一 下 踏板 ， 在 远离 踏板 的 猪 圈 的 另 一 边 的 
投 食 口 就 会 落下 少量 的 食物 。 如 果 有 一 只 猪 去 踩踏 板 ， 另 一 只 猪 就 有 机 会 抢 
先 吃 到 另 一 边 落 下 的 食物 。 当 小 猪 踊 动 踏板 时 ， 大 猪 会 在 小 猪 跑 到 食 权 之 前 
吃 掉 绝 大 部 分 食物 ; 若是 大 猪 踩 动 了 踏板 ， 则 还 有 机 会 在 小 猪 号 完 落 下 的 食 
物 之 前 跑 到 食 槽 ， 争 吃 到 另 一 半 残 效 。 

如 果 定 量 地 来 看 ， 踊 一 下 踏板 ,将 有 相当 于 10 个 单位 的 猪 食 流 进食 槽 ， 
但 是 踩 完 踏板 之 后 跑 到 食 覃 所 需要 付出 的 “劳动 *， 要 消耗 相当 于 2 个 单位 的 
猪 食 。 

如 果 两 只 猪 同 时 踩踏 板 ， 再 一 起 跑 到 食 槽 吃 ， 大 猪 吃 到 7 个 单位 ， 小 猪 
吃 到 3 个 单位 ， 减 去 劳动 耗费 各 自 2 个 单位 ， 大 猪 净 得 益 5 个 单位 ， 小 猪 净 
得 益 1 个 单位 。 

如 果 大 猪 踩踏 板 ， 小 猪 等 着 先 吃 ， 大 猪 再 赶 过 去 吃 ,- 大 猪 吃 到 6 个 单位 ， 


和 


去 掉 踩 踏板 的 劳动 耗费 2 个 单位 ， 兆 得 4 个 单位 ， 小 猪 也 吃 到 4 个 单位 。 

如 果 小 猪 距 踏 板 ， 大 猪 等 春 先 吃 ， 大 猪 吃 到 9 个 单位 ， 小 猪 吃 到 1 个 单 
位 ， 再 减 去 踩踏 板 的 劳动 耗费 ， 小 猪 兆 亏损 1 个 单位 。 

如 果 大 家 都 等 等 ， 结 果 是 谁 都 吃 不 到 。 

那么 ， 两 只 猪 各 会 采取 什么 策略 ? 答案 是 : 小 猪 将 选择 “搭便 车 ”策略 ， 
也 就 是 舒 舒 服 服 地 等 在 食 槽 边 ; 而 大 猪 则 为 一 点 残 效 不 知 疲倦 地 奔忙 于 踏板 
和 食 梢 之 间 。 原 因 何在 呢 ? 

因为 ， 小 猪 踩踏 板 将 一 无 所 获 ， 不 踩踏 板 反而 能 吃 上 食物 。 对 小 猪 而 言 ， 
无 论 大 猪 是 否 踩 动 踏板 ， 不 踩踏 板 总 是 好 的 选择 。 反 观 大 猪 ， 已 明知 小 猪 是 
不 会 去 躁动 踏板 的 ， 自 己 亲 上 月 去 踩踏 板 总 比 不 踩 强 ， 所 以 只 好 亲 力 亲 为 了 。 

如 果 采 用 定量 分 析 的 方法 “等 待 ”是 小 猪 的 优势 策略 ,“ 踩 踏板 ”是 小 猪 
的 劣 反 策略 。 先 把 小 猪 的 劣 努 策略 消去 ， 再 来 看 大 猪 的 策略 。 由 于 小 猪 有 
“等 待 ” 这 个 优势 策略 ， 大 猪 只 剩 下 了 两 个 选择 : 等 待 一 个 单位 不 得 ， 踪 踏板 
得 到 4 个 单位 。 所 以 “等 等 ”就 变 成 了 大 猪 的 劣势 策略 。 把 它 也 删 去 ， 就 分 
析出 相同 的 结局 ;大 猪 来 回 在 猪 槽 的 两 端 奔波 ， 小 猪 则 坐 享 其 成 。 

“ 智 猪 博 弃 ”的 结论 是 ， 在 一 个 双方 公平 、 公 正 、 合 理 和 共 训 竞争 的 环境 
中 ， 有 了 时 占 优势 的 一 方 最 终 得 到 的 结果 却 有 悖 于 他 的 初始 理性 。 

这 种 情况 在 现实 中 比比 篆 是 。 比 如 ， 在 茶 种 新 产品 刚 上 市 ， 其 性 能 和 功 
用 还 不 为 人 所 熟知 的 情况 下 ， 如 果 进 行 新 产品 生产 的 不 光 是 一 家 小 企业 ， 还 
有 其 他 生产 能 力 和 销售 能 力 更 强 的 企业 ， 那 么 ,小 企业 完全 没有 必要 作出 头 
鸟 而 投入 大 量 广告 做 产品 宣传 ， 只 要 采用 跟随 战略 即 可 。 

“ 智 猪 博弈 ”告诉 我 们 ， 谁 先 去 踊 这 个 踏板 ， 就 会 造福 全 体 ， 但 多 劳 却 并 
不 一 定 多 得 。 在 现实 生活 中 ， 很 多 人 都 只 想 付出 最 小 的 代价 ， 得 到 最 大 的 回 
报 ， 争 着 做 那 只 坐 享 其 成 的 小 猪 。“ 一 个 和 尚 挑 水 喝 ， 两 个 和 疝 抬 水 哆 ， 三 个 
和 尚 没 水 喝 ” 说 的 正 是 这 样 一 个 道理 。 这 三 个 和 尚 都 想 做 “小 猪 ”， 却 不 想 付 
出 劳动 ， 不 愿 承担 起 “大 猪 ” 的 义务 ， 最 后 导致 每 个 人 都 无 法 获得 利益 。 在 
日 常 的 人 际 关 系 中 ， 有 一 些 人 会 成 为 不 劳 而 获 的 “小 猪 ”， 而 及 一些 人 充当 了 
费力 不 讨好 的 “大 猪 ”。 

“ 智 猪 博弈 ”用 句 通俗 的 话 来 形容 就 是 “ 枪 打出 头 鸟 "。 一 个 很 冲 和 多 的 现 
象 就 是 ， 不 论 国企 、 民 企 或 是 外 企 ， 在 企业 内 部 总 会 存在 各 种 各 样 的 小 团体 。 
套用 组 织 行为 学 的 专业 术语 来 说 就 是 存在 各 种 非 正 式 组 织 ， 而 每 一 个 组 织 
代表 了 一 部 分 人 的 利益 ， 因 此 不 可 避免 地 会 产生 冲突 。 这 时 ， 每 个 组 织 都 会 
推选 出 各 自 的 代言 人 。 这 些 代 言 人 是 为 集体 利益 《如 争取 加 薪 或 增加 福利 等 ) 
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作出 积极 行动 的 领头 人 。 但 我 们 这 时 会 发 现 ， 被 推选 为 代言 人 的 总 是 那些 胸 
无 城府 、 意 气 用 事 的 人 。 

然而 ， 群 体 活 动 的 最 大 受益 者 “小 猪 ” 们 则 永远 躲 在 幕后 。 活 动 成 功 了 ， 
他 们 可 以 毫发 无 伤 地 优先 分 到 一 杯 美 ， 如 果 失 败 了 ， 他 们 也 可 以 发 表 一 通 与 
我 无 关 ， 我 是 受害 者 之 类 的 演讲 ， 让 “大 猪 ” 成 为 永远 的 牺牲 者 。 从 另 一 个 
角度 来 看 ， 懂 得 “ 智 猪 博弈 ”对 于 个 人 并 非 是 件 坏事 。 

实际 上 ， 作 为 一 个 理性 的 人 ， 谁 都 不 愿意 甘 冒 风险 而 为 他 人 带 来 好 处 。 
如 果 是 这 种 情况 ，“ 智 猪 博弈 ” 便 无 法 形成 。 在 “ 智 猪 博 弈 ”的 模型 中 ， 要 摆 
脱 大 家 都 无 法 生存 的 困境 ， 就 要 让 双方 的 期 望 值 不 同 ， 然 后 由 一 方 作出 现象 
上 的 让 步 。 实 际 上 ， 让 步 的 这 一 方 ， 不 是 无 原则 无 目的 地 让 步 ， 而 是 出 自 自 
已 理性 的 盘算 和 对 期 望 值 的 估计 ， 然 后 才 采 取 看 似 让 步 的 举动 的 。 这 样 一 来 ， 
在 别人 看 来 你 是 让 步 了 ， 因 为 表面 上 是 如 此 的 。 而 你 在 不 违背 自己 意愿 的 基 
础 上 ， 打 破 了 困境 ， 实 现 了 自己 的 期 望 。 这 看 似 愚蠢 ， 实 则 智慧 至 极 。 

在 “ 智 猪 博弈 ”里 ， 利 用 他 人 的 努力 来 为 自己 谋求 利益 的 智者 是 最 大 的 
受益 人 ， 因 为 他 不 必 付出 什么 劳动 就 能 获得 自己 想 要 的 东西 。 因 此 ， 关 键 就 
在 于 如 何 让 对 手心 甘 情愿 地 按照 自己 的 期 望 去 行动 。 

“ 智 猪 博弈 ”给 了 竞争 中 的 弱者 以 等 待 为 最 佳 策略 的 启发 的 同时 ， 也 反映 
了 一 种 “搭便 车 ”现象 

“搭便 车 ”的 现象 在 现实 中 大 量 存在 ， 在 企业 的 运营 过 程 中 也 不 乏 其 例 。 
很 多 企业 的 一 般 员工 甚至 中 层 管理 者 工资 、 福 利 也 不 算 低 ， 但 依然 缺乏 工作 
的 主观 能 动 性 ， 不 能 创造 优异 的 绩效 ， 老 板 很 多 事情 还 要 亲 力 而 为 。 对 于 社 
会 而 言 ， 因 为 “小 猪 ”未 能 参与 竞争 ， 创 造价 值 ，“ 小 猪 >“ 搭 便 车 ”时 的 社 
会 资源 配置 并 不 是 最 佳 状态 。 为 使 资源 最 有 效 地 配置 ， 规 则 的 设计 者 是 不 原 
看 见 有 人 搭便 车 的 。 

“ 智 猪 博弈” 告诉 我 们 一 个 企业 制度 和 流程 的 重要 性 ， 以 及 不 好 的 规则 对 
公司 带 来 的 影响 。 这 就 要 求 规则 的 设计 者 应 清楚 、 慎 重地 考虑 规则 制定 的 前 
瞻 性 、 适 应 性 和 高 效 性 。 

四 、 证 券 市 场 中 的 投资 与 投机 z 

金融 证 券 市 场 是 一 个 群体 博弈 的 场所 ， 其 真实 情况 非常 复杂 。 在 证 券 交 
易 中 ， 其 结果 不 仅 依赖 于 单个 参与 者 自身 的 策略 和 市 场 条 件 ， 也 依赖 于 其 他 


人 的 选择 及 胰 略 。 
在 “ 智 猪 博弈 ”的 情景 中 ， 大 猪 是 占据 优势 的 ， 但 是 ， 由 于 小 猪 别 无 选 
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择 ， 使 得 大 猪 为 了 自己 能 吃 到 食物 ， 不 得 不 辛勤 忙碌 ， 反 而 让 小 猪 措 了 便 车 ， 
而 有 卫 比 大 猪 还 得 意 。 这 个 博弈 中 的 关键 有 要 素 是 猪 圈 的 设计 ， 即 踩踏 板 的 成 本 。 

证 券 投 资中 也 是 有 这 种 情形 的 。 例 如 ， 当 庄家 在 底 位 买 人 大 看 股票 后 ， 
已 经 付出 了 相当 多 的 资金 和 时 间 成 本 ， 如 果 不 等 价格 上 升 就 撤退 ， 就 只 有 接 
受 亏 损 。 

所 以 ， 基 于 和 大 猪 一 样 的 贪 吃 本 能 ， 只 要 大 势 不 是 太 糟 糕 ， 庄 家 一 般 都 
会 拾 高 股价 ， 以 求实 现 手中 股票 的 增值 。 这 时 的 中 小 散户 ， 就 可 以 对 该 股 追 
加 资金 ， 做 一 只 聪明 的 “小 猪 "， 而 让 “大 猪 ” 庄 家 力 抬 股价 。 当 然 ， 这 种 股 
票 的 发 气 并 不 容易 ， 所 以 做 “小 猪 ” 所 需要 的 条 件 ， 就 是 发 现 有 这 种 情况 存 
在 的 “ 猪 圈 ”， 并 冲 进去 。 这 样 ， 你 就 成 为 了 一 只 联 明 的 “小 猪 ”。 

从 散户 与 庄家 的 策略 选择 上 看 ， 这 种 博 讲 结果 是 有 参考 价值 的 。 例 如 ， 
对 股票 的 操作 是 需要 成 本 的 ， 事先 、 事 中 和 事后 的 信息 处 理 ， 都 需要 金钱 与 
时 间 成 本 的 投入 ， 如 行业 分 析 、 企 业 调 研 、 财 务 分 析 等 。 

一 旦 付出 ， 机 构 投 资 者 是 不 太 甘 心 就 此 放弃 的 。 而 中 小 散户 ,不 太 可 能 
事先 支付 这 些 高 额 成 本 ， 更 没有 资金 控盘 操作 ， 因 此 只 能 采取 小 猪 的 等 待 策 
格 。 等 到 庄家 动手 为 自己 副食 而 主动 出 击 时 ， 散 户 就 可 以 坐 享 其 成 了 。 

在 股市 中 ， 散 户 投资 者 与 小 猪 的 命运 有 相似 之 处 ， 没 有 能 力 承 担 炒作 成 
本 ， 所 以 就 应 该 充分 利用 资金 灵活 、 成 本 低 和 不 怕 被 套 的 优势 ， 发 现 并 选择 
那些 机 构 投 资 者 已 经 或 可 能 坐庄 的 股票 ， 等 着 “大 猪 ” 们 为 自己 服务 。 

由 此 看 到 ， 在 散户 和 机 构 的 博弈 中 ， 散 户 并 不 是 总 没有 优势 的 ， 关 键 是 
找到 有 “大 猪 ” 的 那个 “ 食 槽 ”， 并 等 到 对 目 己 有 利 的 游戏 规则 形成 时 再 
进入 。 

遗憾 的 是 ， 在 股市 中 ， 很 多 作为 “小 猪 ” 的 散户 不 知道 要 采取 等 待 策 略 ， 
更 不 知道 让 “大 猪 ” 们 去 表现 。 在 “大 猪 ” 们 拉动 股票 价格 后 从 中 获取 利润 ， 
才 是 “小 猪 ” 们 的 最 佳 选 择 。 

作为 “小 猪 ”， 还 要 学 会 特 立 独行 。 行 动 前 ， 不 用 也 不 需要 从 其 他 “小 
猪 ” 那 里 得 到 肯定 ; 行动 时 ,认同 且 跟 随 你 的 “小 猪 ” 越 多 ， 则 你 出 错 的 可 
能 也 就 越 大 。 简 单 地 说 ， 就 是 不 要 从 众 ， 而 是 跟随 “大 猪 ”。 

当然 股市 中 的 金融 机 构 要 比 模型 中 的 大 猪 聪 明 得 多 ， 并 且 不 守 游 戏 规则 ， 
他 们 不 会 甘心 为 “小 猪 ” 们 踩踏 板 。 事 实 上， 他 们 往往 会 选择 破坏 这 个 博 寿 
的 规则 ， 甚 至 重新 建立 规则 。 

比如 他 们 可 以 把 踏板 放 在 食 柳 券 边 ,或 者 可 以 遥控 ， 这 样 小 猪 们 就 失去 
了 搭便 车 的 机 会 。 例 如 ， 金 融 机 构 和 上 市 公司 串通 ， 和 散布 虚假 的 利空 消息 ， 
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这 就 类 似 于 妓 踏 板 前 骗 小 猪 离开 食 权 ， 好 让 上 自己 饱餐 一 顿 。 

当然 金融 市 场 中 的 很 多 “大 猪 ” 也 并 不 聪明 ， 他 们 的 表现 欲 过 强 ， 太 育 
欢 主动 地 创造 市 场 反 应 ， 而 不 只 是 对 市 场 作 出 反应 。 短 期 来 看 ， 他 们 可 以 很 
容易 地 左右 市 场 ， 操 纵 价格 ， 做 有 昌 大 专 为 的 造 市 者 。 但 这 些 “ 大 猪 ” 们 并 不 
知道 自己 要 小 心 谨慎 、 如 履 薄 冰 ， 他 们 不 知道 自己 的 力量 不 如 想象 的 那样 强 
大 ， 可 以 无 敌 于 天 下 。 自 然而 然 地 ， 每 一 年 都 会 有 一 些 高 信 自 己 的 “大 猪 ” 
倒 下 ， 闻 存 的 “大 猪 ” 在 经 过 优胜 劣 汰 之 后 会 变 得 更 加 强壮 。 不 过 ， 无 论 是 
多 么 强壮 的 “大 猪 *”， 只 要 过 于 自信 、 高 估 自 己 控制 市 场 的 能 力 ， 总 会 倒 下 。 

俗话 说 “家 家 有 本 难 念 的 经 >， 在 股市 中 ，“ 大 猪 ” 有 “大 猪 ” 的 难处 ， 
“小 猪 ” 有 “小 猪 ”的 难处 。 尽 管 “ 大 猪 ” “小 猪 ” 只 要 了 解 自 身 处 境 ， 采取 
相应 的 策略 就 会 成 功 ， 然 而 理性 是 有 限 的 ， 确 定 的 成 功 总 是 很 难 获得 。 


- 思考 是 


1， 试 述 组 成 博弈 模型 的 三 个 基本 要 素 及 各 要 束 的 售 义 。 
2， 试 述 二 人 零 和 对 策 在 研究 对 策 模 型 中 的 地 位 、 意 义 。 
3. “ 智 猪 博弈 ”对 你 有 什么 启示 ? 
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答 阵 理论 是 线性 代数 的 核心 内 容 。 随 着 计算 机 科学 的 飞速 发 展 ， 和 矩阵 理 
论 的 应 用 范围 也 变 得 更 加 广泛 。 如 今 ， 无论 是 工业 、 农 业 、 国 防 、 航 天 宇航 
工程 ， 还 是 医学 、 计 算 机 科学 等 各 类 自然 和 社会 科学 ， 和 矩阵 几乎 无 处 不 在 。 

本 讲 首先 介绍 矩阵 理论 的 一 些 背 景 知识 和 基本 概念 ， 以 及 和 矩阵 的 基本 运 
算 ， 然后 介绍 矩阵 理论 在 图 论 、 密 码 学 、 互 联网 等 领域 中 的 一 些 应 用 。 


3 1 短 阵 起 源 


一 、 电 影 中 的 算 阵 


也 许 你 看 过 电影 《黑客 帝国 》 (The Matrix)， 电 影 中 的 黑客 尼 奥 利用 其 
计算 机 侵入 对 方 电 脑 ， 获 取信 息 并 最 终 杀 死 对 方 ， 其 中 “Matrix” 的 一 个 常 
用 意思 就 是 矩阵 。 其 实 和 和 矩阵 有 关 的 电影 有 很 多 ， 如 《模式 识别 》 《Pattern 
Recognition)、《 人工 知 能 》(Artificial Inteliegence) 等 ， 其 中 涉及 大 量 计 算 
机 科学 理论 和 数学 理论 在 计算 机 科学 中 的 应 用 。 

和 矩阵 (matrix〉 一 词 的 本 意 是 子宫 、 和 母体、 孕育 生命 的 地 方 。 和 矩阵 作为 
数学 名 词 用 来 表示 各 种 有 关联 的 、 形 式 为 一 个 阵列 的 数据 。 这 个 定义 很 好 地 
解释 了 和 拖 阵 代码 制造 世界 的 数学 逻辑 基础 。 在 电影 《黑客 帝国 》 中 ，Matrix 
不 仅 是 一 个 虚拟 程序 ， 也 是 一 个 实际 存在 的 地 方 : 人 类 的 身体 被 放 在 一 个 盛 
满 营养 液 的 器 亚 中 ， 身 上 搬 满 了 各 种 捅 头 以 接受 电脑 系统 的 感官 刺激 信和 号。 
人 类 就 依靠 这 些 信 和 号， 生活 在 一 个 完全 虚拟 的 电脑 幻 景 中 。 机 器 用 这 样 的 方 
式 占领 了 人 类 的 思维 空间 ， 用 人 类 的 身体 作为 电池 以 维持 自己 的 运行 。 电 影 
中 的 抢 阵 还 是 一 套 复杂 的 模拟 系统 程序 ， 它 是 由 具有 人 工 智能 的 机 器 建立 的 ， 
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模拟 了 人 类 以 前 的 世界 ， 用 以 控制 人 类 。 在 Matrix 中 出 现 的 人 物 ， 都 可 以 视 
为 具有 人 类 意识 特征 的 程序 。 这 些 程序 根据 所 附着 的 载体 不 同 分 为 三 类 : 一 
类 是 附着 在 生物 载体 上 的 ， 就 是 在 矩阵 中 生活 的 普通 人 ; 第 二 类 是 附 者 在 电 
脑 芯片 上 的 ， 就 是 具有 人 工 智 能 的 机 器 ， 这 些 载体 通过 硬件 与 Matrix 连接 ; 
第 三 类 则 是 自由 程序 ， 它 没有 载体 ， 诸 如 再 特工 、 先 知 、 建 筑 师 、 梅 罗 文 加 、 
火车 人 等 。Matrix 是 一 个 巨大 的 网 络 ， 连 接着 无 数 人 的 意识 ， 系 统 分 配给 他 
们 不 同 的 角色 ， 就 像 电脑 游戏 中 的 角色 和 扮演 游戏 一 样 ， 只 是 他 们 没有 选择 角 
色 的 权利 和 意识 。 人 类 通过 这 种 联网 的 虚拟 生活 来 维持 自身 的 生存 需要 ， 但 
Matrix 中 的 智能 程序 ， 也 就 是 先知 的 角色 ， 发 现在 系统 中 有 1% 的 人 由 于 自 
主意 识 过 强 ， 不 能 兼容 系统 分 配 的 角色 ， 如 果 不 对 他 们 进行 控制 就 会 导致 系 
统 的 不 稳定 ， 进 而 导致 系统 般 演 。 

虚拟 的 电影 世界 其 实 反 射 了 现实 一 一 它 从 一 个 侧面 说 明了 矩阵 与 我 们 的 
生活 息息相关 。 


二 、 窍 阵 与 行列 却 的 起 源 


首先 我 们 来 回顾 一 下 矩阵 产生 的 背景 、 有 关 概 念 、 记 号 和 和 抢 阵 的 一 些 基 
本 运算 。 

和 矩阵 和 行列 式 的 起 源 可 以 追溯 到 公元 前 4 世纪 ， 然 而 直到 17 世纪 末期 它 
们 才 真 正 得 以 发 展 。 和 矩阵 和 行列 式 最 开始 产生 于 线性 方程 组 。 十 巴比伦 人 所 
研究 的 一 些 问 题 最 终归 结 为 线性 方程 组 的 求解 ， 其 中 一 些 通 过 雕刻 在 青石 板 
上 而 得 以 保存 至 今 。 大 约 公 元 前 300 年 ， 有 一 块 石板 上 雕刻 有 下 述 问 题 : 有 


两 块 田 ， 总 面积 为 1 800 亩 。 其 中 一 块 田 亩 产 稻谷 所 薄 式 耳 〔 相 当 于 35. 42 


升 )， 另 外 一 块 田亩 产 稻谷 二 蒲式耳 。 如 果 总 产量 为 1 100 薄 式 耳 ， 问 每 块 田 
面积 为 多 大 ? 

约 在 公元 前 200 到 公元 前 100 年 间 ， 中 国人 就 已 经 对 矩阵 有 所 了 解 。 严 
格 来 讲 ， 汉 朝 张 仓 等 所 著 的 《 九 章 算术 》 给 出 了 利用 矩阵 解决 世纪 问题 的 一 


个 例证 ， 它 类 似 于 上 面 的 古巴 比 伦 人 所 给 出 的 问题 : 有 三 种 谷物 ， 其 中 第 一 种 


谷物 的 3 扎 、 第 二 种 谷物 的 2 扎 ， 以 及 第 三 种 谷物 的 1 扎 共 重 39 石 ; 乔 取 第 
一 种 谷物 2 扎 ， 第 二 种 谷物 3 扎 ， 以 及 第 三 种 谷物 1 扎 ， 那 么 总 重 为 34 石 ; 
若 取 第 一 种 谷物 1 扎 ， 第 二 种 谷物 2 扎 ， 第 三 种 谷物 3 扎 ， 则 总 重 26 石 。 那 
么 每 一 种 谷物 每 扎 各 重 多 少 ? 

该 书 作 者 对 问题 的 处 理 方法 值得 我 们 关注 : 他 将 3 个 线性 方程 组 对 应 3 个 
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不 同 未 知 量 的 系数 ， 并 按照 下 列 方式 排列 : 


1 2 3 
2 3 2 
3 1 1 
26 34 39 


尽管 20 世纪 以 后 我 们 是 用 行 的 形式 来 书写 方程 组 的 一 个 方程 的 系数 ， 但 
这 样 的 方法 与 我 们 的 处 理 没 有 本 质 区 别 〈 中 国 古 代 汉 字 书 写 为 纵向 ， 且 方向 
从 石 往 左 )。 更 加 值得 我 们 关注 的 是 :作者 还 引导 读者 用 3 来 乘 第 2 列 ， 再 尽 
可 能 多 地 减 去 第 3 列 , 同样 ， 第 3 列 尽 可 能 多 地 减 去 第 1 列 的 3 倍 。 这 给 出 


0 0 3 
4 5 2 
8 1 1 
39 24 39 
接 下 来 ， 第 1 列 乘 以 5， 然后 第 2 列 尽 可 能 多 地 减 去 第 1 列 。 于 是 有 : 
0 0 3 
0 5 2 
36 1 1 
99 24 39 


由 此 ， 我 们 可 以 解 得 第 三 种 谷物 的 单位 重量 。 类 似 方 法 处理 第 2 列 ， 从 而 得 
到 下 列 纵 列 : 


0 0 l 
0 1 0 
1 3 
36 5 5 
24 147 
99 5 E 


解 得 第 三 种 谷物 的 重量 ， 再 代 人 第 1 列 解 得 第 一 种 谷物 的 重量 ,代入 第 2 列 
解 得 第 二 种 谷物 的 重量 ， 即 可 。 这 实际 上 就 是 后 来 直到 19 世纪 初 才 锌 世人 了 
解 的 高 斯 消 元 法 。 

公元 1545 年 ， 意 大 利 著名 数学 家 卡尔 丹 诺 在 其 着 作 《 大 术 》 (Ars Mag- 
na) 一 书 中 给 出 了 求解 2 阶 线 性 方程 组 的 一 个 法 则 ， 该 法 则 被 称 为 “法 则 之 
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母 "， 它 事实 上 就 是 克 莱 姆 法 则 在 ”一 2 情形 下 的 特殊 情况 。 

矩阵 论 中 许多 初等 结论 的 产生 都 先 于 和 矩阵 概念 的 出 现 。 例 如 ， 荷 兰 数学 
家 德 维 (J. De Witt，1625 一 1672) 在 其 发 表 的 《曲线 元 素 》 (和 笛 卡 儿 1660 年 
的 《几何 原本 》 的 拉丁 文 版 本 ) 中 ,， 证 明了 通过 坐标 系 的 变换 可 以 把 一 般 的 
二 次 曲线 转换 成 一 个 标准 型 。 这 事实 上 等 价 于 一 个 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 。 

行列 式 这 一 概念 几乎 同时 出 现 于 日 本 和 欧洲 。1683 年 ,日 本 数学 家 关 孝 
和 在 他 的 著作 中 开创 性 地 介绍 了 和 矩阵 解 题 方法 ， 该 方法 基本 类 似 于 我 国 2 000 
年 前 在 《 九 章 算术 》 中 描述 的 方法 。 关 孝 和 在 他 的 著作 中 并 未 提 及 行列 式 一 
词 ， 但 他 利用 一 些 具体 例子 介绍 了 所 有 2 一 5 阶 行列 式 的 计算 ， 并且 利 用 这 些 
行列 式 解 决 了 一 些 非 线 性 方程 的 求解 问题 。 

同样 是 1683 年 ， 德 国 数学 家 莱 布 尼 菊 在 写 给 洛 必 达 的 信件 中 解释 道 ， 方程 组 
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有 解 ， 是 因为 等 式 10。21。32 十 11。22 . 30 十 12 .20。31 一 10。22 。31 十 
11]。20 .32 十 12。 21。30 成 立 ， 而 该 式 成 立 等 价 于 上 述 方程 组 系数 行列 式 为 
零 。 注 意 到 莱 布 尼 淘 在 这 里 没有 用 到 方程 组 的 数值 系数 表示 ， 而 是 运用 两 个 
特征 数 来 表示 行 标 和 列 标 ， 例如 : 10。21。32 表示 人 10C21C32 ，? 其 中 aw0 三 10 为 
第 数 项 。 莱 布 尼 路 认为 ， 数 学 符号 的 运用 是 取得 好 的 数学 结果 的 关键 。 因 此 ， 
他 尝试 运用 不 同 的 符号 对 线性 方程 组 进行 标记 。 在 他 未 发 表 的 手稿 中 ， 关 于 
线性 方程 组 的 表示 有 50 多 种 ， 其 中 只 有 两 篇 后 来 发 表 的 文章 中 用 到 了 系数 表 
达 。 莱 布 尼 萄 在 考虑 行列 式 的 一 些 项 的 组 合 形式 的 和 当中 用 到 了 “ 预 解 式 ” 
《resultant) 的 概念 ， 他 证 明了 关于 预 解 式 的 一 些 结论 ， 其 中 部 分 钻 称 为 后 来 
的 克 莱 姆 法 则 。 他 还 指出 了 行列 式 可 以 按 行 、 列 展开 《〈 即 拉 普 拉 斯 展开 )。 莱 
布 尼 茨 通过 研究 方程 组 的 系数 体系 得 到 行列 式 这 一 概念 , 而 后 通过 全 究 二 次 型 
得 到 矩阵 理论 。 

1730 年 ， 英 国 数学 家 马克 劳 林 完成 了 他 的 第 一 部 著作 《代数 学 》， 该 书 直 
到 1748 年 〈 即 他 去 世 两 年 后 ) 才 得 以 出 版 。 书 中 利用 行列 式 解 决 了 2 一 全 阶 
线性 方程 组 的 解法 问题 。 

一 般 情 形 下 的 克 菜 姆 法 则 由 克 菜 姆 本 人 于 1750 年 得 到 。 当 时 的 克 莱 姆 法 
则 被 用 来 寻找 给 定 很 多 点 的 情形 下 求 一 条 平面 曲线 方程 。 

行列 式 理论 的 发 展 至 今 已 经 经 历 了 两 个 多 世纪 ， 其 中 包 插 布 佐 特 


要 当 及 二 有 本 证 


(Bezout)、 范 德 蛇 《Vandermonde)、 拉 普 拉 斯 、 菜 布 尼 奖 、 拉 格 并 日 等 人 。 
但 行列 式 (determinant) 一 词 的 正式 产生 得 归功 于 高 斯 ， 他 于 1801 年 引进 了 
这 一 概念 ， 主 要 且 的 是 为 了 研究 二 次 型 。 高 斯 消 元 法 是 高 斯 在 计算 行星 运动 
轨迹 时 得 到 的 。 但 当时 的 行列 式 理论 尚 不 完善 ， 也 不 是 现代 意义 上 的 行列 式 
理论 。 真 正 的 行列 式 理 论 的 发 展 应 当归 功 于 数学 家 柯 西 : 他 引进 了 子 式 、 伴 
随和 抢 阵 、 和 矩阵 的 乘法 等 重要 概念 。 

矩阵 特征 理论 〈 即 特征 值 与 特征 庙 量 ) 的 诞生 与 发 展 要 归功 于 斯 图 姆 
(Jacques Sturm) ， 其 主要 目的 是 解决 党 微分 方程 。 事 实 上 ， 算 阵 特 征 概念 在 
此 80 多 年 前 就 已 经 产生 , 法国 数学 家 达 朗 贝尔 在 对 研究 弹簧 系统 臣 运 动 时 构 
造 的 微分 方程 求解 时 遇 到 此 问题 。1830 年 后 ， 雅 各 比 、 克 劳 尼 克 、 魏 尔 斯 特 
拉 斯 、 凯 莱 、 爱 森 斯 坦 因 等 人 在 此 领域 的 贡献 功 不 可 没 。 但 英国 数学 家 西 尔 
威 斯 特 在 矩阵 理论 方面 的 贡献 可 图 可 点 他 第 一 次 (1850 年 ) 正式 使 用 “ 算 
阵 ” 这 一 词汇 ， 并 给 出 了 数学 定义 。 他 和 遍 莱 在 和 矩阵 理论 方面 的 贡献 无 人 可 
比 。 当 然 ， 后 来 的 哈密 尔 顿 、 约 当 、 弗 洛 比 利 斯 等 人 为 矩阵 理论 的 发 展 也 做 
出 了 很 多 贡献 ， 为 后 人 留 下 了 宝贵 的 理论 知识 。 


二 、 乱 阵 和 同 量 的 基本 运算 


一 个 和 矩阵 就 是 一 个 由 一 些 数 〈 或 竺 号、 字母 ) 构成 的 一 个 阵列 。 一 个 关头 
2 实 和 矩阵 就 是 排列 成 mr 行 、n 列 的 一 个 元 素 为 实数 的 长 方形 阵列 。 后 面 会 看 
到 ， 在 几何 上 它 相 当 于 两 个 向 量 空间 之 间 的 一 个 线性 变换 。 和 矩阵 理论 通常 被 
看 作 是 线性 代数 的 一 个 分 文 。 其 中 方 阵 〈 行 列 数 相 等 ， 即 m 二 n〉 最 为 重要 ， 
因为 一 个 nXn 矩阵 有 很 多 非常 好 的 性 质 。 下 面 是 几 个 不 同型 号 的 矩阵 : 


1 3 
1 4\ |2 8 

(。 )， , (1.6 0.2 1.0)， 
2 5 of lo 4 
5 6 


我 们 可 以 对 两 个 相同 大 小 的 矩阵 进行 加 减 运 算 ， 其 结果 产生 同样 大 小 的 对 应 
元 素 相 加 得 到 的 矩阵 。 如 
(5 4) 十 (20 30)=(25 340)， 


1 0 2 4 3 4 
0 2 1 5|=|1] 7|。 
0 6 1 9 


1 3 


十 
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一 个 头 X2 和 抢 阵 可 右 乘 一 个 2Xz 如 和 矩阵， 结果 为 一 个 加 X 户 失 阵 。 即 乍 阵 乘 法 
AB 必须 满足 : 4 的 列 数 等 于 B 的 行 数 。 如 ， 一 个 4X2 和 扼 阵 可 与 一 个 2X3 惩 
阵 相 乘 ， 产 生 一 个 4X3 和 抢 阵 。 
平面 上 的 点 、 拖 阵 的 行 〈 或 列 ) 都 可 以 看 成 向 量 。 如 ，(2，5) 为 平面 上 
的 一 个 点 ， 也 可 以 称 为 一 个 2 维 向 量 ，(3，7，1) 为 一 个 3 维 向 量 。 两 个 向 
量 内 积 (或 称 为 点 乘 ) 定义 为 : 
(a.b) » (c,d)=actbd, 
《aypc)。(de 门 一 ai 十 pe 十 cr 
例如 : 
(2,5,1) 。(4,3,1) 一 2X4 十 5X3 十 1IX1 一 24。 
注意 到 两 个 向 量 的 内 积 为 一 个 数 ， 而 不 是 向 量 。 同 时 ， 只 有 两 个 相同 维 数 的 
向 量 才 可 以 进行 内 积 运 算 。 
我 们 记 4A(i，j7) 为 矩阵 4 位 于 第 i 行 、 第 7 列 的 元 嵌 。 例 如 4(3，2) 为 
4 的 第 3 行 、 第 2 列 的 元 素 。 假 设 4， 吕 ，C 均 为 矩阵 ， 且 4B 二 C， 则 CC 的 元 
素 定义 如 下 : 
C(i,7) 二 (A 和 的 第 i 行 )，(B 的 第 7 列 )。 


下 面 的 例子 进一步 说 明和 矩阵 的 乘法 : 


一 1 
5D 
2 5 1 ! 0 4 13 1 
so 
4 3 1 6 9 1 
2 3 1 
$2 和 扎 阵 与 变换 


一 、 平 面 上 的 起 阵 乘法 与 几何 变换 


考虑 二 维 空间 上 和 矩阵 的 几何 意义 。 我 们 将 平面 上 的 一 点 了 看 成 一 个 1x2 
和 矩阵 , 那么 P 可 以 右 乘 一 个 2X2 矩阵。 这 相当 于 对 P 进行 相应 的 几何 变换 。 


和 


1 P= (2, 1). 


3 0 
(1) 缩放 变换 ( 见 图 16 一 ] (a)); (2 D…(。 = (6 1), 
0 1 
(2) 旋转 变换 ( 见 图 16 一 1 (b)): (2 1) 。 (, 中 = (一 1 2)， 


(3) 关于 x 轴 的 镜像 变换 ( 见 图 16 一 1 (c)):， (2 1) 。 (, _ 1) 


(2 一 1])， 


(2,1) (6,1) 


(a) 缩 放 变 换 (b) 旋转 变换 (c) 镜像 变换 
图 16 一 ! 
上 面 所 有 的 变换 均 为 线性 变换 。 注 意 平移 变换 不 是 线性 变换 ， 它 不 能 表 
示 成 一 个 2X2 矩阵 的 右 乘 。 假 设 P 王 (2，1)， 我 们 先 对 它 顺 时 针 旋 转 90 度 ， 
再 党 工 轴 正身 平移 3 个 单位 ， 沿 > 轴 正 向 平移 4 个 单位 。 那 么 相当 于 先 对 P 
右 乘 一 个 矩阵 ， 再 加 上 一 个 矩阵 。 图 16 一 2 展示 了 实现 的 变换 ， 类 似 于 


[2 i -+ [3 4) =[2 6] 


旋转 90” 


(2.1) 


< 党 y 轴 正 向 平 


沿 x 轴 正 疝 平 移 4 个 单 倍 
移 3 个 单位 移 4 个 单位 


(2,0) 


y 
图 16 一 2 


注意 ， 在 以 上 和 矩阵 运算 中 ， 如 果 我 们 将 点 的 坐标 用 列 癌 量 x 表示， 那么 
矩阵 乘法 就 应 该 是 左 乘 ， 即 4x。 事 实 上， 一 般 教 科 书 上 均 习 惯 采 用 列 问 量 和 
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| 这 这 这 数 i = J [| 


矩阵 左 乘 的 形式 ， 尽 管 这 样 做 会 在 书写 上 带 来 一 些 不 便 ,， 但 是 这 种 形式 符合 
我 们 的 思维 习惯 和 在 线性 代数 中 所 学 的 内 容 形 式 。 

二 、 一 般 欧 氏 变换 的 矩阵 表示 

矩阵 可 以 让 我 们 将 任意 一 个 几何 变换 用 统一 的 形式 来 表达 ， 以 便于 计算 
和 变换 合成 。 利 用 点 的 齐 次 坐标 ， 我 们 可 以 很 方便 地 表示 各 种 类 型 的 几何 
(包括 欧 氏 、 仿 射 和 投影 ) 变换 。 如 果 T(x) 为 本 上 的 一 个 几何 变换 , 那么 我 
们 可 以 通过 求 开 在 只 "的 一 组 标准 正 交 基 下 的 像 来 得 到 了 的 矩阵 A4， 即 , 4 二 
(7Tel，7ez，…，Te,)。 例 如 ， 国 数 T(z) 二 5x 为 一 个 线性 变换 。 运 用 这 个 
方法 产生 


5 0 
T(z) =5r=51z = | )z。 
0 5 


在 平面 上 上 绕 坐标 原点 O 逆 时 针 旋 转 0 角 ， 对 应 的 坐标 变换 式 为 


下 . 
TX =XCOS0— ysing, 


y 一 zsing 十 ycos0。 
写成 矩阵 一 向 量 乘积 形式 ， 即 4X 一 和 ， 其 中 


cosb —sing zx , /x 
A (sng oo) 和 
因此 ， 两 次 连续 的 旋转 变换 对 应 于 两 个 旋转 矩阵 〈 称 为 正 交 和 矩 阵 〉 的 
乘积 这 可 以 推广 到 三 维 其 至 更 遍 维 空间 。 田 一 方面 ,空间 的 平移 变换 同 
样 可 以 用 和 矩阵 一 向 量 乘积 来 表达 。 为 此 ,我们 引入 齐 次 坐标 的 概念 : 我 
们 记 


, /X\ | ， 
.4 =( )= 
则 及 和 成 分 别称 为 向 量 着 和 发 "的 齐 次 坐标 。 假 设 平面 上 的 向 量 〈 点 ) 发 在 平 
面 上 绕 坐 标 原 点 O 闭 时 针 旋 转 9 角 后 再 沿 着 向 量 P 一 (xo。，yo) 平移 。 那 么 该 
变换 可 以 表示 为 

局 一 人 (天 ) 一 4 和 十 也。 


有 


ya 
了 
l 


记 


一 一 一 一 一 一 :- 一 一 一 一 -- = 
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和 和 


cosO 一 SInO Xo 
_ /A P . 
= 人 (o = Sin0 cosO yo|， 
0 0 1 
则 有 
过 /一 及 冯 ， 
说 明 一 般 几 何 变换 在 齐 次 坐标 系 下 为 线性 变换 。 这 一 事实 可 以 推广 至 三 维 甚 
至 更 高 维 空间 。 


齐 次 坐标 在 射影 几何 中 有 广泛 的 应 用 。 通 过 坐标 的 齐 次 化 ， 我 们 可 以 把 
空间 的 反 与 线 统 一 《〈 例 如 ， 两 点 确定 一 条 直线 的 对 偶 命 题 为 两 条 线 交 于 一 
态 )， 间 时 我 们 还 可 以 对 空间 中 的 无 穷 远 点 与 一 般 点 一 视 同仁 。 有 兴趣 的 读者 
可 以 参阅 射影 几何 方面 的 文献 。 


$3 短 阵 市 场 与 从 阵 管理 


1949 年 的 仲夏 ,哈佛 大 学 教授 里 郧 惕 夫 正 小 心经 翼 地 将 他 手 上 的 卡片 中 
的 数据 一 点 一 点 输入 到 哈佛 大 学 的 一 台 标 号 为 I 的 计算 机 中 ， 这 些 数据 为 美 
国 国家 统计 局 历经 两 年 的 辛勤 劳动 收集 得 到 的 美国 各 个 经 济 领 域 的 数据 ， 共 
有 250 000 个 部 分 。 里 昂 惕 夫 将 美国 的 经 济 划分 为 500 个 部 门 ， 其 中 包括 煤 
炭 、 工 业 自 动 人 化、 通讯、 交通、 农业 、 医 疗 等 部 门 。 他 还 给 出 了 一 个 线性 方 
程 组 ， 以 刻画 每 个 部 门 的 产品 对 其 他 部 门生 产 的 贡献 。 这 台 处 理 数据 的 电脑 
在 当时 可 以 说 是 “非常 先进 ”了 ， 然 而 它 还 是 无 法 处 理 这 样 一 个 含 500 个 方 
程 、500 个 未 知 量 的 线性 方程 组 。 为 了 解 这 样 一 个 线性 方程 组 ， 里 昂 惕 夫 不 得 
不 将 它 分 解 成 十 几 个 部 分 ， 其 中 每 个 部 分 最 大 含有 42 个 方程 、42 个 未 知 量 。 
即使 是 这 样 相 对 较 小 的 线性 方程 组 ， 每 个 方程 组 的 求解 还 伦 了 超过 56 个 
小 时 。 

里 昂 惕 夫 在 1973 年 获得 了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 ， 他 开创 了 数学 模型 在 经 济 学 
中 的 应 用 。 可 以 说 ， 在 数学 应 用 于 经 济 学 等 领域 的 过 程 当 中 ， 短 阵 发 挥 了 不 
可 替代 的 作用 。 

在 任何 企业 和 组 织 里 面 ， 只 要 存在 分 工 ， 就 会 有 和 矩阵 的 存在 。 中 国人 不 
太 谋 欢 和 矩阵 ， 很 多 人 也 不 太 适 应 和 矩阵， 但 事实 上 ， 和 矩阵 无 所 不 在 。 一 个 稍微 
成 型 的 企业 就 会 拥有 业务 、 人 力 资源 、 财 务 等 多 个 部 门 ， 只 要 有 部 门 分 工 ， 
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和 矩阵 就 已 经 和 存在 了 。 业 务 部 门 从 事 销 售 、 市 场 等 方面 工作 ， 而 人 力 资 源 部 门 
负责 招聘 、 薪 酬 、 考 核 等 ， 是 一 个 横向 的 职能 部 门 ， 这 样 ， 凡 是 业务 部 门 中 
与 招聘 、 薪 酬 等 相关 的 工作 ， 都 应 该 和 人 力 资源 部 门 达 成 共识 ， 必 须 按 人 力 
资源 部 门 的 相关 规定 与 流程 开展 工作 。 辐 样 。 其 他 部 门 如 业务 部 门 和 财务 部 
门 之 间 、 人 力 资 源 部 门 和 财务 部 门 之 间 ，、 也 会 根据 目 身 的 专业 部 门 功能 形成 
征 阵 ， 这 时 便 形 成 了 部 门 矩 阵 。 

当 企 业 发 展 到 有 多 个 分 支 机 构 时 ， 和 撼 阵 就 变 得 相对 更 为 复杂 ， 不仅 会 存 
在 部 门 矩 阵 ， 也 会 出 现 分 支 机 构 横 回 管理 和 总 部 纵向 管理 的 矩阵 。 所 谓 横向 
管理 ， 就 是 贴身 管理 、 走 动 式 管理 ， 对 于 一 些 需 要 本 地 化 管理 的 工作 而 言 ， 
横向 管理 无 疑 具有 很 大 优势 。 但 为 了 确保 系统 的 完整 统一 ， 总 部 还 是 要 坚持 
专业 的 职能 管理 ， 包 括 财 务 、 人 力 、 销 售 、 产 品 等 在 内 都 要 有 一 个 垂直 的 纵 
向 管理 。 于 是 ， 这 时 形成 了 和 矩阵 的 一 个 延伸 ， 即 总 部 专业 职能 管理 与 分 支 机 
构 的 本 地 化 横向 管理 。 

当 企 业 运 营 多 个 产品 ， 拥 有 多 条 业务 线 时 ， 和 矩阵 就 会 进一步 复杂 化 。 企 
业 会 形成 同一 个 销售 部 门 对 应 不 同 的 产品 线 ， 就 会 形成 交叉 销售 、 重 复 销售 
等 ， 这 时 的 矩阵 就 更 加 复杂 与 多 元 化 。 

当 部 门 分工 、 分 支 机 构 、 多 业务 线 都 并 存 时 ， 这 个 组 织 的 矩阵 管理 总 体 
来 讲 是 一 个 相当 复杂 的 结构 ， 而 此 时 就 对 企业 的 管理 水 平 提出 了 更 高 的 要 求 。 

在 企业 中 ， 会 出 现 大 和 窍 隆 套 小 矩阵 的 复杂 局 面 。 比 如 产品 事业 部 关联 于 
财务 部 ， 是 一 个 大 和 挎 阵 ， 但 是 在 产品 事业 部 内 部 可 能 会 有 很 多 的 产品 线 ， 会 
关联 于 销售 部 门 ， 这 样 一 来 ， 又 形成 了 事业 部 内 部 的 小 和 矩阵。 因此 ， 无 论 我 
们 是 否 豆 欢 ， 和 矩阵 无 所 不 在 。 

1， 源 头 与 结 点 ， 和 矩阵 管理 的 复杂 性 

和 矩阵 管理 的 本 质 是 双 线 管理 。 一 方面 要 考虑 纵 癌 管理 ， 另 一 方面 又 要 考 
虑 横向 管理 。 就 好 比 一 个 家 庭 里 面 既 有 父亲 ， 又 有 和 母亲， 到 底 是 父亲 更 重要 ， 
还 是 母亲 更 重要 ?不同 的 事情 、 不 同 的 阶段 ， 父 亲 和 和 母亲 发 挥 的 作用 是 不 一 
样 的 ， 但 是 缺 一 个 可 。 同 理 ， 在 和 抢 阵 管理 中 ， 很 难 定性 哪个 管理 更 重要 。 

矩阵 管理 的 复杂 性 存在 于 两 个 层面 上 。 首 先是 矩阵 的 源头 ， 也 就 是 企业 
双 线 部 门 主 管 ， 也 就 是 孩子 的 父母 ， 他 们 必须 能 很 好 地 协同 。 在 现实 工作 中 ， 
很 多 部 门 主管 希望 单线 管理 ， 因 此 在 矩阵 结构 下 经 常会 觉得 自己 说 了 不 算 ， 
还 需要 和 他 人 进行 协调 ， 党 得 很 及 上 类。 其 次 是 矩阵 的 “ 结 点 "”， 即 被 管辖 的 员 
工 。 同 时 受到 纵向 、 横 向 主管 的 双向 管理 。 他 们 往往 会 党 得 工作 很 么 ， 因 为 
同时 有 两 个 领导 ， 需 要 花费 较 多 的 沟通 时 间 ， 工 作 强 度 与 难度 会 提高 ， 双 回 


[省 是 ,是 时 时 秆 定居 归 , 扩 是 祁 必 居 居 晤 | 


领导 都 会 提出 自己 关心 的 工作 目标 与 指标 ， 有 时 双向 指令 有 冲突 时 还 会 觉得 
无 所 适 从 。 值 得 注意 的 是 ， 在 很 多 企业 中 ， 被 管辖 员工 有 时 甚至 会 有 意 无 意 
地 制造 和 矩阵 源头 间 的 矛盾 与 分 歧 ， 从 而 给 自己 获得 一 个 推脱 责任 的 借口 或 者 
是 偷懒 的 空间 。 要 提升 企业 管理 水 平 ， 往 往 需 要 从 意识 上 提高 对 矩阵 管理 的 
认识 与 接纳 。 只 要 企业 有 一 定 规 模 、 进 行 部 门 分 工 、 出 现 分 支 机 构 、 运 营 多 
条 业务 线 时 ， 无 论 你 喜欢 也 好 ， 不 喜欢 也 婴 ， 主 动 选择 也 好 ， 被 动 采 纳 也 罢 ， 
算 阵 就 是 必然 面 对 的 一 种 现象 ， 是 无 处 不 在 的 。 相 信 当 人 们 认识 到 和 矩阵 必然 
存在 的 现象 后 ， 心 里 就 会 平和 与 坦然 许多 ， 而 这 无 疑 有 利于 提升 企业 经 理 人 
的 矩阵 管理 能 力 。 

对 矩阵 的 源头 而 言 ， 主 管 们 要 讲究 专业 分 工 ， 突 出 各 自 专 业 价 值 ， 不 同 
的 事项 ， 应 该 由 更 合适 的 专业 部 门 进行 管辖 ， 而 不 是 讲究 “一 言 堂 ”。 为 此 ， 
一 定 要 了 明确 制 怎 合理 的 职责 制度 。 尽 管 矩阵 是 双 线 管理 ， 但 并 不 意味 着 什么 
事情 都 要 大 家 一 起 管 ， 也 不 意味 着 什么 事情 大 家 都 不 管 ， 而 是 什么 事情 该 谁 
管 ， 通 过 什么 流程 管 ， 另 外 一 方 如 何 参与 进来 ， 要 有 明确 的 规则 。 规 则 越 清 
晰 ， 效 率 就 越 高。 男 外 ， 和 矩阵 的 源头 要 多 沟通 。 只 要 两 个 部 门 的 主管 沟通 多 
了 ， 和 矩阵 的 源头 就 会 不 断 地 磨合 ， 从 而 提升 企业 的 管理 磨合 度 。 

最 后 ， 和 矩阵“ 结 点 ”的 员工 要 善于 协调 和 矩 阵 源 头 的 协同 ， 也 就 是 协调 双 
向 主管 的 协同 ， 而 不 是 从 中 挑拨 离间 。“ 结 点 ”的 员工 要 转变 怕 麻 烦 、 受 束缚 
的 心态 ， 应 擅长 利用 双向 管理 的 资源 ， 不 要 把 双向 汇报 当 作 一 种 包容 ， 而 是 
要 清晰 地 意识 到 ， 其 实 有 两 个 主管 在 同时 帮助 你 、 支 持 你 ， 你 获得 了 双 倍 的 
资源 。 

2.， 效率 ， 和 矩阵 管理 的 中 国 误 读 

时 下 有 很 多 中 国 的 职业 经 理 人 ， 本 能 地 束 会 说 矩阵 管理 的 效率 太 低 、 管 
理 太 复 杂 了 ， 不 喜欢 矩阵 管理 。 这 其 实 是 一 种 对 效率 的 错误 理解 。 速 度 快慢 
与 效率 高 低 是 两 回 事情 ， 速 度 快 并 不 一 定 意味 着 效率 高 ， 快 速 地 做 了 一 件 本 
身 就 是 错误 的 事情 ， 这 样 的 效率 是 负数 。 到 底 一 个 人 的 单线 管理 效率 更 高 ， 
还 是 双 线 管理 效率 更 高 ， 很 难 做 定性 判断 。 因 为 当 一 个 人 单线 管理 的 专业 能 
力 、 工 作 时 间 等 不 够 时 ， 双 线 管理 的 专业 互补 优势 将 非常 明显 ， 尤 其 当 出 现 
地 域 制约 时 ， 无 法 对 外 地 机 构 人 员 进 行 贴 喘 式 管理 ， 因 此 ， 此 时 ， 单线 管理 
的 效率 未 必 就 高 。 

当然 ， 在 双 线 管理 的 职责 下 ， 如 果 大 家 分 工 不 明确 ， 经 常 产 生 “ 过 量 ” 
的 冲突 和 分 歧 ， 效 率 自 然 也 会 低下 。 但 需要 注意 的 是 ， 并 非 有 争论 、 有 分 皮 
就 是 效率 低下 ， 真 理 越 辩 越 明 ， 没 有 争论 就 不 可 能 达成 有 效 决 策 ,， “民主 集中 
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制 ” 也 告诉 我 们 同样 的 道理 。 适 度 的 冲 罕 与 分 歧 对 组 织 提升 决策 与 运行 效率 
是 有 正面 帮助 和 的， 由 此 ， 算 阵 管理 中 的 一 些 争 论 并 非 是 对 效率 的 扼杀 ， 可 能 
恰恰 有 助 于 通过 有 效 决 策 提升 企业 运行 效率 。 

父母 在 教育 小 孩 时 时 常 也 会 有 分 歧 与 争论 ， 有 时 也 会 党 得 效率 不 高 ， 但 
是 当 父 母 能 够 很 好 地 分 工 与 充分 沟通 时 ， 我 们 依然 觉得 这 样 的 双亲 式 家 庭 管 
理 对 孩子 的 成 长 是 最 为 有 利 的 ， 企 业 管 理 也 是 如 此 。 和 矩阵 管理 是 一 种 科学 的 
管理 方式 ， 无 论 你 是 否 辟 欢 ， 垂 阵 无 处 不 在 。 

经 济 学 中 的 矩阵 有 很 多 ， 比 较 常 见 的 有 : 得 分 矩阵 〈 又 叫 昕 得 矩阵 )、 竞 
赛 和 矩阵、 状态 怎 阵 等 ， 这 些 和 矩阵 产 生 于 经 济 学 本 号， 为 经 济 学 以 及 相关 学 科 
的 理论 发 展 带 来 了 诸多 方便 。 


“思考 题 


1. 试 求 同 时 位 于 两 条 直线 x 十 5y= 二 7 和 x 一 2y 二 一 2 上 的 点 的 坐标 。 

2. 在 二 维 空 间 中 ， 什 么 样 的 变换 能 够 将 > 轴 变 换 到 y 轴 ， 同 时 将 y 轴 变 
措 到 之 轴 ? 

3.， 如果 将 上 一 题 中 的 变换 作用 到 点 P 二 (1，2)， 求 产生 的 点 的 坐标 。 

4. 你 能 写 出 平面 上 任意 三 条 直线 过 同一 点 的 充 要 条 件 吗 ? 


第 十 七 讲 “Google 一 下 ! 息 阵 污 网 络 


21 世纪 被 称 为 高 度 信息 化 的 世纪 。 人 们 的 日 常生 活 、 工 作 等 都 离 不 开 信 
息 和 网 络 。 一 个 没有 网 络 的 地 方 将 是 被 世人 遗忘 的 角落 。 信 息 检 索 是 如 今 人 
们 每 天 都 要 从 事 的 活动 ， 无 论 你 是 从 事 科 学 研究 ， 还 是 想 周游 世界 ， 你 都 需 
要 掌握 足够 的 信息 。 网 络 的 产生 和 发 展 为 信息 检索 提供 了 方便 。 本 讲 将 介绍 
基于 和 矩阵 理论 、 线 性 代数 的 信息 检索 技术 和 和气 阵 理论 在 Google 搜索 引擎 技术 
方面 的 应 用 。 


$ 1 信息 检索 


互联 网 上 数据 库 的 发 展 导致 了 信息 存 迪 和 信息 检索 的 巨大 进步 。 现 在 ， 
检索 技术 主要 基于 惩 阵 理 论 和 线性 代数 。 

在 一 般 情 况 下 ， 一 个 数据 库 包 含 一 组 文档 ， 且 我 们 希 记 通过 检索 这 些 文 
档 来 找到 最 符合 特定 检索 内 容 的 文档 。 根 据 数据 库 的 类 型 ,我们 可 以 像 在 期 
刊 上 检索 论文 、 在 互联 网 上 搜索 网 页 、 在 图 书馆 中 搜索 图 书 或 在 电影 集中 搜 
索 某 部 电影 一 样 ， 搜 索 这 些 条 目 。 

我 们 假设 数据 库 包 含 m 个 文件 和 个 可 用 于 搜索 的 关键 宇 《字典 字 )。 由 
于 类 似 冠 词 或 前 级 之 类 的 通用 词汇 过 于 普遍 ， 因 此 并 非 所 有 词汇 都 是 可 以 用 
于 搜索 的 。 假 设 这 些 关键 字 是 按照 字典 顺序 进行 排列 的 ， 那 么 我 们 可 以 将 数 
据 库 表示 成 一 个 m 行 n 列 的 矩阵 和 A， 其 中 每 个 文档 被 表示 成 这 个 矩阵 的 某 一 
列 。 例 如 ， 4 一 (ar )wxx 的 第 7 列 的 第 1 个 元 素 a1; 为 第 ji 个 文档 中 第 1 个 关键 
字 出 现 的 相对 频率 ; 同样，az 为 第 7 个 文档 中 第 2 个 关键 字 出 现 的 相对 频率 ， 
等 等 。 用 来 搜索 的 关键 字 被 表示 成 R” 中 的 一 个 向 量 x。 如 采 第 i 个 关键 字 在 
搜索 列表 中 ， 则 x 的 第 i 个 分 量 x; 二 1， 否则 zi 二 0。 为 了 完成 搜索 ， 我 们 考 
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虑 乘积 A!'x。 


AS 


简单 匹配 搜索 


一 类 最 简单 的 搜索 是 确定 每 一 个 文档 中 有 和 多少 个 搜索 的 关键 字 ， 这 种 方 
法 不 考虑 字 的 相对 频率 问题 。 例 如 ， 假 设 数据 库 中 包含 下 列 书 名 : 


B,. 


B. 


Applied Linear Algebra 


Elementary Linear Algebra 


. Elementary Linear Algebra with Applications 
. Linear Algebra and Its Applications 

. Linear Algebra with Applications 

. Matrix Algebra with Applications 


Miatrix Theory 
字母 顺序 给 出 关键 字 的 集合 为 


Algebra, Application, Elementary, Linear, Matrix, Theory, 

对 于 衡 单 匹配 搜索 ， 只 需 在 数据 库 和 矩阵 中 使 用 0 和 1， 而 不 必 考 虑 关键 字 
的 相对 频率 。 因 此 和 矩阵 4 一 (oz )mx, 中 ，as 二 1 表示 第 i 个 单词 出 现在 第 i 个 书 
名 中 ; 相反 ， 如 果 a; 二 0， 则 表示 第 i 个 单词 不 出 现在 第 i 个 书 名 中 。 假 设 搜 
索引 擎 十 分 先进 ， 它 可 以 识别 同一 个 单词 的 不 同形 式 〈 如 名 词 、 形 容 词 和 副 
词 ， 过 去 式 、 进 行 时 等 )。 如 上 面 的 书 名 中 ，Applied 和 Application 被 认为 都 
代表 单词 Application。 于 是 以 上 所 给 出 的 书 名 列表 对 应 的 数据 库 和 矩阵 如 


下 表 : 


表 17 一 1 


Algebra 
Application 


线性 代数 的 书籍 陈列 数据 库 的 阵列 表示 


Elementary 


Linear 
Matrix 
Theory 


璧 如， 如 有 果 搜 索 的 关键 词 为 Applied linear algebra, 则 数据 库 和 矩阵 和 搜索 
向 量 分 别 为 


间 人 和 让 太 轴 羡 下 长 人为 每 其 盖 过 怀 轩 可 司 鸭 生理 主 只 且 汪 要 项 学 请 证 证 革 轴 间或 卫 轴 训 丰 二 特 生 乒 昌 等 久生 逢 中 


] 1 1 1 1 1 0 1 

1 0 1 1 110 1 

0 1 10 0 0 0 0 
A= ，X 二 | |。 

1 1 1 1 10 0 1 

0 0 0 0 0 1 1 0 

0 00 0 .001 0 

如 果 令 y 二 A'x， 则 

1] 1 0 1 0 0 ] 3 

1 0 1 10 0 ) 2 

1 1 1 10 0 3 
y 二 |1] 1 0 1 0 0 ) 一 |3|。 

1 10 100 0 3 

1 10010 0 2 

00001 1 0 


其 中 y; 的 值 (3) 就 是 搜索 关键 字 在 第 1 个 书 名 中 的 数量 ，y; 一 2 表示 在 第 2 
个 书 名 中 有 2 个 搜索 关键 字 ， 等 等 。 因 为 1 二 二 y4 王 ys 二 3， 故 书 名 Bi， 
Bs ，Bi ，Bs 必 包 含 所 有 3 个 需要 搜索 的 关键 字 。 如 果 搜 索 设置 为 匹配 所 有 搜 
索 单词 ， 那 么 搜索 引擎 返回 第 1、3、4、5 个 书 名 。 


二 、 相 对 频率 搜索 


非 营 利 数 据 库 的 搜索 通常 会 包含 所 有 关键 字 的 文档 ， 并 将 它们 按照 相对 
频率 进行 排列 。 此 时 ， 数 据 库 算 阵 的 元 素 应 能 反映 出 关键 字 在 文档 中 出 现 的 
频率 。 例 如 ， 假 设 数据 库 所 有 关键 字 的 字典 中 第 6 个 单词 为 Algebra (不 分 大 
小 写 ) 、 第 8 个 单词 为 Applied， 字 典 中 的 单词 采用 字母 顺序 排列 。 例 如 数据 
库 中 文档 9 包含 关键 字 字 典 中 单词 的 总 次 数 为 200， 且 若 单词 Algebra 在 文档 


中 出 现 10 次 ， 而 单词 Applied 出 现 6 次 ， 那 么 这 些 单词 的 相对 频率 分 别 为 二 


和 a05 » 并 且 它 们 对 应 的 数据 库 矩 阵 4 有 对 应 元 闪 ase 一 0. 05 和 as 一 0.03。 为 
了 搜索 这 两 个 关键 词 ， 我 们 取向 量 x， 使 得 x 一 zs 一 1， 且 对 于 不 等 于 6 和 8 的 
下 标 i:， 我 们 取 zi 二 0。 然 后 计算 yA'x。 >》 中 对 应 于 文档 9 的 元 素 为 YA * 
1 十 ass， 1 二 0.08。 这 说 明文 档 9 中 出 现 关 键 词 总 数 为 16 次 ， 占 关键 词 出 现 总 
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数 200 的 0.08%。 如 果 ys 为 向 量 了 中 最 大 的 分 量 ， 则 说 明 数 据 库 中 的 文档 7 
包含 关键 词 的 相对 频率 最 大 ， 那 么 搜索 引擎 (例如 Google 或 者 Yahoo) 返回 
的 结 末 中 有 可 能 将 该 文档 排 在 所 有 文档 的 前 面 ， 表 示 该 文档 与 我 们 所 尖 要 查 
找 的 内 容 最 吻合 。 


三 、 高 级 搜索 方法 


搜索 某 些 关键 词 ， 例 如 上 面 的 Linear 和 Algebra， 可 能 会 出 现 很 多 其 至 数 
以 于 计 的 文档 ， 其 中 有 些 文档 可 能 不 是 我 们 所 需要 的 ， 它 们 甚至 不 是 关于 线 
性 代数 方面 的 。 如 果 我 们 增加 搜索 关键 词 的 数量 ， 并 要 求 所 有 搜索 的 单词 匹 
配 ， 那 么 可 能 会 第 掉 一 些 我 们 想 要 的 、 与 线性 代数 相关 的 文档 。 对 于 这 个 扩 
展 的 搜索 单词 列表 ， 搜 索 结果 应 优先 给 出 匹配 关键 词 最 多 有 旦 关键 词 出 现 的 相 
对 频率 最 高 的 文档 。 为 了 实现 这 一 目的 ， 我们 需要 在 数据 库 和 矩阵 4 的 列 向 量 
中 寻找 与 搜索 向 量 x 比较 “接近 ”的 向 量 ， 而 衡量 两 个 向 量 接近 的 一 种 方法 
就 是 计算 两 个 问 量 之 间 的 夹 角 。 


四 、 洪 语义 索引 


通过 除 以 一 个 常数 倍 ， 我 们 可 设 搜索 向 量 x 为 单位 向 量 ， 即 x 的 所 有 分 
量 的 和 为 1。 令 向 量 y 二 A'x ,那么 y= 二 A 'x 的 最 接近 于 1 的 分 量 对 应 于 最 符 
合 匹配 要 求 的 文档 。 

由 于 关键 词 可 能 是 多 义 词 或 同义词 ， 故 我 们 可 以 考虑 数据 库 的 一 个 近似 。 
因为 存在 同义词 ， 数 据 库 矩 阵 中 的 某 些 元 素 可 能 会 出 现 多 余 的 1; 同样 ， 因 为 
存在 同义词 ， 数 据 库 和 矩阵 中 的 某 些 本 应 是 1 的 元 素 可 能 会 变 成 0。 例 如 ， 当 我 
们 搜索 关键 词 Experiment 的 时 候 ， 它 的 同义词 或 近义词 Lab，Test 等 有 可 能 
让 忽 略 ， 而 被 视 为 不 匹配 的 情形 ; 而 当 我 们 要 搜索 数学 词汇 Difference ( 差 
分 ) 这 个 单词 时 ， 系 统 有 可 能 将 诸如 Different，unequal， 以 及 unidentical 等 
车 不 相干 的 单词 混为一谈 ， 并 将 它们 匹配 。 

现在 我 们 假设 搜索 引擎 的 智能 化 程度 足以 区 分 和 归 类 这 些 玖 义 和 同 义 词 ， 
且 得 到 一 个 理想 短 阵 了 P, 令 一 4 一 忆 ， 那 么 窍 阵 五 成 为 一 个 误差 矩阵 。 注 意 
到 一 般 情 况 下 P 和 误差 矩阵 E 均 为 未 知 。 如 果 能 够 得 到 4 的 一 个 简单 近似 年 
阵 A1， 那 么 A 也 将 是 矩阵 了 的 一 个 近似 。 在 潜 语 义 索 引 (Latent Semantic 
Indexing, 简 记 为 LSI) 方法 中 ， 数 据 库 矩阵 4 用 一 个 秩 较 小 的 怎 阵 4 来 近 
似 。 该 方法 的 基本 思想 是 ， 一 个 秩 较 4 的 秩 小 的 矩阵 4 仍然 给 出 了 P 的 一 个 
好 的 近似 ， 且 由 于 其 简单 的 结构 ， 事 实 上 将 含有 较 小 的 误差 矩阵 A!， 即 
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改进 的 搜索 方法 可 以 处 理 词汇 的 不 同和 语言 的 复杂 性 。 由 于 一 些 搜索 的 
关键 词 可 能 有 多 层 意 义 ， 它 们 可 能 出 现 于 与 指定 的 搜索 关键 词 无 关 的 语言 
境 当 中 。 例 如 ， 单 词 Calculus 可 能 频繁 出 现在 输血 以 及 牙科 医学 文章 当中 。 
男 一 方面 ， 很 多 不 一 样 的 单词 意思 相同 或 者 相近 ， 这 些 相 近 的 单词 出 现 的 文 
档 同 样 反 映 我 们 所 需要 检索 的 内 容 和 目标 。 例 如 在 关于 狂犬 病 方 面 的 文章 中 
可 能 出 现 单词 dog， 然 而 这 类 文章 的 作者 却 一 般 习 惯 使 用 词汇 canine。 为 解决 
这 类 问题 ， 我 们 需要 寻找 与 给 定 搜索 单词 列表 最 接近 的 文章 ， 而 不 必 与 列表 
中 的 单词 学 面 丐 配 。 我 们 想 要 从 数据 矩阵 中 选 出 最 接近 搜索 向 量 的 列 同 量 。 
为 此 ， 我 们 使 用 两 个 同 量 的 夹 角 来 衡量 两 个 向 量 的 匹配 程度 。 

在 实际 问题 当中 ， 和 需要 匹配 的 关键 词 以 及 相关 联 的 文章 都 非常 多 ， 所 以 
数据 和 矩 阵 非常 大 “ 即 该 矩阵 的 行 数 mr 和 列 数 n 非常 大 )。 为 简化 ， 我 们 这 里 考 
虑 一 个 简单 的 例子 ， 其 中 的 m= 二 10，n 二 8。 假 设 一 个 网 站 有 8 个 线性 代数 模 
块 供 学 习 ， 且 每 一 个 模块 被 放置 在 不 同 的 网 页 当中 。 可 能 的 搜索 单词 列表 包 
括 以 下 词汇 : 

determinants, eigenvalues, linear, matrices, numerical, 

orthogonality, spaces, systems, transtormations, vector,。 

表 17 一 2 给 出 了 每 个 模块 中 关键 词 出 现 的 频数 。 例 如 ， 表 中 第 3 行 第 5 
列 元 素 为 4， 表明 关键 词 linear 在 第 5 个 模块 中 出 现 了 4 次 。 

表 17 一 2 关键 词 频 数 表 


determinants 
eligenvalues 
linear 
matrices 
numerical 
orthogonality 
spaces 
systems 
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0 
0 
9 
6 
0 
0 
0 
? 
0 
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Vector 


数据 库 矩 阵 是 将 表格 的 各 列 归 一 化 为 一 个 单位 列 向 量 得 到 的 。 因 此 ， 若 
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矩阵 @ 对 应 于 表 17 一 2 的 数据 库 和 矩阵 ， 则 数据 库 和 矩阵 8 的 各 列 由 下 式 确 定 : 
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S To 


为 了 搜索 关键 词 orthogonality，spaces，vector,， 我 们 构造 一 个 搜索 向 量 
x， 它 除了 对 应 于 搜索 关键 词 orthogonality，spaces，vector 的 3 行 不 是 零 外 ， 
其 余 元 素 均 为 零 。 为 得 到 单位 搜索 向 量 ， 将 对 应 于 搜索 关键 词 的 各 行 分 别 乘 


以 去 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 数据 库 矩 阵 8 以 及 搜索 向 量 x 每 一 个 元 素 均 四 使 


万 


五 人 后 保留 3 位 小 数 ) 为 


0. 000 
0. 000 
0. 539 
0. 647 
0. 000 
0, 000 
0, O00 
0. 539 
0. O00 
0. O00 
0, O00 
0. O00 
0. 000 
0, 000 
0. 000 
0. 577 
0. o77 
0. 000 
0. 000 


0. 577) 


0. 594 
U. O00 
0. 396 
0. 495 
0. 000 
0. 000 
0. 000 
0. 297 
0. 000 
0. 396 
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0. 327 
0. 000 
0. 436 
0. 327 
0. O00 
0. 000 
0. 546 
0. 327 
0. 000 
0. 436 


，8。 


0. 000 
0. O00 
0. 574 
0. 364 
0. O00 
0. O00 
0. 229 
0. 229 
0.574 
0. 344 


0. 100 
0. 000 
0. 400 
0. 400 
0. 300 
0. 400 
0. 300 
0. 400 
0. 100 
U. 400 


0. 000 
0. 500 
0. UUU 
0. 400 
0. 000 
0. 600 
0. 300 
0. 200 
0. 300 
0. 100 


Oo. 147 
0, 442 
0. 442 
0. 442 
0,. 590 
0. 000 
O. 000 
O. 147 
90. 147 
0. 000 


0. 154 
0. 309 
0. 463 
0. 309 
0. 463 
0. 309 
0. 154 
0. 154 
0. 000 
0. 463 


如 果 令 y 一 QTx，y; 一 qx 二 cosb;:， 其 中 0; 为 单位 向 量 x 和 0 之 间 的 夹 角 。 对 
于 我 们 的 例子 ， 有 
y 二 (0. O00， Q. 229， 0. 567 ， 4， 331， 0. 635， 0， 577， 0, 000， 0O, 535)7 


[| 


由 于 ys 二 0. 635 为 了 中 最 接近 1 的 元 素 ， 说 明 搜 索 向 量 x 接近 as 的 方向 ， 因 
此 模块 5 应 当 是 最 接近 搜索 标准 的 一 个 。 接 下 来 最 接近 搜索 标准 的 一 个 应 该 
依次 是 模块 6 (一 0.577) 和 模块 3 (ys 二 0. 567) 。 注 意 到 一 个 模块 不 包括 符 
合 要 求 的 搜索 关键 词 ， 当 且 仅 当 它 对 应 的 数据 库 抢 阵列 向 量 与 搜索 向 量 x 正 
交 。 例 如 ， 模 块 1 和 模块 7 不 包含 所 需要 的 搜索 关键 词 ， 因 此 有 


y=qix=0, y=qix=0,。 


本 例 说 明了 一 些 数据 库 搜索 的 基本 思想 ， 即 利用 现代 矩阵 方法 ， 我 们 可 
以 对 搜索 过 程 进行 显著 改善 ， 并 加 快 了 搜索 速度 ， 同 时 纠正 多 义 词 或 同义词 
可 能 导致 的 错误 。 这 一 新 的 技术 被 称 为 潜 语义 索引 方法 ， 它 依赖 于 和 矩阵 分 解 
以 及 奇异 值 分 解 等 矩阵 方法 。 


$2 ” Google 短 阵 


国际 著名 搜索 引擎 Google 的 使 命 是 整合 全 球 信 息 ， 使 人 人 皆 可 访问 并 从 
中 受益 。 完 成 该 使 命 的 第 一 步 始 于 Google 创始 人 拉 里 。 佩 奇 (Larry Page) 
和 谢 尔 盖 。 布 林 〈Sergey Brin) 在 斯 坦 福 大 学 的 学 生 宿 舍 内 共同 开发 了 全 新 
的 在 线 搜索 引擎 ， 然 后 迅速 传播 给 全 球 的 信息 搜索 者 。 目 前 ，Google 被 公认 
为 全 球 规模 最 大 的 搜索 引擎 ， 它 提供 了 简单 易 用 的 免费 服务 ， 用 户 可 以 在 瞬 
间 得 到 相关 的 搜索 结果 。 

当 访 问 www. google. com 或 其 他 众多 Google 域 中 的 一 个 时 ， 我 们 可 以 使 
用 多 种 语言 查找 信息 ， 查 看 新 闻 、 股 票 、 地 图 ， 查 找 某 个 城市 的 电话 号 码 、 
搜索 数 十 亿 计 的 图 片 ， 精 确定 位 某 个 街道 上 的 人 或 物 ， 并 详 读 全 球 最 大 的 
Usenet 信息 存档 一 一 它 拥有 十 亿 多 个 帖子 ， 信 息 最 早 可 追溯 到 1981 年 。 

使 用 Google 工具 栏 ， 我 们 可 以 从 网 上 的 任意 位 置 执行 Google 搜索 。 即 
使 身边 没有 PC 机， 我 们 也 可 以 通过 WAP 和 iPhone 等 手机 或 无 线 通讯 平台 
使 用 Google。 

Google 来 源 于 单词 “Googol”， 它 本 是 一 个 数学 术语 ， 表 示 1 后 面 带 有 
100 个 零 。 它 是 由 美国 数学 家 爱德华 。 卡 斯 纳 的 侄子 米尔 顿 。 西 洛 塔 创造 的 ， 
因 出 现在 卡 斯 纳 和 人 篇 姆 士 ， 纽曼 合 著 的 《数学 与 想象 力 》 一 - 书 中 而 得 到 普及 。 
Google 公司 对 这 个 词 作 了 微小 改变 ， 借 以 反映 公司 的 使 命 ， 意 在 组 织 网 上 无 
边 无 际 的 信息 资源 。 
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Google 的 核心 软件 称 为 PageRank (网 页 级 别 )， 它 是 由 Google 的 创始 人 
拉 里 。 佩 奇 和 谢 尔 盖 。 布 林 在 斯 坦 福 大 学 开发 出 的 一 套用 于 网 页 评级 的 系统 。 
它 的 原理 如 下 ， 

(1) 当 从 网 页 A 链接 到 网 页 了 时，Google 就 认为 “网 页 A 投了 网 页 B 一 
票 "。Google 根据 网 页 的 得 票数 评定 其 重要 性 。 除 了 考虑 网 页 得 票数 〈 即 链 
接 ) 的 纯 数 量 之 外 ，Google 还 要 分 析 投 票 的 网 页 。“ 重 要 ”的 网 页 所 投 出 的 票 
就 会 有 更 高 的 权重 ， 并 且 有 助 于 提高 其 他 网 页 的 “重要 性 ”。 重 要 的 、 高 质量 
的 网 页 会 获得 较 高 的 网 页 级 别 。 

(2) Google 在 排列 其 搜索 结果 时 ， 都 会 考虑 每 个 网 页 的 级 别 。 当 然 ， 如 
果 不 能 满足 查询 要 求 ， 网 页 级 别 再 高 对 我 们 来 说 也 毫 无 意义 。 因 此 ，Google 
将 网 页 级 别 与 完善 的 文本 匹配 技术 结合 在 一 起 ， 为 我 们 找到 最 重要 、 最 有 用 
的 网 页 。Google 所 关注 的 远 不 只 是 关键 词 在 网 页 上 出 现 的 次 数 ， 它 还 对 该 网 
页 的 内 容 (以 及 该 网 页 所 链接 的 内 容 ) 进行 全 面 检查 ， 从 而 确定 该 网 页 是 否 
满足 我 们 的 查询 要 求 。Google 以 其 复杂 而 全 自动 的 搜索 方法 排除 了 任何 人 为 
因素 对 搜索 结果 的 影响 。 虽 然 Google 也 在 搜索 结果 旁 刊登 相关 广告 ， 但 没 人 
能 花 钱 买 到 和 葬 高 的 网 页 级 别 ， 从 而 保证 了 网 页 排名 的 客观 公正 。 

下 面 介 绍 与 Google 搜索 引擎 有 关 的 几 个 概念 ， 并 介绍 网 页 等 级 的 引信 。 

网 页 分 级 对 一 个 网 页 所 链接 的 所 有 网 站 进行 评估 ， 为 它们 分 配 一 个 数值 ， 
通过 分 析 网 络 的 整体 结构 ， 针 对 用 户 的 需要 和 兴趣 来 确定 哪些 网 站 可 以 评 为 
最 佳 相关 信息 的 来 源 。 

1， 网 页 分 级 

这 是 基于 “从 许多 优质 的 网 页 链接 过 来 的 网 页 必定 还 是 优质 网 页 ”的 回 
归 关 系 ， 来 判定 所 有 网 页 的 重要 性 。 它 有 效 利用 了 Web 所 拥有 的 庞大 链接 构 
造 的 特性 。 从 网 页 A 导向 网 页 B 的 链接 被 看 作 页 面 A 对 页 面 B 的 支持 投票 ， 
Google 根据 这 个 投票 数 来 判断 页 面 的 重要 性 。 可 是 Google 不 单单 只 看 投票 
( 即 链接 数 ) ， 对 投票 的 页 面 也 进行 分 析 。 重 要 性 高 的 页 面 所 投 的 票 的 评价 会 
更 高 ， 被 投 的 页 面 的 PageRank， 也 就 会 被 提高 。 根 据 这 样 的 分 析 ， 得 到 了 高 
评价 的 重要 页 面 会 被 给 予 较 高 的 网 页 等 级 ， 在 检索 结果 内 的 名 次 也 会 提高 ， 
且 每 一 个 网 页 都 有 一 个 特定 的 PageRank 值 。PageRank 值 的 大 小 取决 于 链 和 信 
网 页 数 、 链 人 入 网 页 的 质量 和 和 链 和 网 页 的 链 出 网 页 数 。 

2。Google 矩阵 A= (a;) 

网 页 关联 和 矩 阵 ， 用 来 表达 网 页 链接 关系 。 若 从 页 面 i 向 页 面 7 有 链接 ， 则 
定义 a; 二 1]， 否 则 cz 一 0。 如 用 NN 来 表示 页 面 数 ， 那么 和 4 为 NXN 方 阵 ， 称 


寺 和 和 
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为 Google 和 矩阵。 网 页 分 级 矩阵 是 把 和 4 转 置 。 为 了 将 各 列 矢量 和 的 总 和 变 成 1 
(全 概率 )， 把 各 个 列 矢 量 除 以 各 自 的 链接 数 ， 这样 作成 的 矩 阵 称 为 “ 迁 
移 概 率 和 矩阵 ”， 仍 记 为 和 。 它 的 各 个 行 矢量 表示 状态 之 间 的 迁移 概率 。 转 
置 的 理由 是 ，PageRank 并 非 重 视 链 接 到 多 少 地 方 ， 而 是 重视 被 多 少 地 方 
链接 。 可 以 看 出 4 为 列 随机 矩阵， 且 4 的 最 大 特征 值 为 1。PageRank 的 
计算 ， 就 是 求 4 的 最 大 特征 矢量 〈 称 为 Perron 向 量 )， 即 x 二 Ax。 因 为 当 
上 一 co 时， 我 们 能 够 根据 变换 矩阵 的 “绝对 值 最 大 的 特征 值 ” 和 “属于 它 
的 特征 向 量 ” 将 其 从 根本 上 记述 下 来 。 换 句 话 说 ， 用 4 表示 的 概率 过 程 ， 
是 反复 对 4 进行 乘法 运算 的 一 个 过 程 ， 并 且 能 够 计算 出 前 方 状态 的 概率 。 
图 17 一 1 是 用 位 图 表示 的 Apache 在 线 手 册 ( 共 128 页 ) 的 邻接 行列 。 当 
黑 点 呈 横 向 排列 时 ， 表 示 这 个 页 面 有 很 多 正 向 链接 〈 即 向 外 导出 的 链 
接 ); 反之 ， 当 黑 点 呈 纵 向 排列 时 ， 表 示 这 个 页 面 有 很 多 反 向 链接 〔 即 向 
内 导 人 的 链接 ) 。 
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图 17 一 1 位 图 表示 的 Apache 在 线 手册 的 邻接 关系 

迁移 概率 矩阵 有 时 也 被 称 作 马 尔 可 夫 气 阵 。 马 尔 可 夫 过 程 的 试验 定 阵 的 
观测 结果 称 为 马尔 可 夫 链 。 

3. 回归 

从 有 向 图 S 的 状态 i 出 发 ， 将 有 限时 间 之 后 再 次 回 到 状态 i 的 概率 作为 1 
时 ， 也 就 是 说 ， 当 沿 着 有 向 图 S 的 方向 前 进 能 够 回 到 原来 位 置 的 路 径 存 在 的 
时 候 ，; 就 被 称 为 “ 园 归 ”。 不 能 回归 的 状态 称 为 “ 非 回 归 ”。 从 图 论 的 角度 来 
看 ， 一 个 顶点 〈 状 态 ) ; 的 可 回归 性 意味 着 该 链接 图 G 中 ， 顶点 i 包含 在 某 个 
长 度 大 于 1 的 圈 〈ceycle) 上 。 车 记 A 二 (4) ER"X* 为 图 G 对 应 的 链接 矩阵 ， 
那么 顶点 i 的 可 回归 性 等 价 于 存在 一 个 正 整 数 k， 使 得 A* 的 第 i 个 对 角 元 杂 
大 于 零 ， 若 记 44 一 (a 史 )， 则 等 价 于 < 多 >0。 如 果 存 在 正 整数 &， 使 得 全 之 0， 
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即 A* 的 所 有 元 素 均 大 于 堆 ， 则 这 个 图 称 为 本 原 的 。 

图 的 顶点 回归 性 与 图 的 连通 性 相关 。 

4， 连通 性 

有 回 状 态 图 S 称 为 连通 的 ， 若 对 S 中 的 任意 两 个 状态 {i，;7}， 存 在 一 条 
路 径 连 接 i 和 7; S 称 为 强 连通 的 ， 若 从 5S 中 的 任意 状态 i 到 任意 状态 7 都 有 
有 了 问 路 径 可 以 到 达 。 对 应 的 马尔 可 夫 链 的 样本 路 径 表 示 S 的 任意 两 点 间 以 正 
的 概率 来 往 通 行 。 

网 页 分 级 就 是 一 定时 间 内 用 户 随 机 地 沿 着 〈 网 页 ) 链接 前 进 时 对 各 个 页 
面 访问 的 固定 分 布 ， 并 以 此 来 反映 各 个 网 页 的 重要 性 。 但 是 现实 中 的 网 页 链 
接 并 不 都 是 强 连 通 的 《〈 即 互联 网 中 不 是 任意 两 个 网 页 都 可 以 相互 访问 )。 换 名 
话说 ， 在 互联 网 中 ， 有 时 顺 着 链接 前 进 会 走 到 完全 没有 向 外 链接 的 网 页 ( 死 
链接 或 单 同 链接 )。 

图 17 一 2 展示 了 HTML 文件 之 间 的 链接 关系 。 
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图 17 一 2 7 个 HTML 文件 之 间 的 链接 关系 
说 明 : 除了 这 些 文档 以 外 没有 其 他 链接 。 注 意 所 有 页 面 都 有 正 、 反 问 链 接 。 
研究 网 页 的 分 级 问题 可 以 转化 为 求 Google 矩阵 的 最 大 特征 值 〈 等 于 1) 
对 应 的 特征 向 量 的 问题 。 但 是 ， 一 般 情况 下 ，Google 矩阵 的 最 大 特征 值 〈 等 
于 1) 对 应 的 特征 向 量 可 能 不 止 一 个 。 换 名 话说 ， 这 时 对 于 一 个 局 部 网 络 并 不 


LT 


唯一。 为 了 解决 这 样 的 问题 ， 考 虚 了 一 种 改革 模式 ， 即 用 户 虽然 在 许多 场合 
都 顺 着 当前 页 面 中 的 链接 前 进 ， 但 时 常会 跳跃 到 完全 无 关 的 页 面 里 。 进 一 步 ， 
将 “时 常 ”固定 为 15%% 来 计算 ， 即 用 户 在 85%% 的 情况 下 沿 着 链接 前 进 ， 但 在 
15%% 的 情况 下 会 突然 跳 牙 到 无 关 的 页 面 中 去 。 若 将 此 用 算式 来 表示 ， 即 得 到 
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矩阵 4 称 作 一 般 情形 下 的 Google 矩阵。 这 里 PP 是 一 个 n Xn 随机 和 矩阵 ， 
相当 于 网 络 连接 图 的 邻接 矩阵 ; E 是 一 个 n 阶 秩 1 行 随机 和 矩阵 ， 它 的 所 有 元 
素 为 1/n; 0 委 c 近 1， 一 般 情况 下 ， 取 c 一 0. 85。 

Google 拥有 多 项 专利 技术 ， 这 些 技术 是 Google 提供 各 种 特殊 检索 和 特色 
功能 的 基础 。 在 这 些 技术 中 ， 最 核心 、 最 关键 的 是 PageRank 技 术 和 超 文 本 
匹配 分 析 技 术 。PageRank 双 技术 是 Google 检索 结果 的 一 种 排序 算法 ， 根 据 这 
个 算法 ，Google 认为 每 个 网 页 都 有 一 个 反映 其 重要 性 的 值 ， 值 越 高 表明 其 页 
面 级 别 越 高 ， 即 网 页 越 重 要 ;而 超 文本 匹配 分 析 技 术 (Hypertext-Matching 
Analysis) 则 是 Google 的 一 种 匹配 技术 。Google 不 仅 关 注 关 键 词 在 网 页 上 出 
现 的 次 数 ， 还 对 该 网 页 的 内 容 以 及 该 网 页 所 链接 的 内 容 进 行 全 面 检 查 ， 从 而 
判断 该 网 页 与 检索 需求 的 匹配 程度 。 

网 页 分 级 基本 思想 主要 是 来 自传 统 文献 计量 学 中 的 文献 引文 分 析 ， 即 一 
篇 文献 的 质量 和 重要 性 可 以 通过 其 他 文献 对 其 引用 的 数量 来 衡量 ， 也 就 是 说 ， 
一 篇 文献 被 其 他 文献 引用 次 数 越 多 ， 则 文献 质量 就 越 高 。 在 这 样 一 个 假设 基 
础 之 上 ， 一 个 网 页 的 质量 和 重要 性 也 可 以 通过 其 他 网 页 对 其 超 文 本 链接 的 数 
量 来 衡量 ， 具 体 来 说 ， 假 如 网 页 A 有 一 个 指向 网 页 B 的 链接 ， 则 意味 着 网 页 
A 认为 网 页 B 是 重要 的 。Google 根据 网 页 被 链接 的 数量 来 评定 其 重要 性 。 假 
如 有 10 个 网 页 指向 网 页 A， 而 指向 网 页 也 的 链接 却 只 有 2 个， 则 说 明 网 页 A 
比 网 页 B 更加 重要 。 

事实 上 ， 在 实际 计算 网 页 的 PageRank 值 时 ，Google 还 考虑 到 网 页 A 的 
所 有 链 人 网 页 (链接 到 某 网 页 的 其 他 网 页 称 为 该 网 页 的 链 入 网 页 ) 对 它 的 推 
荐 能 力 〈 即 由 于 它们 对 网 页 A 的 链接 ， 使 人 们 认为 网 页 A 的 重要 程度 ) 和 推 
荐 程度 〈 即 它们 认为 网 页 A 的 重要 程度 )。 一 个 网 页 本 身 的 PageRank 值 越 
高 ， 则 它 对 其 链 出 网 页 〈 从 某 个 网 页 链 出 的 网 页 称 为 该 网 页 的 链 出 网 页 ) 的 
推荐 能 力 就 越 大 ; 一 个 网 页 的 链 出 网 页 越 少 ， 那 么 它 对 其 中 一 个 链 出 网 页 的 
推荐 程度 就 越 高 。 

我 们 可 以 用 以 下 公式 来 简要 表达 Google 关于 网 页 PageRank 值 的 计算 . 
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PR(A)=(1—d) Hd PRCOT /T+ t+ PROT,)/c(T,)), 


其 中 ，PR(A) 是 指 网 页 A 的 PageRank 值 ， 二 ，T。，… ，T, 是 网 页 A 的 链 
人 网 页 ; PR(T;) 是 指 网 页 T; 的 PageRank 值 (i 二 1，2,，…:,，n); cl(T,) 是 
指 网 页 T; 的 链 出 网 页 的 数量 (i 二 1，2，…，n); 4d 是 一 个 训 减 因子 ，0<d 一 
1， 通 津 取 值 为 0.85。 可 见 ， 一 个 网 页 的 PageRank 值 ， 主 要 取决 于 以 下 三 个 
因素 : 

(1) 该 网 页 的 链 人 数量 ; 

(2) 该 网 页 的 链 人 网 页 本 身 的 PageRank 值 ; 

(3) 该 网 页 的 链 人 网 页 本 身 的 链 出 数量 。 

显然 ， 根据 以 上 公式 ， 一 个 网 页 的 链 人 数量 越 多 、 这 些 链 人 网 页 的 Pag- 
eRank 值 越 高 、 这 些 链 人 网 页 本 身 的 链 出 数量 越 少 ， 则 该 网 页 的 PageRank 值 
越 高 。Google 给 每 一 个 网 页 都 赋予 一 个 初始 PageRank 值 ， 然 后 根据 PageR- 
ank 算法 计算 其 PageRank 值 。 在 通常 情况 下 ，Google 需要 根据 以 上 这 个 公式 
进行 20 次 计算 ， 才 能 得 到 最 后 稳定 的 网 页 PageRank 值 。 

PageRank 技术 根据 网 页 之 间 的 链接 结构 对 网 页 的 重要 性 进行 客观 的 评 
价 ， 并 将 网 页 的 PageRank 值 应 用 于 检索 结果 的 排序 。 这 样 ，PageRank 技术 
在 很 大 程度 上 避免 和 减少 了 人 为 因素 的 作用 ， 客 观 地 将 最 恰当 的 检索 结果 呈 
现 给 用 户 。 

Google 矩阵 还 存在 以 下 应 用 : 

(1) PageRank 的 收敛 : PageRank 的 算法 是 用 和 大乘 的 方法 来 计算 4 的 主 
特征 值 〈 最 大 特征 值 )， 对 于 PageRank 衰减 因子 c 已 经 给 定 为 0.85。 对 于 任 
何 网 络 连 接 拖 阵 4， 它 的 笑 乘 算法 的 收 敏 速率 为 0.85， 所 以 PageRank 的 收敛 
速率 是 很 快 的 ， 即 使 对 于 大 规模 的 网 络 。 

(2) PageRank 对 连接 结 梅干 扰 的 稳定 性 : 4 的 非 主 特征 值 〈 除 第 一 特征 
值 之 外 的 特征 值 ) 也 能 决定 Google 矩阵 和 A 对 应 的 马尔 可 夫 链 是 否 是 良 定义 
的 。 特 征 值 之 间 的 绝对 值 差 |41 | 一 lz | 越 大 ， 这 个 马尔 可 夫 链 也 就 越 稳定 。 
这 为 PageRank 的 稳定 性 提供 了 解释 。 

(3) 加 速 PageRank 的 计算 : 以 前 我 们 在 研究 加 速 PageRank 的 计算 时 ， 
都 假设 4 的 第 二 大 特征 值 未 知 。 现 在 通过 考察 4 的 性 质 可 有 效 提 高 计算 中 
的 插值 方法 。 

(4) 垃圾 信息 的 检测 对 应 于 第 二 特征 值 的 特征 向 量 是 网 络 图 的 某 种 结构 
(点) 的 某 些 对 应 的 人 为 设置 。 特 别 地 ， 如 果 一 条 链 卫 上 的 每 一 个 叶 布 点 〈 度 
为 1 的 节点 ) 都 是 在 SCC 图 上 ， 那 么 4 的 一 个 特征 向 量 所 对 应 的 特征 值 为 c， 
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这 些 在 SCC 上 的 叶 节 点 都 是 网 络 连接 图 的 子 图 ， 也 就 是 它们 没有 人 边 ， 提 高 
网 页 等 级 常常 是 通过 发 送 链接 产生 这 样 的 结构 。 分 析 和 矩阵 4 的 非 主 要 的 特征 
向 量 也 就 可 以 达到 分 析 发 送 链接 的 目的 。 这 种 独特 的 方法 不 仅 适 用 于 网 络 的 
搜索 ， 还 适用 于 如 点 对 点 的 网 络 。 


1. 下 载 Google 提供 的 网 页 打分 工具 栏 (PageRank)， 对 一 些 你 熟悉 的 网 
页 打分 ， 看 看 是 否 与 你 的 预计 结果 一 致 。 

2. 试 查阅 相关 资料 ，Google 一 下 有 关 Google 的 相关 内 容 ， 找 到 与 矩阵 
有 关 的 资料 。 

3. 就 你 身边 的 局 域 网 〈 如 一 个 学 校内 部 的 网 络 )， 写 出 该 局 域 网 对 应 的 
Google 和 矩阵。 
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第 十 八 讲 ”现代 结合 经 典 一 一 矩阵 、 
编码 写 图 像 处 理 


和 矩阵 理论 运用 得 最 早 也 是 最 为 广泛 的 领域 当 属 计算 机 领域 ,而 在 计算 机 
领域 中 ， 运 用 矩阵 处 理 问 题 最 为 突出 也 是 最 普遍 的 当 属 图 形 图 像 处 理 和 计算 
机 安全 一 一 计算 机 编码 。 本 讲 主 要 介绍 矩阵 在 计算 机 编码 (特别 是 线性 码 ) 
和 计算 机 图 形 图 像 处 理 方 面 的 应 用 。 读 者 会 发 现 ， 原 来 我 们 每 天 随身 携带 的 
数码 相机 、 笔 记 本 电脑 、 手 机 中 也 会 涉及 很 多 的 矩阵 处 理 。 本 讲 内 容 将 带 你 
进入 一 个 数码 世界 ， 让 你 真正 感受 矩阵 的 无 处 不 在 。 


$ 1 阿达 玛 和 矩阵 与 图 像 


阿达 玛 (Hadamard) 年 阵 是 1893 年 由 犹太 科学 家 西 尔 威 斯 特 提出 的 一 
类 方 阵 ， 它 的 每 个 元 素 为 1 或 一 1。 一 个 n 阶 阿 达 玛 矩阵 必须 满足 
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即 满足 外 的 2 阶 (一 1，1) 一 和 矩阵 称 为 一 个 7 阶 阿 达 玛 短 阵 ， 一 般 记 为 
H,。 一 个 阶 阿 达 玛 矩阵 的 任意 两 行 ( 列 ) 一 定 含 一 半 元 素 同 号 ， 且 另 
一 半 元 素 异 号 。 这 保证 了 7 必须 是 偶数 。 如 果 我 们 用 一 个 二 元 图 像 来 代 圭 
一 个 n 阶 (一 1]，1) 一 矩阵 ， 其 中 黑色 代替 1， 百色 代替 一 1。 那 么 不 难 
验证 ， 图 18 一 1 中 的 二 元 图 像 分 别 对 应 2，4，8，12，16，20，24 和 28 
阶 阿达 玛 和 矩阵 。 

注意 以 上 对 应 的 每 个 矩阵 的 最 后 一 行 ( 列 ) 均 为 1， 这 是 因为 : 若 最 后 一 
行 〈 列 ) 的 某 个 元 素 为 一 1， 那 么 将 行 〈 列 ) 的 每 个 元 素 同 乘 以 一 1， 得 到 的 
矩阵 仍然 满足 中， 从 而 还 是 阿达 玛 和 矩阵 。 因 此 ， 我们 总 可 以 使 得 该 矩 阵 的 最 
后 一 行 〈 列 ) 的 每 个 元 素 为 1。 一 个 自然 的 问题 是 : 对 于 什么 样 的 n， 一 定 存 
在 7 阶 阿达 珀 逢 阵 ? 
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18 一 1 ”阿达 玛 矩 阵 对 应 的 二 元 图 像 


人 们 猜想 : 对 于 4 的 整数 倍 的 数 za， 一 定 有 这 样 的 半 阶 阿达 玛 矩 阵 。 这 个 
猜想 称 为 阿达 玛 猜想 ， 至 今 仍 未 解决 。 阿 达 玛 矩阵 与 很 多 问题 有 关 ， 在 图 像 
处 理 方 便 也 有 很 多 应 用 。 下 面 我 们 来 考虑 矩阵 与 图 像 更 加 广泛 的 联系 。 

我 们 知道 ， 普 通 的 显示 器 屏幕 是 由 许 许 多 多 点 构成 的 ， 我 们 称 之 为 像素 。 
显示 时 采用 扫描 的 方法 : 电子 枪 每 次 从 左 到 右 扫 描 一 行 ， 为 每 个 像素 着 色 ， 
然后 从 上 到 下 这 样 扫 描 若 于 行 ， 就 扫 过 了 一 屏 。 为 了 防止 内 烁 ， 每 秒 要 重复 
上 述 过 程 几 十 次 。 例 如 我 们 常 说 的 屏幕 分 辩 率 为 640 X480， 刷 新 频率 为 
70Hz， 意 思 是 说 每 行 要 扫描 640 个 像素 ， 一 共有 480 行 ， 每 秒 重复 扫描 屏幕 
70 次 。 我 们 称 这 种 显示 器 为 位 映像 设备 。 所 谓 位 上 映像， 就 是 指 一 个 二 维 的 像 
素 矩 阵 ， 而 位 图 就 是 采用 位 映像 方法 显示 和 存储 的 图 像 。 图 18 一 2 中 的 左面 
是 一 幅 普通 的 灰 度 JPG 图 ， 它 在 代数 上 对 应 一 个 256 X256 和 矩阵, 和 托 阵 的 每 个 
元 素 是 0 一 255 的 一 个 正 整数 ， 它 代表 该 像素 点 的 灰 度 值 ， 如 ar 二 0 表示 像 罕 
点 (i，7) 处 颜色 为 黑色 , 而 ay 一 255 表示 像素 点 (i，j) 处 为 白色 ,， 当 ai 的 
值 介 于 这 两 者 之 间 时 , 该 点 的 灰 度 值 决 定 此 点 的 亮度 (intensity)。 图 18 一 2 
中 的 右边 为 一 幅 彩 色 图 像 ， 它 的 代数 表示 也 为 一 个 256X256 和 抢 阵 ， 但 该 矩阵 
的 每 一 个 元 素 不 是 一 个 数 ， 而 是 一 个 三 维 向 量 (>，g，2)。 如 wj 一 (1，0. 5， 
0. 2) 表示 像素 点 (i，j;) 处 的 色彩 的 红 / 绿 / 蓝 色 调 的 比例 为 1:0.5 : 0.2。 
所 以 彩色 图 像 对 应 的 矩阵 为 一 个 三 维和 矩阵 〈 此 处 的 矩阵 为 256 X256X3)。 

事实 上 ， 自 然 界 中 的 所 有 颜色 都 由 红 、 绿 、 蓝 〈RGB) 三 种 颜色 基色) 
组 合 而 成 。 有 的 颜色 〈 如 深 红 ) 含 红色 成 分 多 一 些 ; 有 的 颜色 〈 如 浅 红 ) 含 
红色 成 分 少 些 。 红 色 可 分 成 0 一 255 共 256 个 等 级 ，0 表示 不 含 红色 成 分 ; 255 
表示 含有 100% 的 红色 成 分 。 同 样 ， 绿 色 和 蓝 色 也 被 分 成 256 级 。 这 种 分 级 概 
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念 称 为 量化 。 这 样 ， 根 据 红 、 绿 、 蓝 不 同 的 组 合 我 们 就 能 表示 出 256 X 256 X 
256 ( 约 1 600 万 ) 种 颜色 。 这 么 多 颜色 对 于 我 们 人 了 眼 来 说 已 经 足够 丰富 了 。 
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图 18 一 2 灰 度 图 像 ( 左 ) 与 彩色 图 像 的 灰 度 格式 { 右 ) 
大 家 大 概 已 经 明白 ， 当 一 幅 图 中 每 个 像素 赋予 不 同 的 RGB 值 时 ， 就 能 呈 
现 出 五 彩 绽 纷 的 颜色 ， 这 样 就 形成 了 彩色 图 。 的 确 是 这 样 的 ， 但 实际 上 的 做 
法 还 有 些 差别 。 


表 18 一 1 常见 颜色 的 RGB 组 合 值 


有 一 个 长 宽 各 为 200 个 像素 ， 颜 色 数 为 16 色 的 彩色 图 ， 每 一 个 像素 都 用 
R、G、B 三 个 分 量 表 示 。 因 为 每 个 分 量 有 256 个 级 别 ， 要 用 8 位 〈bit)， 即 
一 个 字 节 (byte) 来 表示 ， 所 以 每 个 像素 需要 用 3 个 字 节 。 整 个 图 像 要 用 
200X200X3 ( 约 120K) 字 节 ， 可 不 是 一 个 小 数目 呀 ! 如 果 我 们 用 下 面 的 方 
法 ， 就 能 省 得 多 。 

因为 是 一 个 16 色 图 ， 也 就 是 说 这 幅 图 中 最 多 只 有 16 种 颜色 ， 我 们 可 以 


遇 最 守 和 和 


用 一 个 表 ， 表 中 的 每 一 行 记 录 一 种 颜色 的 民 、G、B 值 。 这 样 当 我 们 表示 一 个 
像素 的 颜色 时 ， 只 需要 指出 该 颜色 是 在 第 几 行 ， 即 该 颜色 在 表 中 的 索引 值 即 
可 。 举 个 例子 ， 如 果 表 的 第 0 行为 255、0、0 (红色 )， 那 么 当 某 个 像素 为 红 
色 时 ， 只 需要 标明 0 即 可 。 

让 我们 再 来 计算 一 下 : 16 种 状态 可 以 用 4 位 (bit) 表示 ， 所 以 一 个 像素 
要 用 半 个 字 节 。 整 个 图 像 要 用 200X200X0.5， 约 20K 字 节 ， 再 加 上 表 占 用 
的 字 节 为 3X16 一 48 字 节 ， 占 用 的 全 部 字 市 数 约 为 前 面 的 1/6， 省 很 多 。 

这 张 RR、G、B 的 表 ， 就 是 我 们 第 说 的 调 色 板 〈palette)， 另 一 种 叫 法 是 
颜色 查找 表 LUT (look up table) ， 这 种 叫 法 似乎 更 确切 一 些 。Windows 位 图 
中 便 用 到 了 调 色 概 技术 。 其 实 不 仅 是 Windows 位 图 ， 许多 图 像 文 件 格 式 如 
pcx、tif、gif 等 都 用 到 了 调 色 板 技术 。 所 以 很 好 地 掌握 调 色 板 的 概念 是 十 分 
有 用 的 。 

有 一 种 图 ， 它 的 颜色 数 高 达 256 X256 X256 种 ， 也 就 是 说 包含 我 们 上 述 
提 到 的 R、G、B 颜色 表示 方法 中 所 有 的 颜色 ， 这 种 图 叫做 真 彩 色 图 (true 
color) 。 真 彩色 图 并 不 是 说 一 幅 图 包含 了 所 有 的 颜色 ， 而 是 说 它 有 具有 显示 所 有 
颜色 的 能 力 ， 即 最 多 可 以 包含 所 有 的 颜色 。 表 示 真 彩色 图 时 ， 每 个 像素 直接 
用 R、G、B 三 个 分 量 字 节 表示 ， 而 不 采用 调 色 板 技术 。 原 因 很 明显 : 如 果 用 
调 色 板 ， 表 示 一 个 像素 也 要 用 24 位 ， 这 是 因为 每 种 颜色 的 索引 要 用 24 位 


(因为 总 共有 2 种 颜色 ， 即 调 色 板 有 全 行 )， 和 直接 用 R、G、B 三 个 分 量 表 


示 用 的 字 节 数 一 样 ， 不 但 没有 任何 节省 ， 还 要 加 上 一 个 256X256X256X3 个 


字 节 的 大 调 色 板 。 所 以 真 彩色 图 直接 用 RR、G、B 三 个 分 量 表 示 ， 它 又 叫做 24 


位 色 图 。 

因为 一 幅 图 像 无 论 黑白 还 是 彩色 都 对 应 一 个 矩阵 (尽管 维 数 不 同 )， 玫 我 
们 可 以 非常 容易 地 利用 数学 软件 如 Matlab 对 它 进行 裁减 。 例 如 ， 我 们 用 下 面 
的 命令 将 名 为 matrixappl. jpg 的 图 形 文件 载 人 到 Matlab 工作 空间 中 : 

> load matrixappl. jpg 

我 们 还 可 以 通过 下 面 的 命令 来 查看 该 图 形 : 

> imread (‘matrixappl. jpg’) 

现在 ， 我 们 想 通过 图 像 的 裁减 去 掉 边 缘 而 保留 中 间 的 矩阵 图 案 。 通 过 图 
像 本 身 的 大 小 和 比例 ， 我 们 可 以 大 致 判断 和 矩阵 图 案 对 应 的 数据 矩 阵 的 行 和 列 
的 上 下 限 。 假 设 本 例 中 的 数据 和 矩阵 4 的 子 矩 阵 为 41， 可 以 利用 下 面 的 命令 进 
行 裁减 : 

> Al=A [125 : 200, 50 : 200 j; 
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图 18 一 3 256X256 的 彩色 图 像 

数据 矩阵 为 一 个 256 阶 的 整数 矩阵 ， 每 个 元 为 向 量 (R，G，B)，R 表 红 色 ，G 表 绿 色 ，B 

同样 ， 我 们 也 可 以 通过 将 两 幅 (或 多 幅 ) 图 像 对 应 的 矩阵 进行 到 放 而 达到 
对 图 像 进 行 拼凑 的 目的 。 例 如 ， 如 果 图 像 PE 和 P2 对 应 的 矩阵 分 别 为 Al 和 
A2， 且 它们 分 别 为 600X800 和 600X720， 那 么 

> A=[Al, A2]; 

> imshow (A):; 
生成 的 图 像 是 将 这 两 由 图像 进行 水 平 位 置 拼接 。 注 意 ， 水 平 拼接 要 求 这 两 旺 
图 像 的 行 像素 一 样 多 ,否则 Matlab 将 会 提示 错误 信息 。 同 样 ， 若 图 像 Pl 和 
P2 对 应 的 矩阵 分 别 为 Bl 和 B2， 且 它们 分 别 为 600 X800 和 700X800, 那么 

> B=[Bl; B2]; 

> imshow (B); 
生成 的 图 像 是 将 这 两 幅 图 像 进行 垂直 位 置 拼接 。 竺 直 拼 接 要 求 这 两 幅 图 像 的 
列 像素 一 样 多 。 
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保密 通讯 在 军事 、 政 治 、 经 济 和 竞争 中 的 重要 性 不 言 而 喻 。 在 军事 战斗 
或 竞争 当中 ， 一 方 要 将 信息 传递 给 需要 信息 的 接收 方 ， 同 时 又 要 防止 其 他 人 
窃取 自己 发 送 的 信息 。 那 么 一 种 常用 的 发 送信 息 的 方式 就 是 将 需要 发 送 的 信 


人 


县 在 发 送 之 前 进行 加 密 ， 变 成 密 文 之 后 再 发 送出 去 ， 使 得 敌 方 即使 得 到 蜜 文 
也 难以 读 复 ， 而 合法 的 接收 方 收 到 密 文 之 后 却 可 以 按照 预先 约定 好 的 方法 加 
以 解密 ， 再 翻译 成 明文 。 而 敌 方 却 需 要 于 方 百 计 从 密 文 破译 出 明文 来 。 一 方 
如 何 编制 密码 使 之 不 易 破 译 ， 而 另 一 方 又 如 何 找到 该 加 密 信 息 的 弱点 并 加 以 
破译 ， 这 两 个 问题 构成 了 密码 学 的 主要 内 容 。 


一 、 单 表 密 码 


一 提起 加 密 ， 我 们 也 许 就 会 联想 到 在 战争 片 中 见 到 的 这 样 一 个 场景 : 
一 个 特工 将 自己 关 在 一 间 漆 黑 的 、 不 被 人 所 知 的 秘密 的 地 下 室 ， 然 后 在 那 
儿 神 不 知 鬼 不 觉 地 在 纸 上 编 造 出 一 些 稀 奇 古怪 的 密码 ， 再 用 一 个 破旧 的 手 
动 发 报 机 将 这 些 密 码 发 送出 去 。 这 样 的 场景 今天 依然 存在 ， 不 过 现在 的 编 
码 不 需要 在 那样 的 操作 间 进 行 操作 ， 也 不 需要 借助 过 时 的 、 陈 旧 的 手动 发 
报 机 去 传送 信息 。 借 助 计算 机 和 互联 网 ， 甚 至 卫星 装置 ， 这 些 加 密 信 息 就 
可 以 到 达 地 球 的 任何 一 个 角落 。 当 然 ， 随 着 科技 的 发 达 ， 人 们 掌握 破译 密 
码 的 技术 也 越 来 越 高 超 ， 这 使 得 对 编码 技术 的 要 求 越 来 越 高 、 越 来 越 难 。 
单 表 密码 是 比较 简单 的 一 种 编码 方法 。 人 例如， 假定 明 文 用 英语 撰写 ， 将 明 
文中 的 每 一 个 类 文 字母 用 一 个 阿拉 人 数字 〈 或 其 他 预先 指定 的 字母 ) 来 代 
奉 ， 得 到 的 信息 称 为 加 密 信 息 〈 密 码 ) 。 接 收 方 在 接收 到 发 送 的 信息 后 ， 同 
时 应 当 了 解 发 送 方 发 送 的 每 一 个 数字 所 表示 的 原先 字符 ， 那 么 对 方 就 可 以 
破解 密码 ， 从 而 可 以 了 解 信息 的 真正 含义 。 注 意 到 明文 中 不 同 的 字母 应 当 
对 应 不 同 的 数字 。 从 数学 的 角度 来 说 ， 就 是 存在 一 个 一 对 一 的 上 映射 ， 它 将 
26 个 字母 有 映射 为 26 个 数字 。 这 种 对 应 关系 就 是 一 张 密码 表 。 例 如 ， 这 里 
车 将 26 个 字母 还 映射 成 26 个 字母 ， 但 对 应 关系 不 确定 ， 那么 这 种 一 对 
的 对 应 共有 26!1 之 10”* 个 ， 从 中 任 选 一 个 作为 加 密 方 式 ， 那 么 对 方 在 不 知 
道 密码 表 的 前 提 下 ， 自 然 很 难 破译 该 加 密 信 息 。 但 是 ， 如 果 对 经 过 上 述 方 
法 加 密 的 密 文中 每 个 字母 出 现 的 频率 以 及 双 字 和 母 组 合 出 现 的 频率 进行 统 
计 ， 与 英文 字母 在 文章 中 出 现 的 频率 的 统计 数据 进行 比较 ,就 可 以 发 现 密 
文字 母 代 表 哪 个 原文 字母 。 辟 如， 大 量 的 统计 表明 ， 字 母 e 在 英文 文 草 中 
出 现 的 频率 最 高 ， 约 为 12.7%。 因 此 ， 我 们 就 有 理由 相信 该 蜜 文中 出 现 
频率 最 高 的 那个 字母 (而 且 频 率 接 近 12.7%) 代表 原文 中 的 e。 对 密 文 中 
出 现 的 其 他 字母 做 类 似 的 处 理 〈( 即 比较 密 文 中 每 一 个 字母 出 现 的 频率 与 瑞 
文 文章 中 每 一 个 英文 字母 出 现 的 频率 )， 我 们 就 可 以 很 容易 地 得 到 该 密 文 
的 破译 。 
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鉴于 单 表 密码 的 以 上 缺点 ， 后 来 又 产生 了 多 表 和 密码 ， 在 此 我 们 做 一 些 简 
单 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 有 关 密 码 学 方面 的 文章 。 

二 、 汉 明码 

编码 技巧 之 一 就 是 运用 矩阵 和 它 的 道 。 给 定 一 个 可 逆 怎 阵 A。 假设 我 们 
已 经 把 一 段 信 息 转 化 成 了 一 个 矩阵 B， 使 得 乘积 和 AB 有 意义 。 和 矩阵 AB 同样 对 
应 一 段 信息 。 我 们 发 出 该 矩阵 对 应 的 信息 ， 那 么 在 信息 接收 端 ， 对 方 只 要 知 
道 4 的 遂 和 抢 阵 4 一 就 可 以 求 出 矩阵 中， 从 而 知道 信息 的 真正 含义 。 事 实 上 ， 我 
们 有 

A-'(AB)=B, 

B 对 应 的 就 是 接收 方 需要 的 信息 。 注 意 到 ， 一 旦 有 人 知道 了 和 矩阵 4， 那 么 该 人 
同样 可 以 了 解 该 信息 的 具体 内 容 ， 这 一 般 不 是 我 们 所 希望 的 。 我 们 希望 能 够 
产生 简单 的 和 矩阵 4 以 及 它 的 道 ， 并 将 它们 同时 发 送 给 接收 方 。 一 般 说 来 ， 即 
使 一 个 n(n 二 1) 阶 矩 阵 4 本 身 是 整数 矩阵 〈( 即 4 的 每 一 个 元 素 均 为 整数 )， 
也 无 法 保证 它 的 逆 和 矩阵 也 是 整数 和 矩阵， 但 一 个 非 整 数 矩 阵 对 应 的 信息 码 很 难 
用 电子 的 方式 翻译 并 传递 。 当 A 的 行列 式 的 绝对 值 为 1 时， 这 种 情况 就 可 以 
避免 .此 时 和 矩 阵 4 的 道 一 定 为 整数 矩阵 。 如 何 生 成 这 一 类 和 矩阵 ? 一 种 方法 是 
生成 一 个 上 (下 〉 三 角 整 数 和 矩阵 ， 并 且 让 其 对 角 元 素 为 十 1 或 者 一 1。 对 这 样 
的 矩阵 4 再 进行 一 系列 的 初等 行 变 换 ， 并 且 不 改变 它 的 行列 式 。 注 意 初 等 行 
变换 不 能 用 非 整数 的 数 去 乘 某 一 行 。 下 面 的 例子 将 说 明 具 体 的 操作 。 

例 1 有 甜 阵 


将 矩阵 了 的 第 1 行 分 别 加 至 第 2、3 行 ， 得 到 和 拖 阵 
一 5 一 ] 
一 人 1 6 《| 。 
一 1] 5 0 
再 保持 矩阵 的 第 1 行 ， 将 该 矩阵 的 第 3 行 加 至 第 2 行 ， 再 将 第 1 行 乘 
以 一 2 加 到 第 3 行 ， 最 后 得 矩阵 
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注意 到 以 上 所 有 初等 变换 均 不 改变 矩阵 D 的 行列 式 ， 且 显然 有 detD 一 一 1， 
故 det4 一 一 1。 直 接 计算 (可 以 用 初等 变换 方法 ) 不 难得 到 


一 90/ 5 一 46 
4 ” 一 | 一 11 1 一 9|。 
] 0 l 


现在 我 们 再 回 到 开始 的 问题 。 假 设 我 们 想 通 过 编码 的 形式 问 对 方 发 出 信息 

1 LOVE MONICA 
我 们 将 其 中 的 每 一 个 字母 用 一 个 数字 来 代替 。 辟 如， 我 们 用 0 来 代替 空格 字 
符 ， 用 1 代替 A，2 代替 B， 等 等 。 男 一 种 常用 方法 是 用 0 来 代替 空格 ，1 代 
罕 A， 一 1 代 营 B，2 代替 C， 一 2 代 蔡 D， 等 等 。 现 在 我 们 采用 第 二 种 方案 ， 
这 样 上 述 文字 器 变 成 了 

I lI. OO Vv EE M OQ N I CC A 

5 0 6 8 一 ll 3 0 7 8 —7 5 2 1 
将 这 些 数字 构成 矩阵 B， 
9 8 0 一 1 
0 一 11 7 5 中 
一 6 3 8 2 0 


考虑 有 乘 积 AB， 得 


B= 


—52 一 116 133 83 一 ?|。 
一 7 69 一 19 一 28 1 
还 原 成 数字 回 量 形式 ， 即 
1]， 一 52， 一 了， 一 66， 一 110， 69， 27， 133， 一 19， 30， 83， 一 28， —1]。 


1 一 66 27 30 - 
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以 上 数字 序列 就 是 我 们 知 要 发 送 的 字符 。 

利用 和 矩阵 理论 ， 我 们 还 可 以 得 到 更 加 鼻 杂 的 编码 ， 如 汉 明 码 。 当 计算 机 
存储 或 移动 数据 时 ， 可 能 会 产生 数据 位 错误 ， 这 时 可 以 利用 汉 明 人 码 来 检测 并 
纠 错 。 简 单 地 说 ， 汉 明码 是 一 个 错误 校 验 码 码 集 ， 它 由 贝尔 (Bell) 实验 室 的 
汉 明 〈R. W., Hamming) 发 明 ， 央 此 定名 为 汉 明 码 。 


$ 3 ”矩阵 与 图 论 


图 论 是 应 用 数学 的 一 个 重要 分 支 。 事 实 上 ， 所 有 的 应 用 数学 中 都 要 用 到 
图 论 来 构造 一 个 拓扑 结构 的 模型 。 图 论 在 网 络 通 信 、 信 息 检 索 与 匹配 等 方面 
都 有 非常 重要 的 应 用 。 和 下面 的 几 个 例子 说 明 征 阵 与 图 、 和 抢 阵 与 概率 之 间 的 
关系 。 

例 1 图 18 一 4 为 进行 老鼠 试验 所 采用 的 老鼠 党 结构 示意 图 : 


之 间 有 两 扇 门 。 现 在 我 们 用 图 18 一 5 所 示 的 连接 图 来 表示 图 18 一 4。 


A B C 
D a F 
图 18 一 5 


对 应 该 连接 关系 的 连接 矩阵 为 


[和 


A BC DD EF 
A 0 1 0 1 0 0 
B 1 0 1 0 1 0 
A=C 0 1 0 0 1 1， 
D 1 0 0 0 1 0 
EE 0 1 1 1 0 1 
F 0 0 1 0 1 0 
即 
0 1] 0 1 0 0 
1] 0 1 0 1 0 
4a=l* 10011 
1 0 0 0 1 0 
0 1 1 1 0 1 
0 0 1 0 1 0 


我 们 还 可 以 定义 4 使 得 a3 二 a63 二 2， 这 样 就 能 进一步 反映 上 述 的 连通 状况 
(任意 两 个 相 邻 鼠 笼 之 间 的 开口 数 )。 考 虑 矩阵 4 的 平方 ， 有 


2 .0 10 2 0 
0 3 1 2 1 2 
A211 1] 3 1 2 1 
0 2 120 1|° 
2 1 204 1 
0 2 1 1 1 2 


一 个 图 G (或 称 为 无 向 简单 图 ) 定义 为 顶点 集 Y 和 无 序 顶 点 对 (或 称 为 边 ) 
的 集合 构成 的 二 元 组 。 记 为 G 二 G (V，E)， 其 中 


V={v, vs i EC{{v, v}}—=VXV, 


例 2 假定 某 人 在 一 个 旅行 社工 作 ， 其 职责 是 帮助 人 们 计划 在 不 同城 市 之 
间 的 旅行 方案 。 他 的 顾客 通常 都 是 一 些 商 人 ， 他 们 要 求 上 午 到 达 一 个 城市 ， 
然后 在 白天 进行 商业 会 晤 ， 然 后 飞 往 另 外 一 个 城市 。 从 大 城市 出 发 ， 一般 都 
有 很 多 航班 到 达 其 他 城市 ， 但 小 的 城市 却 难 以 实现 这 一 目的 。 假 设 他 的 顾客 
主要 前 往 的 城市 为 上 海 、 北 京 、 天 津 、 广 州 、 杭 州 、 武 汉 、 厦 门 、 南 京 、 长 
沙 。 为 了 简便 起 见 ， 我 们 分 别 用 字母 S，B，T, G，H，W，X，N,C 来 表 
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示 这 9 个 城市 。 下 面 是 这 9 个 城市 之 间 的 航班 信息 ; 
从 北京 出 发 ， 有 航班 发 往 S,，N, H, G, X,C; 
从 上 海 出 发 ， 有 航班 发 往 B,，N, G, X, T,，W; 
从 天 津 出 发 ， 有 航班 发 往 N,，X,，W,，H; 

从 广州 出 发 ,有 航班 发 往 B，N, WW, C,H; 
从 杭州 出 发 ， 有 航班 发 往 S，B, G, X，W，, C; 
从 武汉 出 发 ， 有 航班 发 往 S，B，N ; 
从 厦门 出 发 ， 有 航班 发 往 S，N,，G,，H， 

从 南京 出 发 ， 有 航班 发 往 S，B，G，X， 
从 长 沙 出 发 ， 有 航班 发 往 S，B，N，G，W。 

(1) 以 这 些 城 市 为 顶点 ， 每 一 条 边 表示 一 个 航班 ， 作 图 表示 该 问题 ; 

(2) 检查 任意 两 个 城市 之 间 是 否 都 有 往返 航班 。 能 否 找到 一 个 航线 为 单 

向 飞行 〈 即 从 一 个 城市 有 航班 到 达 另 一 个 城市 ， 但 返程 没有 航班 2? 

(3) 为 此 图 梅 造 邻接 矩阵 ， 说 明 其 中 非 零 元 素 的 含义 。 
例 3 和 矩阵 在 计算 机 图 形 和 动画 中 的 应 用 。 一 个 平面 上 的 图 形 可 以 在 计算 

机 上 存储 为 一 个 顶点 集合 ， 通 过 画 出 顶点 ， 再 将 顶点 与 直线 相连 ， 就 可 以 得 

到 图 形 。 假 设 有 ?2 个 顶点 ， 将 它们 存储 在 一 个 2X2 和 矩阵 中 ， 其 中 矩阵 的 第 1 

行 用 来 存储 顶点 的 二 坐标 〈 横 坐标 )， 和 矩阵 的 第 2 行 用 来 存储 顶点 的 > 坐标 

( 纵 坐 标 ) 。 每 一 对 相继 顶点 用 一 条 直线 相连 。 人 例如， 者 要 存储 一 个 顶点 为 

(0，0)，(1，1)，(1， 一 1) 的 三 角形 。 将 每 一 顶点 对 应 的 数 对 存储 为 矩阵 的 

一 列 ， 得 如 下 和 扼 阵 : 


0 1 


H=( 
0 1 一 1 0 


附加 和 矩阵 H 的 最 后 一 列 作 为 项 点 (1， 一 1) 的 一 个 邻 。 通 过 改变 顶点 的 位 置 
并 重新 绘图 ， 即 可 以 变换 图 形 。 如 果 变 换 为 线性 的 , 则 通过 和 矩阵 乘法 来 实现 。 
观察 一 系列 这 样 的 图 形 就 得 到 一 个 动画 。 计 算 机 中 用 到 的 4 类 基本 几何 变换 
如 下 : 

(1) 缩放 变换 。 形 如 工 (z) 一 cx 的 变换 称 为 缩放 变换 。 当 c>1 时 ,该 变换 
称 为 放大 变换 ; 当 0 二 c 过 1 时 , 称 为 收缩 变换 。 算 子 革 可 表示 为 矩阵 cI, 其 中 
I 为 一 个 2X2 单位 矩阵, 它 把 原 图 形 放大 < 倍 ; 同样 ,收缩 变换 将 图 形 压 缩 ， 
压缩 比 为 c( 二 1)。 

(2) 轴 对 称 变换 。 为 方便 , 我 们 考虑 简单 情形 。 设 在 平面 上 ， 交 换 上, 统 
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二 


阵 为 


类 似 地 ， 行 变 换 L, 绕 坐 标 轴 ~Y (坐标 系 C1 C2 ) 翻转 ， EH L,(e) 一 人 Cl， 
L,(e;s) 二 e;。 则 对 应 变换 矩阵 为 
—1] 0 
5 一 0 小 
(3) 旋转 变换 。 变 换 工 将 一 个 向 量 从 初始 位 置 逆 时 针 旋 转角 度 9。 显 然 ， 
旋转 变换 也 为 线性 变换 ， 且 在 二 维 平面 上 ， 有 工 (xz) 一 4r， 其 中 变换 矩阵 为 


(> ne) 

sing cosO 人 

(4) 平移 变换 。 对 应 四 量 a 的 平移 变换 定义 为 
L(x)=xa, 


厨 a 关 0, 那么 L 为 非 线性 变换 , 且 工 不 能 表示 为 一 个 2X2 矩阵 。 然 而 , 在 计 
算 机 图 形 学 中 要 求 所 有 的 几何 变换 都 要 表示 为 矩阵 的 乘法 。 为 此 , 我 们 引进 齐 
次 坐标 系 。 这 个 新 的 坐标 系 使 得 平移 变换 可 以 表示 为 线性 变换 的 形式 。 

例 4 矩阵 与 马尔 可 夫 链 。 算 阵 的 一 个 非常 重要 的 应 用 就 是 在 概率 论 中 的 
应 用 。 考 虑 一 个 系统 ， 它 可 能 处 于 的 状态 为 9 ，S。，…，S,。 该 系统 从 状态 
Si; 以 某 个 给 定 的 概率 pj; 迁移 到 状态 S; 。 例 如 ,假设 有 4 个 人 ， 他 们 彼此 相互 
之 间 传 球 ， 下 面 是 他 们 之 间 传 球 的 规则 : 


发 球 者 接 球 者 概率 
Jackie Brinkley 0. 25 
Jackie Chris 0. 50 
Jackie Mark 0. 25 
Chris Jackie 0. 25 
Chris Brinkley 0. 25 
Chris Mark 0. 50 
Brinkley Mark 0. 40 
Brinkley Chris 0. 20 
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Brinkley Jackie 0. 40 
Mark Brinkley 0. 10 
Mark Mark 0. 50 
Mark Jackie 0. 20 
Mark (hris 0. 20 


用 J，B，C，M 分 别 表 示 Jackie，Brinkley，Chris，Mark。 状 态 初始 向 量 x= 
(1，0，0，0) 表示 初始 时 刻 球 在 Jackie 手 上 ， 即 Jackie 先 抛 球 。 我 们 想 了 解 
球 最 有 可 能 最 终 落 在 谁 的 手中 。 我 们 把 具体 问题 的 处 理 作为 习题 留 给 读者 。 

从 上 面 所 讲 的 ， 我 们 应 该 能 够 看 到 和 矩阵 与 现代 科学 发 展 以 及 我 们 的 日 常 
生活 有 多 人 么 紧密 的 联系 。 从 当前 来 看 ， 和 矩阵 应 用 之 所 以 如 此 广泛 和 重要 ， 其 
主要 原因 是 在 于 它 在 计算 机 编程 、 问 题 建 模 和 问题 转化 等 方面 的 便利 。 几 乎 
任 一 款 计算 软件 都 需要 用 到 和 矩阵 来 编程 ， 因 为 几乎 所 有 线性 或 非 线 性 问题 的 
数值 求解 都 需要 转化 为 线性 代数 中 的 问题 来 求解 。 因 此 ， 和 抢 阵 就 显得 尤为 重 
要 。 现 在 ， 基 于 算 阵 运 算 的 编程 软件 实在 太 多 ， 其 中 最 有 代表 性 的 要 数 Mat- 
lab (Matrix 十 Lab， 译 成 “和 矩阵 实验 室 ”)。Matlab 具有 强大 的 矩阵 处 理 功能 ， 
这 也 使 得 矩阵 在 科学 领域 的 地 位 显得 更 加 突出 。 可 以 说 ， 在 当今 高 度 信息 化 
和 高 度 答 能 化 的 时 代 ， 没 有 和 矩阵 的 应 用 和 发 展 ， 人 们 几乎 和 寸步难行 。 


1. 找 一 幅 图 片 ， 通 过 图 像 变 换 将 它 放 大 为 一 幅 大 小 是 原 图 像 两 们 的 


图 片 。 
2， 对 题 1 中 的 图 片 进行 变换 〈 如 旋转 )， 然 后 将 两 幅 图 像 放 在 同一 幅 图 
像 中 。 


3， 你 能 解释 例 1 中 的 矩阵 4 中 每 个 元 素 的 含义 吗 ? 
4。 计 算 例 1 中 矩阵 4 的 立方 4 ， 并 进一步 解释 其 中 每 个 元 素 的 意义 。 


参考 文献 


如 和 


[1 吴 振 奎 ， 俞 晓 群 .今日 数学 中 的 趣味 问题 LMJ]， 天 津 : 天 津 科学 技 
术 出 版 社 ，1990 

L2」 沈 康 身 ， 历 史 数 学 名 题 赏析 LMj]， 上 海 : 上海 教育 出 版 社 ，2002 

L3j」 孙 魁 等 ， 身边 的 数学 [Mj]. 北京 : 中 国 林业 出 版 社 ，2004 

L4」 易 南 轩 .数学 美 抬 趣 〈 第 二 版 ) [Mj].， 北京 : 科学 出 版 社 ，2007 

[5j 谈 祥 柏 ， 乐 在 其 中 的 数学 LMJ. 北京 : 科学 出 版 社 ，2005 

L6j [ 美 」 莫 里 斯 。 克 菜 因 ， 古 今 数 学 思想 LM]. 上 海 ， 上 海 科 学 技术 
出 版 社 ，2002 

[7」 命 求 是 . 试 论 数学 的 科学 性 及 其 特点 与 数学 教学 . 数学 教育 学 报 ， 
2008 (5) 

[8」 李 远 华 ， 数 学 漫谈 LJ， 大 学 数学 ，2004 (6) 

[9] 王 元 明 . 数学 是 什么 [LMJ， 南京 ， 东 南大 学 出 版 社 ，2003 

[10」 张 顺 燕 .数学 的 源 与 流 LMJ. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，2000 

L11] 丘 维 声 ， 高 等 代数 〈 第 二 版 ) LMJ. 北京: 高 等 教育 出 版 社 ，2002 

L12」 王国 俊 . 有 理 数 、 无 理 数 与 实数 [JJ 数学 的 实践 与 认识 ，1998， 
28(3) 

[13] 朱 一 心 等 .线性 空间 公理 化 定义 研究 及 反例 [JJj， 首都 师范 大 学 学 
报 〈 自 )，2004 (3) 

[14] 赵 克 勤 。 集 对 分 析 及 其 初步 应 用 LMj. 杭州 :浙江 科学 技术 出 版 
社 ，2000 

L15]j A. 和 鲁 滨 还。 非 标 准 分 析 LMJ， 武 汉 : 华中 工学 院 出 版 社 ，1980 

116] 程 其 囊 ， 实 变 函 数 与 泛 国 分析 基础 LMJ. 北京 : 高 等 教育 出 版 
社 ，1983 

[17] 刘 来 福 ， 曾 文艺 ， 问 题解 决 的 数学 模型 方法 LMJ. 北京 : 北京 师 
范 大 学 出 版 社 ，1999 

[18] 李 尚 志 等 .数学 实验 [Mj. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，1999 


: >>> 数学 的 思维 与 智慧 
i 7 一 人 一 二 J 


My 
DO 攻 
~ 


IWY oo IG IY IA 


(9909 


[19 雷 功 炎 ， 数 学 模型 讲义 LMJ， 北京， 北京 大 学 出 版 社 ，1999 

[20j 付 军 ， 朱 宏 . 关于 数学 思维 方式 与 数学 建 模 的 研究 [LJj 吉林 师范 
大 学 学 报 ，2006 (4) 

[21」 李 以 渝 ， 数 学 建 模 思 维 方法 论 [LJ]. 大 学 数学 ，2007 (5) 

L22] 王 能 超 ， 于 古 绝 技 “ 割 圆 术 ” [LMj. 武汉 : 华中 理工 大 学 出 版 
社 ，2000 

L23」 朱 道 元 ， 数 学 建 模 精品 案例 [LM]. 南京 : 东南 大 学 出 版 社 ，1999 

L24」 吴 振 奎 .， 斐 波 那 契 数列 LMJ.， 台北 : 九 章 出 版 社 ，1993 

[25| R A Horn. C. R.Johnson. Matrix Analysis. England, Cambridge 
University Press, 1999 

| 26 | S, Barnett， Matrix Methods for Engineers and Scientists. London, 
McGraw-Hill Press, 1979 

[27] R. Bellman， Iniroduction to Maitrix Analysis, 2nd ed. New York, 
McGraw-Hill Press, 1970 

[28] D.C. Lay. Linear Algebra and Its Applications。 3rd ed. Addison- 
Wesley, Reading, Mass. ，2003 


第 一 批 “21 世纪 通 识 教育 系列 教材 ”目录 
第 一 作者 


告 学 概论 倪 宁 
翟 振 武 
大 学 语文 邢 福 义 
5 大 学 心理 聚 振 伟 
6 
7 


7 中 国 哲 学 史 杨 国 荣 
伦理 学 概论 
科技 哲学 概论 
11 宗教 概论 


12 科学 技术 中 ， 王 瀣 生 


程 水 金 
14 中 国文 明史 | 何 德 章 
15 世界 文明 史 孟 广 林 
16 | 中 国文 化 史 
17 法 学 人 门 
宪法 与 宪政 
犯罪 与 刑法 
经 济 法 徐 孟 洲 
刘 春 田 
张 康之 
赵 国 俊 
张 杰 


汪 昌 云 
方 福 前 
张 字 


组 织 行为 学 
创业 学 
职业 生涯 规划 与 设计 
统计 学 基础 


数学 的 思维 与 智 下 王 章 雄 


